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1. Apa SageMath itu?

2. Sejarah dan Pengembangan SageMath

3. Server SageMath di Departemen Matematika-ITS

4. Contoh-contoh masalah Matematika diselesaikan dengan SageMath:

 Tripel Pythagoras (a, b, ¢)
(http://localhost:8888/notebooks/Tripel_Pythagoras_2020.ipynb)

» Masalah Analisis Matematika
(http://localhost:8888/notebooks/Masalah_Analisis_Matematika_2020.ipynb)

» Kalkulus (http://localhost:8888/notebooks/Kalkulus_2020.ipynb)

 Integral (http://localhost:8888/notebooks/Integral_2020.ipynb)

e Metode Newton Raphson
(http://localhost:8888/notebooks/Metode NewtonRaphson_2020.ipynb)

e Contoh Animasi Sikloida
(http://localhost:8888/notebooks/Animasi_Sikloida_2020.ipynb)

» Bilangan Floating Point
(http://localhost:8888/notebooks/Bilangan_Floating_Point_2020.ipynb)

M

PENGENALAN SageMath

Nama awal SageMath adalah SAGE yaitu "System for Algebra and Geometry
Experimentation". Sekarang berubah menjadi SageMath. SageMath adalah suatu perangkat
lunak gratis (open source) sebagai alternatif open source MAPLE, MATHEMATICA dan MATLAB.
Banyak paket program open source matematika berkualitas tinggi tercakup dalam SageMath yang
merupakan berbagai libraries dari proyek open source lain. Yaitu untuk

1. Aljabar : GAP (https://www.gap-system.org/) , Singular (https://www.singular.uni-kl.de/),
FLINT (http:/flintlib.org/).
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. Geometri Aljabar : Singular (https://www.singular.uni-kl.de/).
. Aritmetika Sebarang Presisi : MPIR (http://mpir.org/), MPER (https://www.mpfr.org/), MPFI

(https://gforge.inria.fr/frs/?group_id=157), NTL (https://shoup.net/ntl/), mpmath
(http://mpmath.org/), Arb (http://arblib.org/).

. Geometri Arimetika : PARI/GP _(https://pari.math.u-bordeaux.fr/), NTL (https://shoup.net/ntl/),

mwrank (http://homepages.warwick.ac.uk/~masgaj/mwrank/), ECM
(https://en.wikipedia.org/wiki/Lenstra_elliptic-curve factorization#GMP-ECM_and_EECM-
MPEQ).

GiNaC (https://www.ginac.de/), Giac (https://sourceforge.net/projects/xcas/), FriCAS
(fricas.sourceforge.net/).

. Kombinatorik : Symmetrica (), Sage-Combinat (https://wiki.sagemath.org/combinat).
. Aljabar Linear : ATLAS (http://math-atlas.sourceforge.net/), BLAS

(https://www.netlib.org/blas/), LAPACK (http://performance.netlib.org/lapack/), NumPy
(https://numpy.org/), LinBox (https://github.com/linbox-team/linbox), IML
(https://orms.mfo.de/project?terms=&id=311), GSL
(https://www.gnu.org/software/gsl/doc/html/linalg.html).

. Teori Graf : NetworkX (http://networkx.github.io/).

. Komputasi Numerik : GSL (https://www.gnu.org/software/gsl/doc/html/linalg.html), SciPy

(https://www.scipy.org/), NumPy (https://numpy.org/), ATLAS (http://math-
atlas.sourceforge.net/).

Teori Bilangan : PARI/GP (https://pari.math.u-bordeaux.fr/), FLINT (http:/lintlib.org/), NTL
(https://shoup.net/ntl/).

Command-line shell : |IPython (http://ipython.org/).

Database : ZODB (http://www.zodb.org/en/latest/), SQLite (https://sqlite.org/download.html).
Graphical interface : SageMath Notebook (https://wiki.sagemath.org/notebook), jsMath
(http://www.math.union.edu/~dpvc/jsmath/welcome.html).

Graphics : matplotlib (https://matplotlib.org/), Tachyon (jedi.ks.uiuc.edu/~johns/tachyon/), GD
(https://libgd.github.io/), Jmol (http://jmol.sourceforge.net/).

Interactive Programming Language : Python (https://www.python.org/).

Networking : Twisted (https://github.com/twisted/twisted).

Differential Geometry dan Tensor Calculus : Sage Manifolds
(https://github.com/sagemanifolds/SageManifolds).

SageMath menggunakan suatu syntax mirip Phyton yang mendukung konstruksi procedural,
functional dan object-oriented. Beberapa keutamaan SageMath adalah :

Notebook berbasis suatu browser untuk tinjauan dan penggunaan kembali masukan dan
keluaran sebelumnya, mencakup grafik dan anotasi teks. Kompatibel dengan Firefox, Opera,
Konqueror, Google Chrome and Safari. Notebook bisa diakses secara lokal atau jarak jauh
dan koneksinya dapat diamankan dengan HTTPS.

Command-line interface berbasis suatu teks menggunakan IPython.

Mendukung parallel processing menggunakan multi-core processors, multiple processors,
atau distributed computing.

Kalkulus menggunakan Maxima dan SymPy.

Aljabar Linear Numerik menggunakan GSL, SciPy dan NumPy.

Mencakup berbagai Libraries fungsi-fungsi matematika elementary dan special.
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» Fungsi simbolik grafik 2D dan 3D serta data numerik.

» Manipulasi Matrix, meliputi sparse arrays.

 Libraries Multivariate statistics, menggunakan R dan SciPy.

» Toolkit untuk menambahkan user interfaces ke kalkulasi dan aplikasi.

 Visualisasi dan alat analisis Graph theory.

» Berbagai fungsi Libraries dari teori bilangan.

+ Mendukung complex numbers, arbitrary precision dan symbolic computation.

» Pengola kata teknis mencakup formula editing dan embedding SageMath dalam dokumen
LaTeX.

 Library baku Python, mencakup alat untuk menghubungkan SQL, HTTP, HTTPS, NNTP,
IMAP, SSH, IRC, FTP dan yang lainnya.

« Antarmuka ke beberapa aplikasi pihak-ketiga (third-party) seperti Mathematica, Magma, R,
dan Maple.

» Dokumentasi menggunakan Sphinx.

» Suatu automated test-suite.

» Kode eksekusi Fortran, C, C++, dan Cython.

« SageMath dapat menarik (can pull up) Mathematica dalam suatu program. Interfacing dengan
cara ini didokumentasi secara resmi ke Sage.

Sejarah dan Pengembangan SageMath

Versi pertama SageMath dirilis pada 24 Februari 2005 sebagai perangkat lunak babas dan open-
source berdasarkan lisensi dari GNU, General Public License versi 3, dengan tujuan awal untuk
menciptakan sebuah "alternatif open source untuk Magma, Maple, Mathematica, dan MATLAB".
Magma adalah sistem aljabar komputer yang dirancang untuk memecahkan masalah dalam
aljabar, teori bilangan, geometri dan kombinatorik. Perangkat lunak ini dinamai magma struktur
aljabar dan berjalan pada sistem operasi mirip Unix, dan juga Windows. Magma walaupun bukan
perangkat lunak non-komersial (Cost recovery (non-commercial proprietary)), tetapi bersifat
tertutup Magma (https://en.wikipedia.org/wiki/Magma_(computer_algebra_system)). Pencetus dan
pemimpin proyek SageMath, William Stein, adalah seorang matematikawan dari University of
Washington.

William Stein menyadari ketika merancang SageMath bahwa ada banyak paket perangkat lunak
matematika open source yang sudah ditulis dalam bahasa yang berbeda, yaitu C, C ++, Common
Lisp, Fortran dan Python.

Daripada menemukan kembali kemudi, SageMath (yang sebagian besar ditulis dengan Python
dan Cython) mengintegrasikan banyak paket perangkat lunak matematika khusus ke dalam
antarmuka umum, yang pengguna hanya perlu mengetahui Python. Namun, SageMath berisi
ratusan ribu baris kode unik yang menambahkan fungsi baru dan menciptakan antarmuka di
antara komponennya.

SageMath menggunakan kedua siswa dan profesional untuk pengembangan. Perkembangan
SageMath didukung oleh kerja sukarela dan hibah. Namun, baru pada tahun 2016 pengembang
SageMath full-time pertama dipekerjakan (didanai oleh hibah UE). Pada tahun yang sama, Stein
menggambarkan kekecewaannya dengan kurangnya dana akademis dan kredensial untuk
pengembangan perangkat lunak, dengan alasan sebagai alasan keputusannya untuk
meninggalkan posisi akademisnya untuk bekerja penuh waktu dalam proyek di sebuah

localhost:8888/notebooks/Workshop_Utama 3/7
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perusahaan yang baru didirikan, SageMath, Inc. Untuk informasi lengkap dan sebagai referensi
tentang Sagemath dapat diakse di WikiSageMath (https://en.wikipedia.org/wiki/SageMath) dan
website resmi di https://www.sagemath.org/ (https://www.sagemath.org/)

SageMath dapat digunakan untuk pengkajian kalkulus, teori bilangan mulai dari yang elementer
hingga lanjut, kriptograpi, aljabar komutatif, teori grup, teori grap dan aljabar linear baik yang eksak
maupun numerik dan berbagi hal bidang matematika yang lainnya. Selain itu SAGEMath
mempunyai kemampuan grafis, animasi grafis dan program interaktif yang mudah dipahami
sehingga mudah membuatnya. Dengan demikian akan sangat membantu dalam proses
pembelajaran, khususnya matematika. Versi terbaru saat ini adalah 9.1 pengembangan untuk
versi yang berikutnya dapat dikuti di Perkembangan Versi SageMath
(https://git.sagemath.org/sage.git/).

SERVER SAGEMATH DEPARTEMEN MATEMATIKA-ITS

SageMath yang ada diserver Departemen Matematika dapat diakses dengan IP address:

SageMat Departemen Matematika-ITS (http://10.112.1.4:8080/)

Pilih alamat diatas, akan muncul tampilan gambar berikut:
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wooghe Trar [ Sageiath x 14| Signim--5 X 8 geMath_ T X
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SIEE The Sage Notebook
e W 1

Welcome! Sign into the Sage Notebook v8.1
Sage s a differant approach to mathematics aoftware Usarmame
admin
The Sage Notebook
Password
With the Sage Nowbook anyone can create, collsborate |
on, and publish intefactive workshoats. In a workshaat,
one can write code using Sage, Python, and othar Sign in

software indudad in Sage

Sign up for a new Sage Notebook account
General and Advanced Pure and
Applied Mathematics SRS SRS S S———
(ne login reqwred)
Usa Sage for studying calkculus, alamantary 1o very
advancad number theory, cryplography, commutative
algebra, group thaory, graph thaory, nuMencal and exadct
linear algebra, and more

Use an Open Source Alternative

By using Sage you help 1o suppon a viable open source
alwrmative o Magma, Maple, Mathamatica, and MATLAB.
Sage includes many high-guality open source math
pﬂ‘l',kﬁgﬂﬁ

Gambar 1 : Tampilan IP address SageMath Departemen Matematika I
TS
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Untuk membuat account, double klik Sign up for a new Sage Notebook account akan muncul
gambar berikut

. 0,105 1. LSO e ) ([ CC=TE S - R
st veuie M) Geting Sterted ) e A el e - T B e T

Sign up lfor a Sage Notebook account

t Create a Wsermame
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ey oEly mee levters. pumbers, soderscores. JF. amd dois

2 Crente o good password

Vour passveard reneer kave ot leasr 4 charscnem. Vouwr paseerard can o ©oniaumn vour
LASTITEE O Ipacss

 Re-type younr password

Gambar 2: Tampilan membuat suatu account

Isikan username sesuai yang diingikan, juga isikan password sesuai aturan yaitu minimal 4
karakter selanjutnya ketik ulang password yang telah disikan dan klik Create account, muncul
tampilan sebagaimana diberikan oleh Gambar 1. Selanjutnya ketik isian Username, Password
yang telah dibuat dan klik Sign in sehingga muncul tampilan gambar SAGE Notebook sebagaima
diberikan oleh gambar berikut.

i —— .
[isgnin—Sege. R T . o S ——y
_{--.F & 10,112 1. 15:8000 e O B W K-

|£h Mest Visited @ Getting Started ) Gettng Stted | LstestHeadines | Imported From Firefox

]

SOCOE The sage subi | Home | Bublohed | Log | Setmngs | Help |

Notebook Report  Problem | Sign out
Vs T 11

New Worksheet Upload Downboad All Active | Saarchwmhaats|
Archive | Delete | _Swop | _Downicad | Cument Folder: Active Asshived Trash
r Active Worksheets Owoer | Collaboraters Las: Edited

Welcome to Sage! You can creaiz 3 pew worksheet, view publiabed workshests, or read the
docnmentation

Gambar 3 : SageMath Notebook

Untuk memulai lembar kerja baru dalam SAGE, klik New Worksheet sehingga muncul tampilan
Sage Shell sebagaimana gambar berikut.

localhost:8888/notebooks/Workshop_Utama
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Gambar 4: Mengganti nama Worksheet

Ganti Untitled, misalkan dengan coba selanjutnya klik Rename akan muncul gambar tampilan
Sage Notebook dan Sage Shell sebagai berikut.

-'I"E- & 10,112 1. 11-B000 A home s Goge 2P| $ #® B~

Lﬁautumd @ cetingstarted @ GettngStarted | LatestHeadines | Imperted From Firefox
SDOOE The sage “Hﬁﬂklﬂmlﬁaﬂmimlm|_
Notebook Help | BeportaProbless | Signow
Lheneee ¥ 50
mhl Save | Save & quit | Discard & quit |

| File.. _] Action . ™ =| | sage — Trypeset
ﬁh m_-m

=

Gambar 5: SageMath Notebook dan Sage Shell

Sage Shell adalah tempat untuk melakukan komputasi dengan mengetikan perintah-perintah yang
dikenal oleh Sage. Pada bagian berikutnya diberikan Perintah-perintah dasar dalam SageMath
yang dilakukan dalam SageMath Shell.

localhost:8888/notebooks/Workshop_Utama 6/7
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Kembali ke Menu

In[ ]: M
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Tripel_Pythagoras_2020

Tripel Pythagoras (a, b, ¢)

Masalah tripel Pythagoras adalah suatu masalah dalam teori bilangan. Misalkan (a, b, ¢) adalah
tiga penyelesaian bilangan bulat positip untuk Persamaan Pythagoras. Maka bilangan-bilangan
tersebut memenuhi persamaan:

@ + b=, (1)
Jika a, b, c memiliki faktor persekutuan 4 # 0, maka

2
(5)+(3) =(5)
-] +\ - =(—=).
A A A
Jadi tanpa kehilangan sifat umum kita dapat mengasumsikan bahwa a, b, ¢ tidak memiliki faktor
persekutuan. Tripel yang demikian ini yang kita sebut primitif dalam Teorema Pythagoras. Tripel

Pythagoras yang kita bahas ini semuanya primitif. Pencarian komputer cepat menghasilkan daftar
berikut dari beberapa tripel Pythagoras:

(3,4,5),(5,12,13),(8, 15, 17),(7, 24, 25), (20, 21, 29), (12, 35, 37), (9,40, 41), (28, 45, 53), ---

Tujuan kami di bagian ini adalah untuk menemukan semua solusi Persamaan primitif (1). Karena
fpb(a, b, c) = 1, jelas bahwa tidak semua a, b, ¢ adalah genap. Sedangkan beberapa
kemungkinan yang lainnya adalah:

« a, b dan ¢ semuanya ganijil. Hal ini tidak mungkin sebab ¢ + b? adalah genap sedangkan ¢>

adalah ganijil.

« a, b ganjil dan ¢ genap. Jika a, b ganjil, makaa® =1 mod 4,danp?> =1 mod 4; maka
a*> +b* =2 mod 4. Tapi karena c adalah genap, maka 4|c?, jadic> =0 mod 4. Jadi
hal ini tidak mungkin juga sebab disatu sisi ¢ = a®> + b* =2 mod 4.

» agenap, b ganjil dan c ganijil.

» aganijil, b genap dan c ganijil.

Kita akan melihat sejenak bahwa dua kasus terakhir ini sebenarnya mungkin. Dengan kesimetrian
kita dapat mengasumsikan bahwa b adalah genap, dan a ganijil. Sehingga didapat

b= —d® =(c+a)c—a).
Disini, baik a dan ¢ adalah ganijil, jadi ¢ + a dan ¢ — a adalah genap dan perkaliannya dibagi

dengan 4, didapat
é 2_<c+a)<c—a)
2) 2 2 )

c+a

Misalkan p adalah pembagi persekutuan dari <% dan <=2 2 , makap|— + &2 =cdan
p “Ta - cTa = a. Jadi p adalah pembagi persekutuan dari a dan b, tetapi karena a dan b
adalah koprima yaitu fpb(a, b) = 1, maka didapat p = 1. Jadi fpb (”’—“ %) = 1, akibatnya

juga fpb(c + a, ¢ — a) = 1. Karena hasil kali bilangan koprima ¢ + a dan ¢ — a adalah kuadrat
dari b* , maka masing-masing secara individual adalah kuadrat, yaitu, ada bilangan bulat koprima
X, y sedemikian rupa sehingga

c+a=x2,c—a=y2.
Dengan menyelesaikan persamaan untuk a dan ¢ didapat

localhost:8888/notebooks/Tripel_Pythagoras_2020.ipynb
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Untuk menghindari kesan bentuk pecahan kita kalikan dengan 2 tripel Pythagoras sehingga
didapat

a=x*—y
b = 2xy
c=x> +y%.

Sebagai contoh, jika (x,y) = (2, 1) kita dapatkan tripel Pythagoras terkenal (3, 4, 5), dan jika
(x,y) = (3,2), maka kita mendapatkan (5, 12, 13). Penyelesaian umum Pythagoras kita tulis
sebagai

(> =y, 209, % + y°).

Pembahasan tripel Pythagoras ini kita implentasikan secara interaktif menggunakan GeoGebra
dan bisa diakases di: https://www.geogebra.org/m/m43sfcfr
(https://www.geogebra.org/m/m43sfcfr). Selanjutnya pembahasan tripel Pythagoras ini kita
implentasikan secara interaktif dalam program SageMath sebagaimana berikut ini:

localhost:8888/notebooks/Tripel_Pythagoras_2020.ipynb
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In [2]: M @ interact
def _(n=input_box(3, width=9, label="Input $n\\geq 3%:")):
Pasangan=[(x,y) for x in range(1l,n) for y in range (x+1,n)\
if (ged(x,y)==1)\
and not (mod(x,2) == mod(y,2))]
for pairs in Pasangan:
a = pairs[1]”2 - pairs[@]”2; b = 2*pairs[@]*pairs[1];\
c = pairs[0]”*2 + pairs[1]*2
pretty _print(html("Apakah $\\pmb{%s"2+%s"2}$\
sama dengan $\\pmb{%s"2}$?\
${\\color{blue}{\\mathrm{%s}}}$"%(a,b,c,a”2+b”2==c”2)))
pretty_print(html('Tripel primitif Pythagoras\
$\\pmb{%s}$ adalah suatu suatu\
segi tiga siku-siku dengan luas: %s'%((a,b,c),a*b/2)))

Inputn > 3:

Apakah 5% + 122 sama dengan 132? True

Tripel primitif Pythagoras (35, 12, 13) adalah suatu suatu segi tiga siku-siku dengan luas: 30

Kembali ke File Utama (http://localhost:8888/notebooks/Workshop_Utama_Unsyiah_2020.ipynb)

In[1: M

localhost:8888/notebooks/Tripel_Pythagoras_2020.ipynb
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Masalah Analisis Matematika

1. Menyelesaikan pertidaksamaan:

1.3x+ 6 < =21
2.x24+2x-35<0

In [1]: M # 1. Menyelesaikan pertidaksamaan 3x+6<-21

var('x")
sl=solve(3*x+6<-21,x)

pretty_print(html("Penyelesaian dari pertidaksamaan $3x+6<-21$ adalah :\
$%s$"%latex(sl)))

p=plot(3*x+27,(x,-15,10),legend_label="$f(x)=3x+27$",thickness=3)
p.show(aspect_ratio=1/4,figsize=4)

Penyelesaian dari pertidaksamaan 3x + 6 < —21 adalah :[[x < (—=9)]]

localhost:8888/notebooks/Masalah_Analisis_Matematika_2020.ipynb 110
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In [2]: M| # 2. Menyelesaikan pertaksamaan x”2+2*x-35 < @

var('x")
p=plot(x"2+2*x-35,(x,-12,10),ymax=30,legend_label="$f(x)=x"2+2x-35%",\
thickness=3)

p2=plot(x~2+2*x-35,(x,-7,5),ymax=30,fill = lambda x: ©,\

fillcolor = 'red')
pl=point([(-7,0),(5,0)],pointsize=50,rgbcolor="red")

p3=text("Daerah Penyelesaian",(-1,-6))

pa=text("- - - - - - - - - - " (-1,2))

p5=text("+ + + +",(8,2))

p6=text("+ + + +",(-10,2))
(p+pl+p2+p3+pa4+p5+p6).show(aspect_ratio=1/4,figsize=4,gridlines="True")
sl=solve(x"2+2*x-35<0,x)

pretty_print(html("Penyelesaian $x"2+2x-35<0% adalah :\
$%s$"%latex(sl)))

Penyelesaian x> + 2x — 35 < 0 adalah :[[x > (=7),x < 5]]

2. Nilai Mutlak

Nilai mutlak dari x € R ditulis |x| didefisikan oleh
x| def x, bilax>0
—x, bilax<0.
Contoh
|2] =2,]0 =0dan | — 5| =5.
Catatan bahwa |x| > 0 untuk setiap x € R dan |x| = 0 bila dan hanya bila x = 0. Nilai \/)—c >0

untuk x > 0, jadi |x| = y/x? untuk setiap x € R. Secara geometri, |x| menyatakan panjang atau
jarak dari x ke titik asal O pada garis bilangan real. Jadi

a—b, bilaa>b
la—b| = .
b—a, bilaa<b.

Garis bilangan real dari |a — b| diberikan oleh gambar berikut:

localhost:8888/notebooks/Masalah_Analisis_Matematika_2020.ipynb 2/10
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SIFAT NILAI MUTLAK dan AKAR KUADRAT
Untuk setiap a, b € R berlaku :

1| —al =la|
Jal

2. |lab| = |a| |b| dan |%| = {5 dengan b #0.
3. la+b| < lal +|b].

4. \/a® = |al

5.Bilaa > 0, maka \/a? = a.

Ingat bahwa bila a € R, maka |a| didefinisikan sebagai

Ial def a, bilaa>0
—a, bilaa<0

PERSAMAAN dan PERTIDAKSAMAAN NILAI MUTLAK

Bila x, a € R berlaku
a|lxl=a<=>x=—-aataux =a
b.lx]| <a<e=>-a<x<a

c.|lx| >2a <= x< —aataux > a.

Contoh

3

1. |2x+5| =3 <= 2x+5=3atau2x+5 = -3. Jadix = %5 = —1 atau

_ =3=5 _
X == 4

2. |3x — 2| £ 1 didapat
Bx-2| <1< -1<3x-2<1

= -1+2<3x-24+2<514+2

— 1<3x<3

1
— —<x<1.
3

3. 15— 2| < 3 didapat

2 2
5-——-| <3< -3<5--<3
X X

(:)—3—5<—5+5—2<—5+3

X

2
= g<——<=-2
X

1
= 4>->1
X

1
= —<x<1.
4

Sifat 4,5 dan Contoh 2, 3 dikerjakan dalam SAGEMATH Shell sebagai berikut.

localhost:8888/notebooks/Masalah_Analisis_Matematika_2020.ipynb

3110



10/13/2020 Masalah_Analisis_Matematika_2020

In [3]: M a=SR.var('a',domain='real') #mendefinisikan a peubah real
t=bool(sqrt(a®2) == abs(a))
html("Bila $a\\in\\mathbb{R}$, apakah $\\sqrt{a~2}=|a|$?\
$\\color{red}{%s}$"%latex(t))

Out[3]: Bilaa € R, apakah \/a? = |a|?True

In [4]: M # diskusikan hasil berikut
assume(a > 9)
t=bool(sqrt(a”2) == a)
html("Bila $a>0%$, apakah $\\sqrt{a”2}=a$? $\\color{red}{%s}$"%latex(t))

Out[4]: Bijlaa > 0, apakah \/a2 = a? True

Tetapi bila a € R, maka \/a2 = q tidak benar. Hal ini bisa ditunjukkan dalam SageMath Shell
sebagai berikut:

In [5]: M forget(a»0)
t=bool(sqrt(a®2) == a)
html("Bila $a\\in\\mathbb{R}$, apakah $\\sqrt{a~2}=a$?\
$\\color{red}{%s}$"%latex(t))

Out[5]: Bilaa € R, apakah \/az = aq?False
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In [6]: M # 2. Pertaksamaan : [3x-2[<1

p=plot(abs(3*x-2),(x,0,2),ymax=5,legend_label="$f(x)=\

\\ |3x-2|$",thickness=3,color="red")
pl=plot(abs(3*x-2),(x,1/3,1),ymax=5,thickness=3,color="red",fill ="axis")
p2=arrow((9.9,0.5), (1.1,0.5))

p3=text("Daerah Penyelesaian",(1.56,0.5))

sl=solve(abs(3*x-2)<=1,x)

(p+pl+p2+p3).show(figsize=4,gridlines="True")
pretty_print(html("Penyelesaian dari $|3x-2|\\leq 1%\

adalah: $%s$"%latex(sl)))

Penyelesaian dari |3x — 2| < ladalah: [[x =1], [x = (%)] , [(%) <xx< 1”
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In [7]:

Masalah_Analisis_Matematika_2020
M # 3. Pertakaksamaan : [5-2/x[<3

= plot([])
+=1ine([(1/4,9),(1/4,3)],1linestyle=":",thickness=3)
+=1ine([(1,9),(1,3)],linestyle=":",thickness=3)
+=point([(1/4,3),(1,3)],pointsize=40)

[ DR DIV ]

p=plot(abs(5-2/x),(x,1/10,2),ymax=5,ymin=-1,1legend_label="$f(x)=\
\\[5-\\frac{2}{x}[$",\

thickness=3,color="green")
pl=plot(abs(5-2/x),(x,1/4,1),ymax=5,thickness=3,\

color="green",fill ='axis")

p2=text("Daerah Penyelesaian",(1.56,0.5))
p3=arrow((0.9,0.5), (1.1,0.5))
sl=solve(abs((5*x-2)/x)<3,x)
(p+pl+p2+p3+a).show(figsize=4,frame="True',gridlines="True")
pretty_print(html("Penyelesaian dari $|5-2/x|<3$% adalah:\
$%s$"%latex(sl)))

Penyelesaian dari |5 — 2/x| < 3 adalah:

[[(3) <xx< (3] =G 5) <xx<i]]

Menggambar grafik suatu fungsi

Pada bagian ini, dibahas bagaimana menggambar grafik menggunakan SageMath dan bagaimana
memanfaatkan berbagai plot pilihannya. Dibahas secara rinci beberapa pilihan yang akan berguna
dalam pembahasan kalkulus. Sintaks dasar untuk menggambar grafik fungsi y = f(x) dengan

a < x < b adalah plot (f, x, a, b).

Contoh 1
Lakukan fungsi berikut

tan(Z£), bila|x| < 1,
foo = { (%) P
X, bila |x| > 1
kedalam sel SageMath. Hal ini bisa dkerjakan sebagai berikut, lalu gambar grafiknya.
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In [8]: M def f(x):
if abs(x)<1:
return tan(pi*x/4)
else:
return x

plot(f,(x,-2,2),figsize=4,gridlines="True")

Out[8]:

Contoh 2
Gambarkan dua garfik fungsi f(x) = 2x%> — 4x + 2 dan g(x) = 25 sin(3x) dalam satu sumbu
yang sama sehingga terlihat titik potong kedua grafik tersebut,

Jawab : Lakukakan dalam Sel SageMath sebagai berikut:

localhost:8888/notebooks/Masalah_Analisis_Matematika_2020.ipynb 7/10



10/13/2020 Masalah_Analisis_Matematika_2020

In [9]: M P = plot(sin, (0,10))
P.show()
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In [10]: M g=plot((2*x"2-4*x+2,25%¥sin(3*x)),x,-3,5,figsize=4,thickness=3,\
legend label=("$2x"2-4x+2$","$25\\, \\sin(3x)$"))

g.show()
Contoh 3
2x* +x+42 cos(2x
Gambar grafik fungsi f(x) = T dan g(x) = % pada sumbu yang sama.
X

Selanjutnya diskusikan hasilnya.

Jawab : Lakukan dalam Sel SageMath sebagai berikut:

In [11]: M g=plot(((2*x"2+x+2)/(x+1),cos(2*x)/2),x,-5,5,Ffigsize=4,thickness=2)
g.show()

Terlihat bahwa hasil gambar grafik kedua fungsi tidak bisa dibedakan. Dalam hal ini gambar grafik
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cos(2x)

fungsi g(x) = — tidak tampak begitu jelas sebab nilai g(x) diantara —1 dan +1 terlalu kecil
o R 2 +x+2 . . .
dibandingkan dengan nilai-nilai dari f(x) = T Untuk itu digunakan perintah ymin
X

dan ymax sebagaimana berikut.

In [12]: M g=plot(((x"2+x+2)/(x+1),cos(2*x)/2),X,-5,5,ymin=-10,ymax=6,figsize=4,\
thickness=2,legend_label=("$(x"2+x+2)/(x+1)$","$\\cos(2x)/2)$"))
g.show(frame="True',gridlines="minor")

Kembali ke File Utama (http://localhost:8888/notebooks/Workshop Utama_Unsyiah_2020.ipynb)
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Kalkulus

Limit

Untuk menghitung limit fungsi f(x) bila x mendekati a dalam Sel SageMath digunakan perintah
limit(f(x),x=a). Untuk menghitung limit fungsi f(x) bila x mendekati a dari kiri dalam hal ini berarti

x < a menggunakan perintah limit(f(x),x=a,dir="minus’). Untuk menghitung limit fungsi f(x) bila x
mendekati a dari kanan dalam hal ini berarti a < x menggunakan perintah
limit(f(x),x=a,dir="plus’).

Contoh 1
o2 +x+3
Tentukan lim ———.
x—1 x+2
Jawab:
. o . 24+ x+3
Sebelum menghitung nilai limit, diberikan tabel perhitungan nilai dari T bila x
X

mendekati 1 dari kiri ataupun dari kanan sebagai berikut:

In [1]: M A=[(1-(10)"~(-a)).n(digits=6) for a in [0..5]]
B=[(1+10~(-b)).n(digits=6) for b in [5,4,3,2,1,0]]
C=A+B
html(table([(t, (2*t"2+t+3)/(t+2)) for t in C],\
header_row=["$x\\quad$ ", " $\\dfrac{2x"2+x+3}F{x+2}$"1,\
frame=True))

Out[1]: 2% +x+3
A
0.000000 1.50000
0.900000 1.90345
0.990000 1.99003
0.999000 1.99900
0.999900 1.99990
0.999990 1.99999
1.00001 2.00001
1.00010 2.00010
1.00100 2.00100
1.01000 2.01003
1.10000 2.10323
2.00000 3.25000

Dari hasil tabel diatas terlihat bahwa nilai dari ZxZX-:_—xz-I-fS bila x mendekati 1 dari kiri ataupun
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. . o 2P 4x+3 o
dari kanan mendekati 2. Dengan demikian lim T = 2. Hal ini bisa diselidiki dalam Sel
x—1 X

SageMath sebagaimana berikut:

In [2]: M # Limit f(x) untuk x mendekati 1
var('x")

Limit((2*x"2+x+3)/(x+2),x=1)
out[2]: 2
In [3]: M # Limit f(x) untuk x mendekati 1 dari Riri
limit((2*x"2+x+3)/(x+2),x=1,dir="minus")
Out[3]: 2
In [4]: M # Llimit f(x) untuk x mendekati 1 dari kanan

limit((2*x"2+x+3)/(x+2),x=1,dir="plus")

Out[4]: 2
Contoh 2
2 _
Tentukan lim r X
-1 x—1

Jawab :
x? —x

Dibuat tabel nilai dari 1 bila x mendekati 1 baik dari kiri atau kanan sebagai berikut:
x —
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In [5]: M A=[(1-(10)~(-a)).n(digits=6) for a in [0..5]]
B=[ (1+10~(-b)).n(digits=6) for b in [5,4,3,2,1,0]]
C=A+B
html(table([(t,(t"2-t)/(t-1)) for t in C],\
header_row=["$x\\quad$", " $\\dfrac{x*2-x}{x-1}$"1,\
frame=True))

Out[5]: 2

x—1
0.000000 —0.000000
0.900000  0.900000
0.990000  0.989998
0.999000  0.998987
0.999900 1.00000
0.999990 1.00000
1.00001 1.00000
1.00010 1.00000
1.00100 1.00095
1.01000 1.01000
1.10000 1.10000
2.00000 2.00000

2

Dari hasil tabel diatas terlihat bahwa nilai dari r —x bila x mendekati 1 dari kiri ataupun dari
x —
2 _
kananadmah1.Dengandenﬂmanlh? = 1. Hal ini bisa diselidiki dalam Sel SageMath
xX— X —

sebagaimana berikut:

In [6]: M # Limit f(x) untuk x mendekati 1
var('x")

limit((x"2-x)/(x-1),x=1)

out[6]: 1

In [7]: M # Llimit f(x) untuk x mendekati 1 dari Riri
var('x")

limit((x"2-x)/(x-1),x=1,dir="minus")

Out[7]: 1
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In [8]: M # Limit f(x) untuk x mendekati 1 dari kanan
var('x")
limit((x"2-x)/(x-1),x=1,dir="plus")
Out[8]: 1
x> —x
Berikut ini adalah gambar dari grafik y = L
x —
In [9]: M pl = plot((x*2 - x)/(x - 1), x, -4,4,legend_label=\
"$y=\\frac{x"2-x}{x-1}$"',thickness=2)
p2 = point((1,1), rgbcolor="red', pointsize=70, faceted=True)
g = pl+p2

g.show(xmin=-4, xmax=4, ymin=-4, ymax=4,figsize=4,frame=\
'"True',gridlines="'True")

Fungsi Kontinu

Fungsi bernilai real f(x) dikatakan kontinu di x = a bila lim f(x) = f(a) dimana hasil limit tidak
X—=a

tergantung pada arah pendekatan x mendekati a dari kiri ataupun dari kanan.

i >
Fungsi bernilai real yang didefinisikan oleh f(x) = { (1)’ Eﬁii z 8

Diskusikan hal ini mengapa!

2
xX°—x
Catatan, dalam Contoh 2 f(x) =

jelas tidak terdefinisi di x = 1, tetapi lim

, diskontinu dix = 0.

X2 -1
-1 x—=1

def
Lalu bagaimana bila didefinisikan f(1) = 1. Hasil ini bisa diringkas dalam teorema berikut.
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Teorema

Bila fungsi bernilai real f(x) takterdefinisi di x = a dan lim f(x) = A, maka fungsi f(x) akan
X—d

def
kontinu di x = a asalkan diasumsikan f(a) = A.

Berdasarkan teorema diatas, maka fungsi yang didefinisikan oleh

X2 —x )
def 1 1
fo¥d T bila x #
1, bilax =1

kontinudix = 1, Sebab f(1) =1 = lin}f(x).

Contoh 1

X
Selidiki apakah fungsi bernilai real yang diberikan oleh f(x) = ﬂ kontinu di x = 0.
x

Jawab :
. . e X X . .
Karena untuk x mendekati O dari kanan nilai lim — = — = 1 dan untuk x mendekati O dari kiri
x=0" |X X
) X X .X
nilai lim — = — = —1, maka lim — tidak ada. Dengan demikian berdasarkan teorema
=0 x| —x =0 |x]|

yang telah dibahas f(x) diskontinu di x = 0. Gambar berikut menjelaskan bahwa di x = O pada

X
Jx) = ﬂ terjadi loncatan.
X

In [10]: M g=plot(x/abs(x),x,-5,5,figsize=4,thickness=2,legend_label=\
"$F(x)=\\dfrac{x}{|x|}$")
g.show()

Contoh 2
Perkirakan nilai dari f(x) = cos(—) disekitar x mendekati 0.
X

Jawab :
/2

Digambar dulu grafik dari f(x) = COS(—) dalam Sel SageMath sebagai berikut:
X
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In [11]: M # Gambar cos(pi/x) dan perkiran nilainya bila x mendekati nol

var('x")

teks=text ("$f(x)=\\cos(\\dfrac{\\pi}{x})$",(2.4,0.9),\
fontsize =13,color="green")

p=plot(cos(pi/x),(x,-3,3),color="green")

(p+teks).show(figsize=4)

T
Selanjutnya dibuat tabel nilai dari f(x) = COS<—> disekitar x mendekati nol sebagai berikut:
X
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In [12]: M A=[(-(10)~(-a)).n(digits=4) for a in [0..5]]
B=[(16~(-b)).n(digits=4) for b in [5,4,3,2,1,0]]
C=A+B
html(table([(x,cos(pi/x).n(digits=4)) for x in C],\

header_row=["$x\\quad$",\
"$\\cos\\left(\\dfrac{\\pi}{x}\\right)$"],\
frame=True))
out[12]: P
X cos(—-)
by
—1.000 —1.000
—0.1000 1.000
—0.01000 1.000
—0.001000 1.000
—0.0001000  0.9973
—0.00001000  0.7421
0.00001000  0.7421
0.0001000  0.9973
0.001000 1.000
0.01000 1.000
0.1000 1.000
1.000  —1.000

8

Dari tabel tampak bahwa bila x mendekati nol baik dari kiri ataupun dari kanan nilai dari cos(—)

—

V4 /4
mendekati satu. Tetapi dari gambar grafik cos(—) tampak bahwa untuk x — 0, nilai cos(—
X X

berisolasi dari +1 ke —1.

Misalnya untuk nilai ¢ # b dengan
1 1

b=+
10000000000000002

a==£
10000000000000001

COS<£> = — dan cos<£> =1.
a b

Diselidiki hal ini menggunakan Sel SageMath sebagai berikut.

didapat
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In [13]: M a=1/10000000000000000001
b=1/10000000000000000002
pretty_print(html("$a=%s$"%a))
pretty_print(html("$b=%s$"%b))
pretty print(html("$\\cos(\\pi/a)=%s$"%cos(pi/a)))
pretty_print(html("$\\cos(-\\pi/a)=%s$"%cos(-pi/a)))
pretty _print(html("$\\cos(\\pi/b)=%s$"%cos(pi/b)))
pretty_print(html("$\\cos(-\\pi/b)=%s$"%cos(-pi/b)))

a = 1/10000000000000000001
b = 1/10000000000000000002

cos(rw/a) = —1
cos(—n/a) = —1
cos(n/b) =1
cos(—z/b) =1

In [14]: M var('x")
teks=text ("$f(x)=\\cos(\\dfrac{\\pi}{x})$",(0.4,0.9),\
fontsize =13,color="green")
p=plot(cos(pi/x),(x,-0.3,0.3),color="green")
(p+teks).show(figsize=4)

/4
Dari gambar grafik f(x) = cos(—) tampak sekali bahwa terjadi osilasi yang rapat sekali dari nilai
X

) /1
+1 ke —1. Dengan demikian nilai lim cos(—) tidak ada.
x—0 X

In [15]: P 1limit(cos(pi/x),x=0)

Out[15]: ind

disini ind artinya "indefinite but bounded". Selanjutnya bagaimana bila sekarang
T

fx) = xcos(—)
X
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In [16]: M x = var('x")
f = x*cos(pi/x)
L=f.1limit(x = @)

pretty_print(html("$\\1im\\limits_{x\\to @}%s=\
%s$"%(latex(f),latex(L))))

lirrolxcos(f) =0

Mengapa lirrolx cos(f) = 0 ? Hal ini bisa diamati perilaku grafik dari f(x) = xcos(f) disekitar
x—

niali x mendekati O.

In [17]: M var('x")
teks=text ("$f(x)=x\\cos(\\frac{\\pi}{x})$",(0.25,0.5),fontsize=\
15,color="green")
p=plot(x*cos(pi/x),(x,-0.5,0.5),ymin=-0.5,ymax=0.5,color=\
"green",thickness=2)
(p+teks).show(figsize=4)

Terlihat disekitar nilai x mendekati O perilaku grafik f(x) = xcos(f) tetap berisolasi dari nilai
positip ke negatif tetapi semakin menuju ke nilai 0. Dengan demikian jelas bahwa

linéx cos(f) = (. Penggambaran grafik suatu fungsi bisa memperkirakan perilaku grafik fungsi
X—>

tersebut disekitar titik pengamatan. Misalnya gambar grafik dari f(x) = ¢ disekitar x mendekati
0 yang diberikan oleh gambar berikut:
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In [18]: M plot(e”r(-1/x),(x,-3,3),ymin=-.1,ymax=20,figsize=4,thickness=2,\
legend_label="¢y=e"{-1/x}$")

Out[18]:

1
Terlihat bahwa grafik f(x) = e~ ~ diskontinu di x = 0. Disekitar x mendekati 0 ada dua hal yaitu
bila x mendekati 0~ maka nilai () menuju ke +o0o0 sedangkan bila x mendekati 0, maka f(x)
menuju 0. Hal ini bisa diseldiki dalam Sel SageMath sebagai berikut:

In [19]: M x = var('x")
f = er(-1/x)
Li1=f.limit(x = 0,dir="-")
L2=Ff.limit(x = 0,dir="+")

pretty_print(html("$\\1im\\limits_{x\\to ©7{-1}}%s=\
%s$"%(latex(f),latex(L1))))
pretty_print(html("$\\1im\\limits_{x\\to ©~{+}}%s=\
%s$"%(latex(f),latex(L2))))

lim e(_%) = +o00
x—0~

lim e(-7) =0
x—0"

Beberapa sifat dasar limit dari fungsi : Bila lim f(x) = A dan lim g(x) = B
X—>d

1. limf(x) + gx) =A+B
2. limf(x)g(x) = AB

X—a
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3. limjﬁz é, B # 0.
—ag(x) B

sin(x)

Pada bagian berikutnya ditunjukkan bahwa lim = 1. Untuk hal ini perhatikan gambar

x—=0 X
lingkaran pusat di O dengan jari-jari sama dengan 1 sebagai berikut.

Bila nilai x adalah panjang busur AM. Sehingga didapat 2MP < 2AM < 2MT atau

. X 1
sin(x) < x < tan(x) atau 1 < — < . Dengan demikian bila x mendekati O didapat
sin(x)  cos(x)
= 1. Selanjutnya dengan menggunakan sifat dasar limit

1 < lim — < 1. Jadilim —

x—0 sin(x) x—0 sin(x

. sin(x ) 1
bagian 3 didapat lim ®) =lim——=1/1 =1.
x—0 X x—0 —2%

sin(x)

Apa yang telah dibahas ini dapat diselidiki dalam Sel SageMath sebagai berikut:
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In [20]: M A=[(-(10)~(-a)).n(digits=4) for a in [0..5]]
B=[(10~(-b)).n(digits=4) for b in [5,4,3,2,1,0]]
C=A+B
html(table([(x,sin(x)/x) for x in C],\
header_row=["$x\\gquad$",\
"$\\dfrac{\\sin(x)}{x}$"1,\
frame=True))

Out[20]: N sin(x)
x
—1.000 0.8415
—0.1000 0.9983
—0.01000  1.000
—0.001000  1.000
—0.0001000  1.000
—0.00001000  1.000
0.00001000  1.000
0.0001000  1.000
0.001000  1.000
0.01000  1.000
0.1000 0.9983
1.000 0.8415

sin(x)

Terlihat dari tabel perhitungan nilai-nilai dari ———= untuk x mendekati O baik dari kiri ataupun
X

kanan adalah 1.
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In [21]: M # Gambar sin(x)/x

var('x")

ptl = point((0,1), rgbcolor="red", pointsize=50, faceted=True)

p=plot(sin(x)/x, (x,-20,20),ymax=1.2,frame=True, legend_label=\
"$\\frac{\\sin(x) H{x}$")

(p+ptl).show(figsize=4,gridlines="True")

In [22]: M # Menghitung nilai Limit dari sin(x)/x untuk x mendekati @

1=1imit(sin(x)/x,x=0)
htm1("$\\1im\\limits_{x\\to @}\\dfrac{\\sin(x)}{x}\\ \\ = %s$"%1)

out[22]: ' sin(x)
1m
x—=0 X

=1

In [23]: P var('theta')
A=1imit((1-cos(theta))/(theta)”2,theta=0)
html("$\\1lim\\1limits_{\\theta\\to @}\
\\dfrac{1l-\\cos(\\theta)}{\\theta”r2}=%s$"%latex(A))

out[23]: .. 1 —cos(0) 1
lim ——— = =
6—0 62 2
1 — cos(@
Dari hasil lim 9—2() = % maka untuk nilai @ cukup sangat kecil sekali didapat
0—0

1
cos(@) ~ 1 — 502. Hasil pendekatan ini akurat untuk beberapa digit desimal bila |0] < 1/4.

Limit mendekati takhingga.

1
Hitung lim —.
xX—>+00 X

Jawab:
Hal ini dikerjakan dalam Sel SageMath sebagai berikut:
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In [24]: M var('x")
A=1imit(1/x,x=00,dir="minus")
B=1imit(1/x,x=00,dir="plus")
C = bool(A==B)

D = 1limit(1/x,x=00)

pretty_print(html("Apakah $\\1lim\\limits_{x\\to\
+\\infty {-}}\\dfrac{1}{x}=\\1im\\1limits_{x\\to\
H\\infty " {+}}\\dfrac{1}{x}$ ? $%s$"%latex(C)))
pretty_print(html1("$\\1im\\limits_{x\\to\
+\\infty\\dfrac{1}{x}=%s$"%latex(D)))

. 1 )
Apakah lim — = lim — ?True
x—4+o00” X x—40c0t X
. 1
Iim — =0
x—>+00 X

In [25]: M| # Contoh Limit mendekati takhingga

A=limit((x"2+3)/(2*x"2+x+1),x=00)
html("$\\1lim\\1limits_ {x\\to +\\infty}\
\\dfrac{x"2+3}{2x"2+x+1}=%s$"%latex(A))

out[25]: X% +3 |
Iim ——— = 5
x—otoo 202 + x + 1

1\" !
Menghitung limit dari <1 + —> untuk x mendekati +0o0 dan (1 + x)* untuk x mendekati 0.
X

In [26]: M var('x")
(1+1/x)"x

f.limit(x = oo0)

X
f
L=

html("$\\1im\\1limits_{x\\to +\\infty}%s=\
%s$"%(latex(f),latex(L)))

0ut[26]:  fim (L 41) =e

X—>+o0

In [27]: M x = var('x")

f = (1+x)"~(1/x)

L=f.limit(x = 0)
html("$\\1im\\1limits_{x\\to 0}%s=\
%s$"%(latex(f),latex(L)))

0utl27]: jim x4+ () = ¢

x—0

Deferensial fungsi satu peubah

localhost:8888/notebooks/Kalkulus_2020.ipynb 14/21



10/13/2020 Kalkulus_2020

Diberikan fungsi y = f(x), asumsikan x sebarang tetap, maka Ay délcf(x + Ax) — f(x). Sehingga
Ay  flx+ Ax) - f(x)

didapat — = . Bila Ax mendekati 0, maka didapat
Ax Ax
. Ay - fle+ Ax) — f(x)
lim — = lim .
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

Ay . Ay . o o -
Bila lim —— ada, maka lim —— dinamakan diferensial dari fungsi f di x, dalam hal ini
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

. cdy
dinotasikan sebagai — . Jadi
dx

dy | Sx+ Ax) — f(x)
— = lim .
dx  Ax—0 Ax

Contoh

T y
entukan —, bila y = f(x) = x*.
dx

Jawab
dy _ . fO+ A) — )
— = lim
dx  Ax—0 Ax
. (x+ Ax)? —x?
= lim
Ax—0 Ax
o (% + 2xAx + Ax?) — &2
= lim
Ax—0 Ax
2xAx + Ax?
Ax—0 AX

= lim 2x + A
Jim 2x+ 82

= 2x.
Hal ini dilakukan dalam Sel SageMath sebagai berikut:

In [28]: M x,h=var('x h")
f(x)=x"2
Delta_y=f(x+h)-f(x)
Dyh=(Delta_y/h).expand()
D1=1imit(Dyh,h=0)
pretty_print(html("$y=F(x)=%s$"%latex(f(x))))
pretty_print(html("$\\dfrac{dy}{dx}=\
\\1im\\1limits_{\\Delta x\\to @}\
\\dfrac{\\Delta y}{\\Delta x}=\
\\1lim\\1limits_{\\Delta x\\to @}\
\\dfrac{f(x+\\Delta x)-f(x)}{\\Delta x}=\
%s$"%latex(Dl)))

y=fx) =x*

dy . Ay . S+ Ax) = f(x)

— = lim — = lim =2x
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax
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In [29]: M # Cara Langsung
A=diff(f(x),x)

pretty_print(html("$y=~F(x)=%s$"%latex(f(x))))
pretty_print(html("$\\dfrac{dy}{dx}=%s$"%latex(A)))

y=f(x) =x*
d

ol =2x
dx

In [31]: M x,h=var('x h")
F(X)=X"3+2*¥X 2+3*X+5
Delta_y=f(x+h)-f(x)
Dyh=(Delta_y/h).expand()
D1=1imit(Dyh,h=0)
pretty_print(html("$y=F(x)=%s$"%latex(D1l)))

y=f(x)=3x>+4x+3

In [32]: M # Cara Langsung

A=diff(f(x),x)
pretty_print(html("$y=F(x)=%s$"%latex(f(x))))
pretty_print(html("$\\dfrac{dy}{dx}=%s$"%latex(A)))

y=fx)=x>+2x*+3x+5

d
—y=3x2+4x+3
dx

In [33]: M x=var('x')
f(x)=3/(x"2-1)
A=diff(f(x),x)
pretty_print(html("$y=F(x)=%s$"%latex(f(x))))
pretty_print(html("$\\dfrac{dy}{dx}=%s$"%latex(A)))

y=f00) ===
d_y — __6x
dx (x2—1)2

Limit Menggunakan Aturan L'Hospital, contoh berikut menghitung limit menggunakan aturan
L'Hospital yang dilakukan dalam Sel SageMath.
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In [35]: M %display latex
var('x")
f(x)=1n(x)
g(x)=1/x
f(x)/g(x)

Out[35]: xlog(x)

In [36]: M lim(f(x)/g(x),x=0,dir="plus")

Out[36]: 0

In [37]: M diff(f(x),x)/diff(g(x),x)

Out[37]: —x

In [38]: M lim(diff(f(x),x)/diff(g(x),x),x=0,dir="plus")

out[38]: 0

Dapatkan persamaan garis singgung pada f(x) = x + sin(2zx) di (1, 1).

In [39]: M x=var('x")
f(x)=x+sin(2*pi*x);
df(x)=diff(f(x),x);
y(x)=df(1)*(x-1)+1;
h=y(x).simplify full()

pretty _print(html("$f(x)=%s$"%latex(f(x))))

pretty_print(html("Garis singgung pada $f(x)$ di titik $(1,1)$\
adalah :  $\\ \\ y=%s$"%latex(h)))

J(x) = x + sin(2 zx)

Garis singgung pada f(x) di titikk (1, I)adalah: y=-274+ 27z + 1)x
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In [40]: M pil=plot(f(x), x, 0,2, color='blue',legend_label=\
"$x+\\sin(2\\pi x)$");
p2=plot(y(x), x, 0,2, color="red',legend_label=\
"$(2\\pi +1)x-2\\pi$");
p3 = point((1,1), pointsize=30, rgbcolor="'green')
show(pl+p2+p3, ymax=3, ymin=-3,figsize=5,gridlines="'True")

In [41]: M x,k,w = var('x k w")
f = x*3 * er(k*x) * sin(w*x)
pretty_print(html("$$f(x) = %s$$"%latex(f)))
pretty_print(html("$$\\dfrac{df(x)}{dx}=\
%s$$"%latex(f.diff(x))))

flx) = x3 e sin(wx)

df (x)

Ze@ﬁ
dx

= wx> cos(wx)e™ + kx® ™ sin(wx) + 3 x

sin(wx)

Kita juga dapat membedakan dan mengintegrasikan menggunakan perintah berikut:
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In [42]: M R = PolynomialRing(QQ,"x")
x = R.gen()
p=Xx"2+1
show(p.derivative())
show(p.integral())

2x
1
—x> +x

3

Atau dengan perintah beikut:

In [43]: M R = PolynomialRing(QQ,"x")

x = R.gen()
p=x"2+1
show(p)

show(p.derivative())

K2+ 1

2x

Titik Kritis
Kita dapat menemukan titik kritis dari fungsi piecewise yang ditentukan sebagai berikut:

In [44]: P x = PolynomialRing(RationalField(), 'x').gen()

fl1 = x"0
f2 = 1-x
f3 = 2%x
f4 = 10*x-x"2

f = piecewise([((0,1),f1), ((1,2),f2), ((2,3),f3), ((3,10),f4)])
show(f.critical_points())

[5.0]

Deret Pangkat

Sage menawarkan beberapa cara untuk membangun dan bekerja dengan deret pangkat.

Untuk mendapatkan deret Taylor dari ekspresi fungsi gunakan perintah .taylor() pada
ekspresi:
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In [45]: M fo,k,x = var('fo k x')
g = f@/sinh(k*x)"4
h = g.taylor(x,90,7)
pretty_print(html("$$g(x)=%s$$"%latex(g)))
pretty_print(html("Deret Taylor dari $$g(x),\\ x,0,7: %s$$"%latex(h)))

_Jo
gx) = ———
sinh (kx)
Deret Taylor dari
62 41 62 11 2 fo J
80, x 52075 0K Sggg ok — g ok sl - e T

Ekspansi deret pangkat formal dari fungsi dapat diperoleh dengan perintah .series() :

In [46]: DM F =1/(2-cos(x))
g = f.series(x,7)
html("Ekspansi Deret Pangkat Formal$$f(x)=%s:\
%s$%"%(latex(f),latex(g)))

Out[46]: Ekspansi Deret Pangkat Formal
fx) = SR (—1)x2 P (—E)x6 +0 (x7)
~ cos(x) =2 2 24 720

Manipulasi tertentu pada deret semacam itu sulit dilakukan saat ini. Ada dua alternatif: gunakan
subsistem Maxima dari SageMath untuk fungsionalitas simbolik penuh:

log(sin(x)/x)

f.taylor(x,0,10)

h = maxima(f).powerseries(x,0)._sage ()

pretty_print(html("Deret Taylor dari $$f(x) = %s,\\ x,0,10 :\
%s$%"%(latex(f),latex(g))))

pretty_print(html("Deret (menggunakan Maxima) dari $$f(x) = %s :\\ \
%s$%"%(latex(f),latex(h))))

In [47]: M f
g

Deret Taylor dari

i 1 1 1 1 1
f(x) =log sin(x) , x,0,10 : — 0 — e —— 3 — =2
X 467775 37800 2835 180 6

Deret (menggunakan Maxima) dari
. +o0 A2 -1 iy 2 i .
sin(x 2727 (=1)2x“"2bern (2
() = log (x) : ( ') . (21r)
ir (2i)!

ih=1

Atau kita dapat menggunakan ring deret pangkat formal untuk komputasi cepat. Di sisi lain, hal ini
adalah fungsi simbolis yang hilang:
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In [48]:

In [ ]:

Kalkulus_2020

M R.<w> = QQ[[1]

ps = w + 17/2*%w"2 + 15/4*%w™4 + O(w"6)

a = (1+ps).log()

b = (ps”1000).coefficients()

pretty_print(html("$$p(w) = %s$$"%latex(ps)))
pretty_print(html("$$\\log(l+p(w)) = %s$$"%latex(a)))
pretty_print(html("Koefien $$p(w)~{1000} = %s$$"%latex(b)))

17 15
pw) =w+ —w? + —w* + 0n°)

2 4
4 1 1
mm+mmzwww—§w—z%h}gW+mW)
Koefien
1729600092867375
p(w)'%% = [1,8500, 36088875, 102047312625, 9 ;)

Kembali ke File Utama (http://localhost:8888/notebooks/Workshop Utama_Unsyiah_2020.ipynb)
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INTEGRAL

Pada bagian ini dibahas integral dalam SageMath. Perintah integrate(f(x),x) memberikan integral
tak tentu (atau antiderivatif) dari f terhadap x. Perintah integrate dapat mengevaluasi semua fungsi
rasional dan sejumlah fungsi transendental, termasuk fungsi eksponensial, logaritmik,
trigonometrik, dan invers trigonometri. Untuk mengintegral fungsi, f (x,y) terhadap x perintahnya
integrate(f(x,y),x).

Hitung integral berikut:
4
/(x2 + 2x — 1dx
1

Jawab :

In [1]: M x=var('x")
f=x"2+42%x-1
g=integrate(f,x)
h=integrate(f,x,1,4)
pl=plot(f,(x,0,5), legend_label="$x"2+2x-1$"',figsize=[4,4],thickness=3)
p2=plot(f,(x,1,4), figsize=[4,4],fill = 'axis")
(p1+p2).show(figsize=4,gridlines=True)
pretty_print(html("Nilai dari: $\\int\\limits_{1}~{4}(%s)dx=\
\\left.%s\\right|~{4} {1}=%s$"%(latex(f),latex(g),latex(h))))

4
Nilai dari: [(x* +2x — 1)dx = 3 x* + x? —xi =33
1

Hitung integral : [ —Z_dx.
x+1
Jawab:
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In [2]: M x=var('x")
f=(2*x)/sqrt(x+1)
g=integrate(f,x)
html("Nilai dari: $$\\int\\left(%s\\right)\\,\
dx=%s+c$$"%(latex(f),latex(g)))

Out[2]: Nilai dari:

2x 4 3
/<x—+1> dx-g(x-i-l)z —4\/m+c

Hitung integral : [ 3x? cos(x®) dx.

Jawab:

In [3]: M x=var('x")
f=(3*x*2)*cos(x"3)
g=integrate(f,x)
html("Nilai dari: $$\\int\\left(%s\\right)\\,\
dx=%s+c$$"%(latex(f),latex(g)))

Out[3]: Nilai dari:

/ (3x2 cos(x3)) dx = sin(xs) +c

2x% +x24x41 dx.

Hitung integral : / 1

Jawab:

In [4]: M x=var('x")
f=(2*¥XA5+XxM2+x+1) / (x”2-1)
g=integrate(f,x)
html("Nilai dari: $$\\int\\left(%s\\right)\\,\
dx=%s+c$$"%(latex(f),latex(g)))

Out[4]: Nilai dari:

2x° +x? 1 1 1
/ i e dx=—x4+x2+x+—10g(x+1)+§10g(x—1)+c
xz -1 2 2 2

X 42x343x+1

Hitung integral : f D)
2

dx. Diskusikan menggunakan substitusi teknik integral apa!

Jawab:
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In [5]: M x=var('x")
F=(XM+2*xA343%x+1) /(X" 2+1) 2
g=integrate(f,x)
html("Nilai dari: $$\\int\\left(%s\\right)\\,\
dx=%s+c$$"%(latex(f),latex(g)))

Out[5]: Nilai dari:

4 3 _
/ X 2x A3t ] dx=x+L—arctan(x)+log(x2+1)+c
(22 + 1) 2 (x2+1)

Hitung luas daerah yang dibatasi oleh kurva f(x) = 2x> — 8x? + 4x dan g(x) = x>

Jawab:
Pertama ditentukan dulu titik potong kedua kurva f(x) = 2x> — 8x? + 2x dan g(x) = x> dengan
SageMath sebagai berikut:

In [6]: M x=var('x")
F=2*xN3-8*x 2+4%*X
g=x"2
solve(f(x)==g(x),x)

Out[6]: [x == 4, x == (1/2), x == 0]

Terlihat dua kurva f(x) = 2x> — 8x% + 4x dan g = x> berpotongan di x = 0, % danx = 4.
Senjutnya kedua kurva kita gambar dalam SageMath sebgai berikut:
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In [7]: M
Dari plot Gambar terlihat bahwa dan . Dengan
demikian luas daerah yang dibatasi oleh kurva dan adalah:

Luas ini dihitung de
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