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Kata Pengantar

AlhamdullllahiRabbilalamin, segala puji hanyalah milikMu ya Allah yang telah membe-
rikan "kebebasan bertanggung jawab" kepada manusia semasa hidupnya untuk suatu
kebaikan dalam melaksanakan amanatMu di hamparan bumi yang dihuni beragam
manusia. Sholawat dan Salam kepadaMu ya Nabi Muhammad beserta para keluarganya
dan para pengikutnya sampai nanti di hari akhir.

Buku ini disusun dengan maksud untuk membantu dan mempermudah mahasiswa
atau peminat Matematika Kuantum dalam mempelajari Mekanika Kuantum secara
Metematika beserta komputasinya. Buku ini merupakan pengantar untuk Komputasi
Kuantum dan beberapa hal terkait. Formulasi matematika mekanika kuantum adalah
formalisme matematika yang memungkinkan deskripsi mekanika kuantum yang ketat.
Hal tersebut dibedakan dari formalisme matematika untuk teori yang dikembangkan
sebelum awal 1900-an dengan menggunakan struktur matematika abstrak, seperti ruang
Hilbert dimensi tak terbatas dan operator pada ruang ini. Banyak dari struktur ini
diambil dari analisis fungsional, area penelitian dalam matematika murni yang sebagian
dipengaruhi oleh kebutuhan mekanika kuantum. Singkatnya, nilai-nilai fisik yang
dapat diamati seperti energi dan momentum tidak lagi dianggap sebagai nilai fungsi
pada ruang fase, tetapi sebagai nilai eigen; lebih tepatnya sebagai nilai spektral dari
operator linier di ruang Hilbert.

Formulasi mekanika kuantum ini terus digunakan sampai sekarang. Inti dari
deskripsi adalah ide-ide keadaan kuantum dan yang dapat diamati yang secara radikal
berbeda dari yang digunakan dalam model realitas fisik sebelumnya. Sementara mate-
matika memungkinkan perhitungan banyak kuantitas yang dapat diukur secara eksperi-
mental, ada batas teoritis tertentu untuk nilai-nilai yang dapat diukur secara bersamaan.
Keterbatasan ini pertama kali dijelaskan oleh Heisenberg melalui eksperimen pemiki-
ran, dan diwakili secara matematis dalam formalisme baru oleh non-komutatif operator
yang mewakili kuantum yang dapat diamati.

Sebelum pengembangan mekanika kuantum sebagai teori terpisah, matematika
yang digunakan dalam fisika terutama terdiri dari analisis matematika formal, dimu-
lai dengan kalkulus, dan peningkatan kompleksitas hingga geometri diferensial dan
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persamaan diferensial parsial. Teori probabilitas digunakan dalam mekanika statistik.
Intuisi geometris memainkan peran yang kuat dalam dua yang pertama dan, dengan
demikian, teori relativitas diformulasikan sepenuhnya dalam hal konsep-konsep geo-
metris. Fenomenaologi fisika kuantum muncul kira-kira antara tahun 1895 dan 1915,
dan selama 10 hingga 15 tahun sebelum perkembangan teori kuantum (sekitar 1925)
tisikawan terus memikirkan teori kuantum dalam batas-batas yang sekarang disebut
tisika klasik, dan khususnya dalam struktur matematika yang sama. Contoh paling
canggih dari hal ini adalah aturan kuantisasi Sommerfeld-Wilson-Ishiwara, yang diru-
muskan sepenuhnya pada ruang fase klasik.

Ada dua bagian pembahasan dalam buku ini. Bagian pertama pembahasan tentang
Kalkulus Kuantun dan bagian kedua dari pembahasan adalah tentang Komputasi
Kuantum. Penulis pada kesempatan ini menyampaikan keaktifan para pembaca da-
lam mengkaji buku ini untuk menyampaikan kritik dan saran guna perbaikan buku
ini, sehingga pada versi yang mendatang "mutu buku" yang baik bisa dicapai. Kritik
dan saran ini sangat penting karena selain alasan yang telah disebutkan tadi, penulis
percaya bahwa dalam sajian buku ini masih kurang dari sempurnah bahkan mungkin
ada suatu kesalahan dalam sajian buku ini baik dalam bentuk redaksional, pengetikan
dan materi yang menyebabkan menjadi suatu bacaan kurang begitu bagus.

Buku ini dapat diperoleh secara gratis oleh siapapun tanpa harus membayar kepada
penulis. Hal ini berdasarkan pemikiran penulis untuk kebebasan seseorang menda-
patkan suatu bacaan yang tersedia secara bebas dengan maksud "kemanfaatan" dan
"kejujuran”. Yang dimaksud dengan kemanfaatan adalah bergunanya bacaan ini untuk
kemudahan pembaca memperoleh informasi penting yang diperlukannya dan untuk
pembelajaran. Sedangkan kejujuran adalah ikatan moral dari pembaca untuk tidak
memdistribusi buku ini dengan tujuaan tidak bermanfaat yang hanya menguntungkan
dirinya sendiri.

Penulis menulis buku ini berdasarkan pemikiran "kebebasan menulis" (tidak harus
menggunakan media cetak penerbit) dengan asas "kemanfaatan" menggunakan media
yang tersaji masa kini. Beberapa alat bantu untuk penulisan buku ini juga didapat se-
cara gratis, yaitu perangkat lunak IXITgX untuk Windows yaitu TgXstudio 3.1.12 sebagai
salah satu media I4TEX editor. Beberapa gambar yang ada dalam buku ini menggunakan
perangkat lunak KTgXDraw 3.3.3 yang juga didapat secara gratis. Begitu juga beberapa
bahan rujukan didapat secara gratis lewat internet.

Akhirnya, dengan segala kerendahan hati penulis memohon hanya kepadaMu ya
Allah semoga penulisan ini bisa berlanjut untuk versi mendatang yang tentunya lebih
"baik" dari Versi 1.0.0 yang tersedia saat ini dan semoga benar-benar buku yang tersaji
ini bermanfaat bagi pembaca.
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Kalkulus Kuantum






w1

Kalkulus Kuantum

Di bidang teori aproksimasi, penerapan kalkulus-q merupakan area baru dalam 25
tahun terakhir. Analog-q pertama dari polinomial Bernstein terkenal diperkenalkan
oleh Lupas pada tahun 1987. Pada tahun 1997 Phillips mempertimbangkan analog-g
lain dari polinomial Bernstein klasik. Belakangan beberapa peneliti lain telah mengusul-
kan perluasan-q dari tipe eksponensial yang terkenal operator yang mencakup operator
Baskakov, operator Szdsz-Mirakyan, operator Meyer-Konig-Zeller, operator Bleiman,
Butzer dan Hahn (disingkat BBH), operator Picard, dan operator Weierstrass. Juga,
analog-q dari beberapa standar operator integral dari jenis Kantorovich dan Durrmeyer
diperkenalkan, dan sifat-sfat aproksimasi mereka didiskusikan. Bab ini bersifat pen-
gantar; di sini kita menyebutkan beberapa definisi dan notasi penting dari kalkulus-4.
Kita memberikan garis besar integer-g, faktorial-q, koefisien binomial-q, diferensiasi-g,
integral-g, fungsi beta-g dan gamma-g. Kita juga menyebutkan beberapa fungsi basis-g
penting dan fungsi pembangkitnya [1].

Dalam kalkulus-g kita mencari analog-q dari objek-objek matematika yang memiliki
batasan objek asli ketika g mendekati 1. Terdapat duajenis penjumlahan-g, penjumlahan-
g Nalli-Ward-Al-Salam (NWA) dan peenjumlahan-g Jackson-Hahn-Cigler (JHC). Yang
pertama bersifat komutatif dan asosiatif, sedangkan yang kedua bukan keduanya.

Inilah salah satu alasan mengapa terkadang ada lebih dari satu analog-g. Kedua
operator di atas membentuk dasar metode yang menyatukan deret hipergeometrik dan
deret hipergeometrik-g dan yang memberikan banyak rumus kalkulus-g bentuk alami
yang mengingatkan langsung pada asal mula klasiknya. Metode ini mengingatkan
pada Eduard Heine (1821-1881), yang menyebutkan kasus dimana salah satu parameter
dalam deret hipergeometrik-g adalah +co. Penjumlahan-g adalah cara alami untuk
memperluas penjumlahan pada kasus-g, seperti yang dapat dilihat saat menyajikan
kembali rumus penjumlahan untuk fungsi-fungsi trigonometri-g.

Sejarah kalkulus-q (dan fungsi hipergeometrik-q) berasal dari abad kedelapan belas.
Ini sebenarnya dapat diambil sejauh Leonhard Euler (1707-1783), yang pertama kali
memperkenalkan g dalam Introductio di trek deret tak hingga Newton.

Deret pangkat formal diperkenalkan oleh Christoph Gudermann (1798-1852) dan
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4 Kalkulus Kuantum..

Karl Weierstras (1815-1897). Di Inggris, Oliver Heaviside (1850-1925) memberikan
sumbangan lain lagi untuk pokok bahasan ini.

Dalam beberapa tahun terakhir minat terhadap subjek ini telah menyebar. Hampir
seminggu berlalu tanpa makalah baru tentang 4. Ini tentu saja karena fakta bahwa
analisis-q telah membuktikan dirinya sangat bermanfaat di berbagai bidang dan saat ini
memiliki aplikasi yang luas di bidang-bidang penting seperti ilmu komputer dan fisika
partikel, dan juga bertindak sebagai alat penting bagi para peneliti yang bekerja dengan
analitik. teori bilangan atau dalam fisika teoretis.

Buku ini memiliki beberapa tujuan. Salah satunya adalah memberi pembaca wawasan
dasar tentang g dan pelatihan dalam kalkulus-q atau yang setara, fungsi eliptik dan
fungsi theta. Cara lainnya adalah menyajikan alat dan metode yang dibutuhkan oleh
analisis-g dan menceritakan sejarah yang telah membentuk jalannya disiplin-g. Pem-
baca akan menemukan di sini latar belakang sejarah, yang sampai sekarang belum
diketahui oleh sebagian besar komunitas matematika dan fisika, karena perlakuan dan
tesis yang memuat sejarah-q awal dari abad ke-18 dan ke-19 ditulis dalam bahasa Latin,
Jerman, dan Prancis. Contohnya adalah buku Theory of Finite Differences oleh Nerlund
(1924) yang memuat polinomial Bernoulli dan Euler. Buku itu ditulis dalam bahasa
Jerman. Beberapa dari hasil ini karenanya dapat dikatakan ditemukan kembali dan
direpresentasikan sebagai fondasi penting dari kalkulus-g awal.

Kalkulus kuantum dikenal sebagai kalkulus tanpa batas. Ini menggantikan turunan
klasik dengan operator perbedaan, yang memungkinkan seseorang untuk berurusan
dengan himpunan fungsi yang tidak dapat dibedakan. Operator perbedaan kuantum
memiliki peran yang menarik karena aplikasinya dalam beberapa bidang matematika
seperti polinomial ortogonal, fungsi dasar hypergeometrik, kombinatorik, kalkulus vari-
asi, mekanika dan teori relativitas. Buku karya Kac dan Cheung [2] mencakup banyak
aspek mendasar dari kalkulus kuantum.
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i 2

Pendahuluan

Di bab ini kita menyebutkan beberapa definisi dasar dari kalkulus-g, yang akan digu-
nakan hampir di seluruh buku ini.

Definisi 2.1 Diberikan nilai g > 0, kita mendefinisikan [n], sebagai integer-q oleh

-1
, q#1
[n]q:{ 1 q
q=1,

q-
n,

untuk n € IN. Kita dapat memberikan definisi ini untuk sebarang bilangan real A. Dalam
hal ini kita sebut [A], suatu real-g.

0
Definisi 2.2 Diberikan nilai g > 0, kita mendefinisikan faktorial-q dari [n],! oleh
[n],! = [nlg.[n—1],---[1];, n=1,23,...
1, n=20
untuk n € IN.
Definisi 2.3 Kita definisikan koefisien binomial-q oleh
n [n]q! .
) =7, 0<7<n| 2.1
(])q (715! = jlg! / 2D
untuk j,n € IN. 0



(o)

Pendahuluan..

Koefisien binomial-g memenuhi persamaan pengulangan

n\ _ n—1 j(n—l) "5
(j)q (i-l)q+q i) 22)
R
(])q j-1), 7\ ] 29

Definisi 2.4 Analog-g dari (1 + x); adalah polinomial

dan

1+x) = def {(1 +x)1+gx)---1+g"x), n=12,...

7

Analog-g dari simbol Pochhammer yang umum juga disebut faktorial bergeser-g
didefinisikan sebagai

n-1 )
=1, q.=]]0-0%, @oe=]]0-q)]
i=0 i=0

O
Definisi 2.5 Rumus binomial Gauss didefinisikan sebagai:
no_ = (1 i(i=1)/2 - ]
(x +a), = ; (],)qq” alx"7|. (2.4)
O
Definisi 2.6 Rumus binomial Heine:
i gn+1], [n +]- 1],1 25)

1- x)q

Juga, kita mempunyai sifat penting berikut:

X —Z()(x—l)f. (2.6)
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Selanjutnya, perhatikan ungkapan berikut:

f) = fxo)

X — Xo

Ketika x mendekati x, limit, jika ada, memberikan definisi turunan % dari fungsi f(x)
pada x = xp. Namun, jika kita mengambil x = gx; atau x = x + h, dimana g adalah
bilangan tetap tidak sama dengan 1, dan h adalah suatu bilangan tetap tidak sama
dengan 0, dan tidak mengambil nilai limit, kita memasuki dunia yang menarik dari
kalkulus kuantum: Ungkapan yang sesuai adalah definisi dari turunan-g dan turunan-h
dari f(x). Dimulai dengan dua definisi ini, kami mengembangkan dalam buku ini dua
jenis kalkulus kuantum, kalkulus-g dan kalkulus-h.

Dalam perjalanan mengembangkan kalkulus kuantum di sepanjang garis tradisional
kalkulus biasa, kami menemukan banyak gagasan dan hasil penting dalam kombina-
torik, teori bilangan, dan bidang matematika lainnya.

Sebagai contoh, turunan-g dari x" adalah [n],x"~!, dimana

g -1

[n], = q_l,n;él

adalah analog-q dari n (dalam arti bahwa n adalah limit [n], bila g — 1). Selanjutnya,
dalam pencarian analog-q binomial, yaitu suatu fungsi (x—a);; , dan g yang "berperilaku"
sehubungan dengan turunan-g dengan cara yang sama seperti (x — a)" "berperilaku"
sehubungan dengan turunan biasa , kita menemukan fungsinya

(x—a)y = (x—a)(x —qa)--- (x —q"a).

Kuantitas (1 — a); berperan dalam kombinatorik peran yang paling mendasar, dan di-
sayangkan bahwa notasi yang umum digunakan (a; q), untuk kuantitas ini sangat tidak
menunjukkan sugesti.

Memiliki binomial-g, kita selanjutnya membuat analog-g dari rumus Taylor. Hebat-
nya, rumus Taylor-§ mencakup banyak hasil matematika abad kedelapan belas dan
kesembilan belas: Identitas Euler untuk fungsi eksponensial-g, rumus binomial Gauss,
dan rumus Heine untuk fungsi hypergeometrik-g.

Tentu saja, rumus Gauss, sebagaimana di Definis 2.5 yang diberikan oleh Persamaan

(2.4)
o= o
=),

adalah sumber dari semua koefisien binomial-q yang penting yaitu Persamaan (2.1)

n [n],! . . .
(])q = []]q'[n—q_]]q', dimana [f],! = [1],[2],-- - []],,

sebagaimana di Definisi 2.3.
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Pendahuluan..

Kita mempelajari koefisien ini dalam beberapa detail; khususnya, kita menafsirkan-
nya dalam hal geometri atas lapangan yang berhingga.

Identitas Euler mengarah pada identitas tiga produk Jacobi yang terkenal, dan rumus
Heine mengarah pada rumus produk Ramanujan yang luar biasa.

Setelah menetapkan semua rumus ini, kami melanjutkan untuk memanen seluruh
rangkaian aplikasi, menemukan kembali beberapa hasil terkenal dari matematika abad
kedelapan belas dan kesembilan belas: rumus berulang Euler untuk fungsi partisi klasik,
rumus Gauss untuk bilangan jumlah dari dua kudrat, Rumus Jacobi untuk bilangan
jumlah empat kuadrat, dll. Kasus-kasus khusus dari dua hasil terakhir, tentu saja,
teorema Fermat bahwa bilangan ganjil prima p dapat diwakili sebagai jumlah dari dua
kuadrat dari bilangan bulat jika dan hanya jika p — 1 dapat dibagi oleh 4, dan teorema
Lagrange bahwa sebarang bilangan bulat positif adalah jumlah empat kuadrat dari
bilangan bulat.

Kembali ke kalkulus-g, seperti pada kalkulus biasa, setelah mempelajari sifat-sifat
turunan-q kita melanjutkan untuk mempelajari antiderivative-q dan definitif integral-g.
Yang terakhir diperkenalkan oleh F.H. Jackson pada awal abad kedua puluh: Dia adalah
yang pertama mengembangkan kalculus-g secara sistematis.

Kita menyimpulkan dari bahasan kalkulus-q dengan studi tentang analog-g fungsi
gamma dan beta Euler klasik.

Terlepas dari kemiripannya dengan kalkulus-gq, kalkulus-h agak berbeda. Ini benar-
benar kalkulus dari beda hingga, tetapi analogi yang lebih sistematis dengan kalkulus
klasik membuatnya lebih transparan. Sebagai contoh, rumus Taylor-h tidak lain adalah
rumus interpolasi Newton, dan integrasi-h bagian pembagian hanyalah transformasi
Abel. Integral-h pasti adalah jumlah Riemann, sehingga teorema dasar kalkulus-h
memungkinkan seseorang untuk menghitung jumlah terbatas.

Kita melakukan ini untuk jumlah pangkat ke-n, menggunakan integral-h = 1 dari x".
Ini membawa kita secara alami ke bilangan Bernoulli dan polinomial Bernoulli. Yang
terkait erat adalah rumus Euler-Maclaurin, yang dibahas di akhir buku ini.

Buku ini mengasumsikan hanya beberapa pengetahuan tentang kalkulus tahun per-
tama dan aljabar linier dan ditujukan terutama untuk mahasiswa tahap sarjana.
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Derivatif-qg dan derivatif-h

Seperti yang telah disebutkan dalam pendahuluan, kita akan mengembangkan dua jenis
kalkulus kuantum, kalkulus-g dan kalkulus-h. Kita mulai dengan gagasan diferensial
kuantum.

Definisi 3.1 Diberikan fungsi f(x). Diferensial-g dari f(x) adalah

dgf(x) := fgx) — f(x) (3.1)

dan diferesial-h dari f(x) adalah

anf) = fa+ )~ f(x)] (3.2)

Catatan bahwa, khusus d,x = (9 — 1)x and djx = h. Perbedaan menarik dari diferensial
kuantum dari yang biasa adalah kurangnya simetri dalam diferensial dari produk dari
dua fungsi. Karena

d)(f(0)g(x)) = f(gx0)g(gx) = f(x)g(x)
= f(gx)g(gx) — f(gx)g(x) + f(gx)g(x) — F(x)g(x),
didapat
dy(f(x)g(x)) = f(gx)d,g(x) + g(x)dyf(x) |, (3.3)

dan dengan hal yang serupa,

dn(f(x)g(x)) = f(x + h)dyg(x) + g(x)dy.f(x)|, (3.4)

Dengan dua diferensial kuantum kita kemudian dapat mendefinisikan turunan kuan-
tum yang sesuai. v



10 Derivatif-q dan derivatif-h..

Definisi 3.2 Dua ungkapan berikut:

dof(x)  f(gx) — f(x)
dgx B (g—1)x

dan D,f(0) = f’(0) asalkan f’(0) ada; dan

D,f(x) =

,bilax#0dang # 1 (3.5)

Caf@) fax+h) - f)
Dyf(x) = ix p . (3.6)
masing-masing dinamakan derivatif-q dan derivatif-h dari fungsi f(x). v
Catatan bahwa
df(x)

lim D, () = lim D, f(x) =

dx

bila f(x) terdiferensial. Notasi Leibniz %, suatu rasio dua "infinitesimal," agak mem-
bingungkan, karena pengertian dari diferensial d f(x) memerlukan penjelasan yang ru-
mit. Sebaliknya, pengertian deferensial-q dan diferensial-h jelas, dan derivatif-g dan
derivatif-h adalah rasio sederhana.

Jelas bahwa seperti derivatif biasa, tindakan mengambil derivatif-g atau derivatif-h
dari suatu fungsi adalah operator linier. Dengan kata lain, D, dan D), memiliki sifat

yang untuk konstanta a dan b,

Dy(af(x) + bg(x))
Di(af(x) + bg(x))

aD, f(x) + bD,g(x),
aDy, f(x) + bDyg(x).

Contoh 3.1 Hitung derivatif-qg dan derivatif-h dari f(x) = x”, dimana n adalah bilangan
bulat positif. Menurut definisi,

(qx)n _ xn q?’l _ 1 4
D x?’l = = xi’l P 37
! (@-Dx gq-1 &7
dan P 1
Dyx" = W =nx"! + %x’”h o+ L (3.8)

Karena pecahan (4" — 1)/(g — 1) cukup sering muncul, maka Definisi 2.1 dikenalkan

kembali:
qn 1 -1 -2 9
[n]q_ _q” +q” +...+|,q;t1, (3)

untuk sebarang bilangan bulat positip #n. Ini disebut analog-q dari n. Maka (3.7) menjadi

Dx" = [n]qx”_l, (3.10)
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yang menyerupai turunan biasa dari x". Bila g — 1, didapat

nl,=q""+q" >+ +1>51+1+--+1=n
Seperti yang akan kita lihat berulang kali, [#], memainkan peran yang sama dalam
kalkulus-g seperti bilangan bulat n dalam kalkulus biasa.

Di sisi lain, ungkapan Djx" lebih rumit. Adalah adil untuk mengatakan bahwa x"
adalah fungsi yang baik dalam kalkulus-g tetapi tidak sederhana di kalkulus-h. Untuk
saat ini, kita akan fokus pada kalkulus-g. Kalkulus-h akan dibahas dalam bab terakhir.

Selanjutnya kita menghitung turunan-g dari produk dan hasil bagi dari f(x) dan g(x).
Dari (3.4) (d,(F(0g®) = fx + Ddig(x) + g f(x)]) didapat

dg(f(¥)g(x0)  fgx)dag(x) + g(x)d, f(x)
(-Dx (@ =D

Dy(f(x)g(x)) =

dan karenanya,

Dy(f(x)g(x)) = f(q2)D,8(x) + g(x)Dy f (x). (3.11)
Dengan simetri, kita dapat menukar f dan g, sehingga didapat

Dy(f()g(x)) = f(x)Dyg(x) + g(qx)Dy f (%), (3.12)

yang mana ekivelen dengan (3.11).
Bila digunakan (3.11) untuk mendiferensial

020 = 10,
didapat
g(gx)D q(fE ;) %D g(x) = qf(x)/
dengan demikian
f(x)) _ 8(0)Dgf(x) = f(x)D,g(x)
o (g(X) j 8(3(q) ' G19
Namum, bila kita menggunakan (3.12) didapat
f@)\ | f4x) ~
8y (g(x)) glqm 18 = Duf )
dengan demikian,
f (x)) _ 8(g%)Dy f(x) = f(qx)Dyg(x)
o (g(X) j 8(3(qx) ' G19
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12 Derivatif-q dan derivatif-h..

Rumus (3.13) dan (3.14) keduanya valid, tetapi yang satu mungkin lebih berguna dari-
pada yang lain dalam keadaan tertentu.

Setelah menurunkan aturan produk dan aturan hasil bagi dari diferensial-q, orang
mungkin bertanya-tanya tentang versi kuantum dari aturan rantai. Namun, tidak ada
aturan rantai umum untuk derivatif-g. Pengecualian adalah diferensiasi fungsi dari
bentuk f(u(x)), dimana u = u(x) = ax? dengan a dan B adalah konstan. Untuk melihat
bagaimana aturan rantai berlaku, perhatikan hal berikut

ByB) — p
D, f(axty] = L

flagPxP) — f(axf) agfxf — axf
aqﬁxﬁ —axp gx—x

fqPu) = f(u) u(gx) — u(x)

gPPu—u = gx—x

Dyf (u(x))]

4

denga demikian

D, f(u(x)) = (Dgs f)(u(x)).Dgu(x). (3.15)

Di sisi lain, jika misalnya u(x) = x + x? atau u(x) = sin x, kuantitas u(gx) tidak dapat
dinyatakan dalam bentuk u dengan cara yang sederhana, dan dengan demikian tidak
mungkin untuk memiliki aturan rantai umum. ®

Sebelum mengakhiri bab ini kita berikan proposisi berikut:

Proposisi 3.1 Untuk n > 1, maka

Dy(1 +x)) = [n]y(1+x);7" |

Bukti
Menurut definisi turunan-g yang kita miliki

(I +gx); — (1 +x)y

D,(1 + x),

(q-1)x
B 1l +q"x —(1+x)}
= L+ l (g—1)x
= 1+x)" i __11
= [n], A +x);7" v

Kita mengakhiri bagian ini dengan diskusi tentang mengapa huruf 7 dan g digunakan
sebagai parameter. Huruf g memiliki beberapa makna:

e yang pertama, huruf dari "kuantum,"
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e huruf yangbiasa digunakan untuk menunjukkan banyaknya elemen dalam dalam
suatu lapangan berhingga,

e suatu yang belum ditentukan (indeterminate) dari ekspansi deret pangkat.

Huruf I digunakan sebagai sisa konstanta Planck, yang merupakan konstanta fisika
fundamental paling penting dalam mekanika kuantum (fisika dari dunia mikroskopis).
Merupakan suatu limit "klasik" bila ¢ — 1, atau h — 0, dan dua parameter kuantum

biasanya terkait dengan g = ¢".
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14 Derivatif-q dan derivatif-h..
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Bab I

Rumus umum Taylor untuk Polinomial

Dalam kalkulus biasa, fungsi f(x) yang memiliki turunan untuk semua tingkat dan
bersifat analitik pada x = a jika dapat dinyatakan sebagai deret pangkat dsekitar x = a.
Teorema Taylor memberi tahu kita tentang deret pangkatnya

=Y o2l @)

|
=0 n:

Ekspansi Taylor dari fungsi analitik sering memungkinkan kita untuk memperluas
definisi fungsi ke domain yang lebih besar dan lebih menarik. Sebagai contoh, kita
dapat menggunakan ekspansi Taylor dari ¢* untuk mendefinisikan eksponensial bila-
ngan kompleks dan matriks persegi. Kita juga ingin merumuskan analog-q dari rumus
Taylor. Tetapi sebelum melakukannya, kita pertimbangkan situasi yang lebih umum.

Teorema 4.1 Misalkan a adalah suatu bilangan, D adalah suatu operator linear pada
ruang polinomial, dan {Py(x), P1(x), P»(x),...} adalah suatu barisan polonomial yang
memenubhi tiga kondisi:

(@) Py(a) = 1dan P,(a) = 0 untuk sebarang n > 1;
(b) degP, =mn;
(c) DP,(x) = P,_1(x) untuk sebarang n > 1, dan D(1) = 0.

Maka, untuk sebarang polinomial f(x) berderajad N, ia mempunyai rumus Taylor
umum:

N
f) =Y (D"F@)P,(x). 42)
n=0

Bukti Misalkan V' adalah ruang polinomial berderajad tidak lebih besar dari N, jadi

15



16 Rumus umum Taylor untuk Polinomial..

dim V = N + 1. Polinomial-polinomial di {Py(x), P1(x), ..., Pn(x)} adalah bebas linear se-
bab, dengan kondisi (b) derajad-derajadnya derajat naik secara ketat (strictly increasing).
Maka dari itu, mereka merupakan suatu basis dari V; yaitu, setiap polinomial f(x) € V

dapat dinyatakan sebagai
N

f6) =) cPul) (43)

k=0

untuk beberapa konstan tunggal cx. Untuk x = 2 dan menggunakan kondisi (a), maka
didapat ¢y = f(a). Kemudian, terapkan operator linear D sebanyak » kali untuk kedua
sisi Persamaan (4.3), dimana 1 < n < N. Menggunakan (b) dan (c), kita dapatkan

N N
(D")(x) = ) aD"Pi(x) = ) ciPicy(x).

k=n k=n

Lagi, untuk x = 2 dan menggunakan (a), didapat
cn =(D"f)a), 0<n <N,
dan (4.3) menjadi (4.2) @

Contoh 4.1 Bila

d (x—a)"
D=— P?’l = ’
dx’ ) n!
maka semua tiga kondisi yang telah dibahas dipenuhi, dan Teorema 4.1 menjamin
ekspansi Taylor sekitar x = a dari suatu polinomial. o

Sangat mudah untuk melihat bahwa diberikan D, barisan polinomial memenubhi
kondisi (a), (b), dan (c) dari Teorema 4.1, jika ada, ditentukan secara tunggal. Selain
itu, jika D adalah operator linier yang memetakan ruang polinomial derajat n ke ruang
polinomial derajat n — 1, barisan seperti itu selalu ada.
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Analog-q dari (x — a)" dan derivatif-gq dari
Binomial

Seperti disebutkan dalam Bab 3, D, adalah operator linier pada ruang polinomial. Kami
akan mencoba menerapkan Teorema 4.1 ke D = D,. Kita perlu untuk itu analog-g dari
n! sebagaimana Definisi 2.2, yaitu:

1 bilan =0
[Mfz{MExm_uW«uxnh bilan=1,2,... &b

Sekarang mari kita membangun barisan polinomial {Py(x), P(x), P>(x), - - - } memenubhi
tiga kondisi Teorema 4.1 sehubungan dengan D = D,. Bila a = 0, kita dapat memilih

xn

[,

sebab (a) Py(0) = 1,P,(0) = 0 untuk n > 1, (b) deg P, = n dan (c) dengan menggunakan
(3.7) untukn > 1

Py(x) = (5.2)

_ D" [n],x"! ot
PiPl® = G = g T oy

Bilaa # 0, P,(x) tidaklah sederhana (x —a)"/[n],!; contohnya, D,(x —a)*/[2]! # (x —a).
Mari kita cari beberapa P, (x) pertama dan coba simpulkan rumus umum. Kita punya

Po(.X') =1.
Agar supaya bahwa D,P(x) = 1 dan Py(a) = 0, maka haruslah
Pi(x) = x —a.

17



18 Analog-q dari (x — a)" dan derivatif-q dari Binomial..

Agar supaya bahwa D,P,(x) = x —a dan P,(a) = 0, maka haruslah

x? ax_iJraz:(x—a)(x—qa)

P = o~ 2,

Dengan cara yang sama,

(x — a)(x — ga)(x — g°a)
[2],.[3], ’

Ps(x) =

dan seterusnya. Tebakan logis adalah

(x—a)(x —ga)- - (x — q""a)
[n],! /

yang sesuai dengan (5.2) ketika 2 = 0. Sebelum memverifikasi validitas kondisi (c)
untuk Teorema 4.1, kita perkenalkan beberapa notasi.

Py(x) =

(5.3)

Definisi 5.1 Analog-q dari (x —a)" adalah polinomial

1 bilan =0
gt =1 5.4
(= a)g {(x —a)(x—gqa)---(x—¢"'a), bilan>1. G4
v
Proposisi 5.1 Untukn > 1,
Dy(x —a); = [n]y(x —a);™" | (5.5)

Bukti Rumus jelas banar untuk n = 1. Misalkan bahwa diasumsikan D,(x — a)’,; = [k];(x—
a)i~" untuk beberapa bilangan bulat positip k. Menurut definisi, (x—a)§* = (x—a);(x—g"a).
dengan menggunakan aturan perkalian (3.12)
Dy(x—a)™ = (x—a)+(gx — a)Dy(x - a);

= (x—a)s +q(x -4 a).[k],(x — a); "

= (x—a)f +qlkl,(x - ¢ " a)(x — ) !
(x — )y + qlk]y(x — a);
(1 + glk]y)(x - a)',; = [k+1],(x - a)’;.

Oleh karena itu, proposisi terbukti dengan induksi pada k. o
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Dengan demikian, D,P, = P,_; adalah hasil langsung dari Proposisi 5.2. Sekarang
mari kita menjelajahi beberapa sifat lain dari polinomial (x — a)j.
Umumnya, (x —a)f"™" # (x — a)f'(x — a);. Bahkan,

(=)™ = (x—a)x—ga)- (x =" a)(x — g a)(x — g a) - (x - g )
= (=) —ga)- (= ¢""0)) (0 - g"2)x — (")) - (x = 7" ("a)))
= G-y le—gtay. (5.6)

Substitusi m dengan —n, dengan demikian kita dapat memperluas definisi dalam (5.1)
ke semua bilangan bulat dengan mendefinisikan

o 1
(x—a)" = G=aay Ty f 5.7)

untuk sebarang bilangan bulat positip n. Dua proposisi berikut menunjukkan hal ini
memang memberikan ekstensi yang bagus.

Proposisi 5.2 Untuk sebarang dua bilangan bulat m dan n, Persamaan (5.6) adalah
benar.

Bukti Kasus dimana m > 0 dan n > 0 telah terbukti, dan kasus dimana salah satu dari
m dan n adalah mudah. Senajutnya kita perhatikan m = —m’ < 0 dan n > 0. Maka,
(x—a)(x—g"a); = (x— a);’”' (x - q_’”’a)’;
(x—q " a);
{(x —q" (") untuk n > m’
1

dengan (5.7) =

dengan (5.6) = 31 untuk n < m’
(=g (g )y

dengan (5.7) = (x— a)g"”' = (x—a)™.

Bilam > 0dann = —n’ < 0, maka
(x—a)(x—q"a); = (x—a)(x- q’”a);"l
(x —a)y
(x = qa)"

{(x —a)y ™ (x—q" ") untukm > n’

dengan (5.7) =

dengan (5.6) =

(=)

p—— — untuk m < n’
(=g )y " (=g (" 0)),

(x—a)y™  untukm > n’
T ) ———— untukm <#n’

_gm—n’ \n’—m
(=g a);!

m-n" _ _ \m+n
(x—a) ™" =(x—a)".
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20 Analog-q dari (x — a)" dan derivatif-q dari Binomial..

Terakhir, bilam = —m’ < 0dann = —n’ <0,

(x—a))(x—q"a); = (x—a)," (x—q"a),"
B 1
(=g ay (= g7 (@)
B 1
(x =gy (x = qv (g a)),”
1

(x =g a)l
(x—a)," ™" = (x —a))™".
Dengan demikian, Persamaan (5.6) benar untuk sebarang bilangan bulat m dan n.@

Kita ingin melihat bahwa Proposisi 5.5 berlaku juga untuk sebarang bilangan bulat
n. Tetapi sebelum membuktikan ini, kita harus memperluas definisi [1], dalam (3.9).

Definisi 5.2 Untuk sebarang bilangan bulat «,
e 1-g*
la], 1—_‘; (5.8)
v
Proposisi 5.3 Untuk sebarang bilangan bulat 7,

Dy(x —a); = [n],(x —a);™".

Bukti Catatan bahwa [0], = 0, jadi (5.8) benar untuk n = 0. Bilan = —n’ < 0, dengan
menggunakan (3.13) dan (5.7) didapat (3.12)

" 1
-0 = 01—
q
B Dy(x — q‘”’a)g'
(x—qa) (qx —q"a)]
[ ]g(x — g7 a)

=g ) (- g a)y

_ 1-— qn’ q—n
q-1 (x—qla)x—g"a)y
_ g1 1
= q — 1 (x — q_n1_1a)g’+l
_ qn -1 _ -1

= [nlGc- o),
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sebagaimana yang diharapkan. @

Proposisi 5.3 tidak dapat langsung diterapkan untuk mencari turunan-q dari

1 n
m, (61 — X)q dan m, (59)
sebab, misalnya, (2 — x); # (—1)"(x — a);. Sebaliknya, untuk n > 1,
(@-x); = (@-x)@a-qgx)@-q*x)--@-q"'x)
= (@a-x)q@ e -0 @G a-x) g (g a-x)
= (=D)"q"" VP — g a) - (x - g 2a)(x — g7l a)(x — ),
atau
(a — x); = (_1)nqn(n—1)/2(x _ q—n+1a)g (5.10)

Jelasnya, (5.10) benar untuk n = 0, dan itu mudah untuk dibuktikan ia benar untuk
n <0.

Mari kita akhiri bab ini dengan mencari turunan-g dari ketiga fungsi di (5.9). Dengan
menggunakan (5.7), kita memperoleh

1 1
Di——=D,————
Tx—ay T —g(ga));

Dengan menggunakan (5.10) dua kali, kita memperoleh

= Dy(x —q"a),".

Dya-x); = (<1)'q""2Mnlx— g

— _[n]q qn—l(_l)n—lq(n—l)(n—Z)/Z [n]q (x _ q—n+2(a—la)):_l
= [l g g0 =0y
= —[n]; (a—qx); 7"
Akhirnya, kita menggunakan aturan hasil bagi (3.13), sehingga didapat
1 __—th—qwﬁl_ [n],
a2 = @-0j@-0p) ~ @-0ja-g)’
Untuk menyimpulkan, bahwa untuk sebarang bilangan bulat 1, kita mempunyai
= g 1)
ﬂ(x _ a)g - q 5] q .
Dya—-x); = —[nly(a—qgx);™" (5.12)
1 [n],
= —. 5.13
"(a - x); (a—x)p*t (5.13)
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22 Analog-q dari (x — a)" dan derivatif-q dari Binomial..
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Bab 6

Rumus Taylor-g untuk Polinomial

Seperti yang telah diperlihatkan pada bab sebelumnya, P, (x) = p ), memenubhi tiga per-

syaratan Teorema 4.1 sehubungan dengan operator linier D,. Oleh karena itu, sekarang
kita mendapatkan versi-g dari rumus Taylor yaitu; untuk polinomial f(x) berderajat N
dan sebarang bilangan c, kita mempunyai ekspansi Taylor-g berikut:

(_)q

N
£ =Y (D) (6.1)
=0

Contoh 6.1 Pertimbangkan f(x) = x" dan ¢ = 1, dimana n adalah bilangan bulat positif.
Untuk j < n, didapat

(D)) = [nlyln =10y [n = j+ 12", (6.2)
maka
f)(l) gln=1],---[n—j+1],. (6.3)
Dengan demikian rumus Taylor—q untuk x" disekitar 1 adalah
[n],[n - 1 [ —j+1] O .
X _Z 7 (x —1){,:2(.) (x - 1), (6.4)
=0 /g
dimana

(n) _ [nlgln =1l —j+ 1y [ndy! (6.5)
q

j /15! gl = 1!
adalah koefisien binomial-g. Perhatikan bahwa Persamaan (6.4) sesuai dengan Per-
samaan (2.6) dalam Definisi 2.6. o

Perhatikan bahwa bila g — 1, koefisien binomial-g tereduksi menjadi koefisien bi-
nomial biasa dan (6.4) menjadi hasil dari rumus binomial biasa. Sifat-sifat koefisien
binomial-g akan dibahas dalam dua bab berikutnya.

23



24 Rumus Taylor-q untuk Polinomial..
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Bab ;

Rumus Binomial Gauss dan Rumus
Binomial Nonkomutatif

Dalam bab ini kita akan menemukan dua rumus binomial yang melibatkan koefisien
binomial-q. Pertama-tama, kita perhatikan contoh yang serupa dengan yang diberikan
pada bab sebelumnya.

Contoh 7.1 Misalkan n adalah bilangan bulat nonnegatif dan 2 adalah sebarang bilan-
gan. Kita ekspasikan f(x) = (x + a)g disekitar x = 0 menggunakan rumus Taylor-g.
Seperti dalam (6.2), untuk j < n kita punya

(DIHx) = [nlgln =1y [n = j+ 1,(x +a) . (7.1)
Ingat kembali bahwa
(x+ a);” = (x+a)(x+qa)...(x +q" a),
jadi, untuk x = 0, sisi kanan (7.1) menghasilkan
@)(qa)... (" a) = g"" D",

Gunakan ini ke (7.1) untuk mendapatkan j < n,

(DIO) = [nlyln = 1]y [ = j + 1y 02", (7.2)
Jadi, rumus Taylor-qg memberikan
(x+a)! = Z (’]1) gDy 73)
j=0 \/q

Kita bisa memperbaiki sedikit apa yang diungkapkan jika kita mengganti j dengan n—j.
Dari definisi koefisien binomial-g (6.5), kita memiliki, mirip dengan koefisien binomial

biasa, (.1
n _ njg: _ [
"), ~ e =) .
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26 Rumus Binomial Gauss dan Rumus Binomial Nonkomutatif..

Oleh karena itu, (7.3) ekivalen dengan

(x+ g)’; = Z (7]1) q(]')(j—l)/Za]'xn—j. [ ) (7.5)
q

j=0

Rumus (7.5) disebut rumus binomial Gauss sebagaimana telah dibahas dalam Defini-
si 2.5. Ini akan berguna di bab selanjutnya.

Sekarang kita beralih ke topik lain (meskipun terkait). Seperti yang kita ketahui
bersama, perkalian bilangan real bersifat komutatif, yaitu xy = yx. Namun, jika
perkalian yang lebih umum diperhatikan, seperti perkalian matriks atau komposisi
operator, komutatifitas mungkin tidak lagi benar. Perhatikan contoh berikut:

Contoh 7.2 Misalkan # dan M, adalah operator linier pada ruang polinomial yang
tindakannya pada polinomial f(x) adalah

[f(x)] = xf(x) dan Mq[f(x)] = f(gx). (7.6)

Maka untuk sebarang f(x), kita mempunyai

MLELF(0)] = Mylxf(x)] = qxf(gx) = g2V [f ()],

sehingga didapat
M,% = qtM,. ) (7.7)

Teorema berikut ini memperkenalkan rumus binomial nonkomutatif melibatkan dua
elemen yang memenuhi relasi komutatif khusus seperti (7.7).

Teorema 7.1 Jika yx = gxy, dimana g adalah bilangan komutasi dengan kedua x dan y,
maka

(x+y) = Z (n) Xy (7.8)
=0 114

Bukti

Pembuktian menggunakan induksi pada n dan misalkan (7.8) benar untuk n akan dibuk-
tikan benar untuk n +1. Namum sebelumnya dikenalkan salah satu persamaan Pascal-q
yang nantinya dibuktikan pada pembahasan berikutnya. Persamaan ini adalah

(=G5

dan digunakan untuk membuktikan teorema. Persamaan (7.8) jelas benar untuk n = 1.
Selanjutnya perhatikan bahwa

yx=qy iy = ¢y gt = = gyt (7.9)
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Selanjutnya dengan menggunakan Persamaan Pascal dan (7.9) didapat

@+ = +y'x+y)

[Z (?)qxf y' ] (x+y)

j=0
- JZ:; (?)qxj(qn—jxyn—j) + ]Z;: (;;)qxjyn—jﬂ
= jz;i qn—j+1(j i‘ 1)qxjyn—j " ]Z;: (’;)qxjyn—jﬂ

— n+1 - n—j+1 n n jam—j+l n+1
! *Z(q (j—l) +(j))” H
j=1 q q
n+1
_ Z(ﬂ+1) ijn+l_j' @
U

=0
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Bab 8

Sifat-Sifat Koefisien Binomial-q

Selanjutnya kita periksa beberapa sifat dari koefisien binomial-g, yang didefinisikan di
2.3, dengan n dan j adalah bilangan bulat nonnegatif dan n > j. Karena kita akan
memulihkan koefisien binomial biasa jika kita mengambil 4 — 1, kita mengharapkan
analog-g nya memiliki sifat yang serupa. Pertama, seperti yang telah disebutkan di (7.4),

n],!
(1’1) = L =( " ) (8.1)
ily Ul =jlt \n—jj,
mengikuti persis hasil klasik. Namun, korespondensi lebih halus untuk identitas lain
dari koefisien binomial, aturan Pascal:

AR N AT

b =reeee=fo) o), e

Proposisi 8.1 Ada dua rumus Pascal-g yaitu,

n\ _ n—1 ]-(n—l) 53
(=67 -0 ), .
n\ _ n_j(n—l) (n—l) 8.4
()= Go) 077, oY

Contoh 8.1

dan

dimanal <j<n-1.
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30 Sifat-Sifat Koefisien Binomial-q..

Bukti
Karena untuk setiap 1 < j<n -1,

nl, = 1+g+q@+...+¢ +¢d +¢" +...+q""
I+g+@+...+7 N +gdA+qg+...+4"7)
(1, + q'ln = jl,,

(TZ) _ [n]q!
iy~ Tl

sehingga didapat

_ [TZ - 1]17![”]17

B [j]q![n - j]q!

=100, + ¢l - )

- [j]q![n - j]q!

B [n—1],! ; [n—1],!

: — * : -
=10 =l Tl =7 - 11,
(n - 1) N q]-(n — 1)

j=1 J 1y
yaitu (8.3). Sifat simetris dari koefisien (8.1) memberi kita persamaan lain, yaitu

(i) = L2
il n=jl,
_( n-1 ) +qn_j(n—1)
n—j—1 ] n—j ]
= n—-l) +q”_j(n_1.). o
Ry n=7l,

Kesimpulan 8.1 Setiap koefisien binomial-g adalah polinomial dalam g berderajat j(n —
j), dengan 1 sebagai koefisien utamanya.

Bukti
Untuk sebarang bilangan bulat taknegatif n didapat:

o) =Le) =

yang tentu saja polinomial. Menggunakan Proposisi 8.1 dan induksi pada n, untuk
setiapl <j<n-1, (’;)q adalah jumlah dari dua polinomial, dengan demikian ia adalah

suatu polinomial.
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Menurut (6.5) dan (3.9), ekspresi eksplisit dari suatu koefisien binomial-g adalah

(TZ) _ (qn _ 1)(qn—l _ 1) .. (qn—j+l)
il,  @-=-D@"-1---@-1)"

Karena pembilang dan penyebut (8.5) adalah polinomial dalam g dengan koefisien
utama 1, demikian juga hasil baginya Akhirnya, derajat polinomial (;’)q dalam g adalah

(8.5)

selisih derajat pembilang dan penyebut, yaitu
(it (=) 44—+ D)=+ (=D 1) = (1=t f)+-t ()
= jin—1j) @
Faktalain dapat disimpulkan dari ekspresi eksplisit (8.5) koefisien binomial-g. Menge-
tahui bahwa itu adalah polinomial dalam g derajat j(n — j), kita misalkan

@ - D@ =1 @
@-D@ =D-@-1

Jika kita mengganti g dengan 1/q dan mengalikan kedua sisi dengan /"7, mudah untuk
memeriksa bahwa sisi kanan tidak akan berubah, sedangkan sisi kiri menjadi

Ay + Mg +axq” + - iy g "+ g =

apq"" ™D + @y g b g + e,

memiliki urutan koefisien g; dibalik secara berurutan. Dengan membandingkan koe-
fisien, kita mengamati bahwa koefisien dalam ekspresi polinomial (}) adalah simetris,
q
yaltu, a, = a]-(n_]-)_i.
Seperti koefisien binomial biasa, koefisien binomial-g juga memiliki interpretasi kom-
binatorial. Iniadalah salah satunya, dan satulagi akan diberikan di pembahasan berikut-
nya.

Teorema 8.1 Misalkan A, = {1,2,...,n} dan misalkan A, ; adalah koleksi semua him-
punan bagian dari A, dengan j memenuhi 0 < j < n. Maka

(ﬁ) _ Z FUO1D2 dengan S(Z"):ZS' (8.6)
q

] SGﬂn,j seS

Bukti
Kita akan membuktikan teorema dengan induksi pada n. Pertama, pertimbangkan
n=1,7=0,1. Untuk j =0 A = {0} dan w(@) = 0. Jadi, ruas kanan dari (8.6) sama
dengan satu, sesuai dengan bagian kiri (8.6). Untuk j = 1, satu-satunya elemen dari
A1 adalah A; = {1}, dan w({1}) = 1. Sekali lagi, sisi kanan sama dengan satu dan sama
dengan sisi kiri.

Selanjunya, asumsikan bahwa (8.6) berlaku untuk 1 < n < m — 1, dimana m > 2,
dan pertimbangkan n = m. Kasus j = 0 mirip dengan kasus n = 1 yang dijelaskan
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32 Sifat-Sifat Koefisien Binomial-q..

sebelumnya. Untuk j > 1, tulislah A, ; = BU B, dengan B = {S € A, ;|m ¢ S} dan
B ={S € Ay;lm € S}. Himpunan di B adalah semua himpunan bagian elemen-j dari
Ay, yaitu B = A,y ;. Himpunan di 8’ masing-masing dengan elemen "m" dihilangkan
adalah semua himpunan bagian elemen-(j — 1) dari A,,—;. Maka dari itu, sisi kanan (8.6)
menjadi

qu(S)—j(jH)/Z +Z g2 < Z Ui/ Z S +m)=jj+1)/2

SeB SeB’ SEﬂm,lJ 56\7{,,171/];1
- w(S)—j(j+1)/2 w(S)—j(j-1)/2 ;m—j
= Y. q + q q
Seﬂm—l,j Se«ﬂm—l,j—l

(7))
(1)

Baris terakhir mengikuti salah satu aturan Pascal-g (8.4). Dengan induksi pada j, (8.6)
benar untuk 0 < j < m. Akhirnya, induksi pada n melengkapi pembuktian. @

Untuk penggunaan di masa mendatang, perhatikan bahwa definisi koefisien binomial-
g dapat digeneralisasikan dengan cara yang mirip dengan padanan biasanya, menggu-

nakan (5.8):
(oc) _ [a]q[a - 1]11 o [05 - ] + 1]11
i, [y ’

di mana a adalah sebarang bilangan dan j adalah bilangan bulat nonnegatif.

(8.7)
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Bab 9

Koefisien Binomial-g dan Aljabar Linier
atas Lapangan Berhingga

Dalam bab ini kita menjelaskan arti kombinatorial penting dari koefisien binomial-g.

Teorema 9.1 Bila g adalah orde dari lapangan berhingga IF, (oleh karena itu, g adalah
pangkat dari bilangan prima), maka

(7) = banyaknya subruang berdimensi-j di ruang vektor berdimensi-n F;. ~ (9.1)
q

Bukti
Misalkan V' = IFj. Untuk j =0, (5), = 1 dan hanya ada satu subruang dimensi-nol dari

V, yaitu {011:3}, maka kasus ini terbukti.

Untuk j > 1, untuk mendapatkan subruang berdimensi-j, kita memilih j vektor
bebas linier dalam V untuk membentuk basis. Yang pertama, v;, dapat berupa salah
satu dari 4" — 1 vektor bukan nol. Yang kedua, v,, bisa berupa vektor apapun yang tidak
berada dalam subruang yang direntang oleh v,. Karena subruang dimensi-satu dari V
memiliki elemen g, terdapat pilihan sebanyak 4" — q yang berbeda untuk vektor basis
kedua. Maka, banyaknya pilihan untuk yang ketiga, v;, adalah ¢" — 4%, karena dapat
berupa vektor apapun yang tidak berada dalam subruang dimensi-dua yang direntang
oleh v; dan v,, yang memiliki elemen sebanyak g*. Secara umum, setelah vektor basis
ke-i dipilih, banyaknya vektor dalam subruang yang direntangkan oleh vektor basis i
pertama adalah ¢, dan tersisa pilihan 4" — ' untuk yang ke-(i + 1). Jadi, kita punya
sebanyak '

@' =D =@ - )@~ 9:2)

cara berbeda untuk memilih j vektor bebas linier di IF;.

Namun, banyak dari j-tuple ini membangun subruang yang sama. Kita harus mem-
bagi ekspresi dalam (9.2) dengan banyak kemungkinan pilihan basis yang berbeda dari
subruang dimensi-j. Tetapi pada dasarnya adalah bilangan yang sama di (9.2), dengan
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34 Koefisien Binomial-q dan Aljabar Linier atas Lapangan Berhingga..

n diganti oleh j. Oleh karena itu, banyaknya subruang dimensi-j yang berbeda dan
dengan menggunakan (8.5) adalah

@ -G -D@" —9)---@"—q) _ 997" - D@ -9 -1 @ 1)
@ -D@ -G =)@ -9 g7 = D@ = D2 = 1)+ (g = 1)

i e

Seperti aturan Pascal, banyak persamaan yang melibatkan koefisien binomial memi-
liki analog-g nya. Bayangkan kita memiliki n bola, dan mereka ditempatkan menjadi
dua kelompok, satu dengan m kelompok dan satu lagi dengan n kolompok. Setiap cara
pemilihan k bola dari semua m + 1 bola sesuai satu-satu dengan cara memilih j bola dari
kelompok dengan bola m dan memilih k- j bola dari kelompok bola 1, dengan j berjalan
dari 0 hingga k. Oleh karena itu, kita memiliki persamaan koefisien binomial berikut:

"=

=0

Contoh 9.1 Dapatkan analog-q dari persamaan (9.3) menggunakan interpretasi kombi-
natorial dari koefisien binomial-g seperti yang dinyatakan dalam Teorema 9.1.

Misalkan V' = IF7"*" dan misalkan V,, C V adalah subruang tetap dengan dim(V,,) =
m. Kita ingin mendapatkan persamaan dengan menghitung banyaknya subruang
berdimensi-k di V dengan dua cara. Pertama, dengan Teorema 9.1, kita tahu bahwa
bilangan ini adalah (m;”)q.

Di sisi lain, misalkan W adalah suatu subruang dari V berdimensi-k. Sebagai irisan
dua subruang, W N V,,, juga merupakan subruang berdimensi j, yaitu antara 0 dan k.
Maka kita dapat menganggap setiap W sebagai perluasan dari suatu subruang dari V,,
berdimensi j. Misalkan subruang seperti W C V,, dengan dim(W’() = j, telah dipilih.
Kita sekarang menambahkan sebanyak k — j vektor bebas linier vy, v,,...,v; ke W’
untuk membentuk W: v; dapat dipilih dari g"*" —g" vektor bukan di V,,, v, dapat dipilih
dari g"*"—g"*! vektor tidak dalam subruang yang direntang oleh V,, dan v, dst. Dengan
argumen yang sama seperti dalam bukti Teorema 9.1, terdapat sebanyak

(qm+n _ qM)(qm+n _ qm+l) . (qm+n _ qm+k—j—1) (94)

cara berbeda untuk menambahkan k — j vektor bebas linier ke W’.

Sekali lagi, kita harus menghitung banyaknya cara yang berbeda untuk memperluas
W’ menjadi W. Karena dim(W) = k dan dim(W’) = j, banyaknya cara yang berbeda
adalah

@ —a)g =g -4, (9.5)
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menurut argumen serupa. Oleh karena itu, banyaknya W yang berbeda diperoleh
dengan memperluas W’ adalah

(qm+n _ qm)(qmm _ qm+1) .. (qm+n _ qm+k—j—l)
0" —a)q" — g1 (" — g
_ qmqmﬂ . qm+k—j—1(qn _ 1)(qn—1 -1)--- (q”_k+j+1 -1)
qigitt - g (g = 1) = 1) (g — 1)

_ k=pem—p[ T
7 (k—]’)'
q

Karena ada sebanyak (T)q pilihan berbeda untuk W’ dan sebarang dua di antaranya

membangun W yang berbeda, kita mendapatkan persamaan

(m I—: ”)q _ Zk" q<k—j><m—j>(”]?)q(k ﬁ ]_)q, (9.6)

j=0
yang merupakan analog-q dari (9.3). o
Contoh 9.2 Ingat kembali dari (6.4) ekspansi Taylor-q dari f(x) = x" sekitar x = 1:

X' = Z (7) (x — 1)2.
j=0 q

Seperti yang disebutkan sebelumnya, sekarang kita akan membuktikan ekspansi ini
lagi menggunakan argumen kombinatorial. Strategi kita adalah untuk menunjukkan
bahwa persamaan berlaku jika x = g™, dimana m adalah bilangan bulat positif. Karena
kedua sisi persamaan adalah polinomial, kesamaan di banyak titik yang tak terhingga
menjamin kesamaan di semua titik. (Jika f, ¢ adalah polinomial dan f(x) = g(x) untuk
sebanyak tak terhingga nilai dari x, maka polinomial i(x) = f(x)—g(x) memiliki sebanyak
takhingga nilai nol, yang hanya mungkin jika # sama dengan nol.)

Misalkan 1, m bilangan bulat positif dan S adalah himpunan dari semua transformasi
linier dari A = ]FZ; ke B = ]FZ1 Misalkan {ey, ...,e,} adalah suatu basis dari A. Karena,
diberikan sebarang T € S, T(ex) dapat berupa salah satu q" vektor di B, untuk setiap
1 < k £ n dan dengan basis tersebut secara tunggal menentukan T. Jadi banyaknya
elemen |S| dari S adalah (g™)", yang merupakan ruas kiri (6.4) ketika x = 4. Di sisi lain,
kita bisa menulis

S| = Z(banyaknya elemen-elemen di S yang mempunyai rank sama dengan j).
j=0
Kita ingin menunjukkan bahwa penjumlahan ke-j adalah (7):7 (" - 1),;. Perhatikan bahwa

rank dari T tidak boleh lebih besar dari m, yang sesuai dengan fakta bahwa (" — 1)£ =0
jika j > m. Jadi, kita hanya mempertimbangkan j < m.
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36 Koefisien Binomial-q dan Aljabar Linier atas Lapangan Berhingga..

Di sini kita menggunakan beberapa fakta tentang transformasi linier. Bahwa T
memiliki rank j berarti bahwa W = T(A) C B adalah suatu subruang berdimensi-j, dan
A dapat didekomposisi sebagai jumlah langsung dari dua subruang, A = V@K, dimana
dim(V) = j dan dim(K) = n — j, sehingga T memetakan V ke W dengan cara satu-satu
dan K = {v € A|T(v) = 0}. Dengan kata lain, setiap vektor di A dapat direpresentasikan
sebagai penjumlahan secara tunggal dari dua vektor di V dan K. Untuk melihat mengapa
dekomposisi seperti itu dimungkinkan, pilih vektor basis uy,...,u; di A dan karena
T : V — W satu-satu, maka vektor T(u;), i = 1,2, ..., j membentuk suatu basis untuk W.
Misalkan V adalah Untuk sebarang v € A, maka T(v) € W. Karena T(u;), i = 1,2,...,j

j j
adalah basis dari W, maka T(v) = ). 4;T(u;) untuk beberapa a; € IF,. Misalkan v’ = } a;u;.
i=1 i=1
Maka, v’ € V dan

j i j j
T(v—v') = T(0) = T(') = ) aT(w) = T()  ams) = ) aTw) = Y aT(w;) =0;
i=1 i=1 i=1 i=1

jadi v — v" € K. Jelas bahwa K adalah suatu subruang dari A (sebab K = ker(T)) begitu
juga V sebab (T(V) = W = Im(T)). Sehingga didapat, sebarang v = v’ + (v — v') dengan
v' € Vdanv—v € K. Karena T(V) = W dan baik V dan W berisi sebanyak ¢/ vektor
dan T adalah satu-satu pada V, dengan demikian v’ adalah satu-satunya vektor di V'
sedemikian sehingga T(v) = T(v"), menyiratkan ketunggalan dekomposisi.

Dari perspektif lain, kita dapat menentukan T dengan memilih subruang V C A dan
W c Bdan T(V) = W. Dengan Teorema 9.1, banyaknya pilihan untuk V dan W adalah
(';)q(";)‘7 Sekarang, anggaplah V dan W diberikan, dan misalkan {u;, ..., u;} adalah suatu

basis dari V. Mengingat bahwa T adalah satu-satu, kita tahu bahwa T(u;) dapat berupa
salah satu dari g/?1 vektor tak-nol di W, T(u) dapat berupa salah satu dari g/ — j vektor
tak-nol di W tidak dalam bentangan T(u;), T(u3) dapat berupa salah satu dari g/ — ¢*
vektor tak-nol di W bukan dalam bentangan T(u;) dan T(u;), dan seterusnya. Oleh
karena itu, ada sebanyak (g/ — 1)(¢/ — 9)(¢/ — g/™!) cara untuk memetakan V ke W secara
bijektif. Oleh karena itu, banyaknya elemen di S yang mempunyai rank j adalah:

j-1 1 e j-1
n\ (m L n g -1 i i
() Tl = = () 1= Tl -
q q i=0 q i=0 i=0
j-1
n .
- ] H(qm _ ql)
g icy
n .
= |.]@" -1,
g L
sebagaimana yang diinginkan. ®

Teorema 9.1 juga memberi tahu kita bahwa jumlah total subruang dari ruang vektor
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IFy diberikan oleh
= (n
Gy = ( ) , 9.7)
; 14
yang disebut bilangan Galois ke-n. Jika koefisien binomial-q diganti dengan yang
biasa, jumlahnya tepat 2". Namun, kasus kalkulus-g tidak semudah menghitung secara

eksplisit. Sebaliknya, bilangan Galois dapat dihitung secara rekursif, seperti yang
ditunjukkan oleh Goldman dan Rota.

Proposisi 9.1 Bilangan Galois memenubhi relasi rekursif berikut:
Gu1 =2G, + (@' = 1)G,—1, (9.8)
dengan Gp =1,G; = 2.

Bukti
Misalkan P,(x) = (x — 1);. Trik yang akan kita gunakan adalah dengan mendefinisikan
suatu fungsi linier L pada ruang polinomial sedemikian rupa

L(Py(x)) =1, (9.9)

untuk sebarang bilangan bulat tak-negatif n. Fungsi linier seperti itu ada karena poli-
nomial (x — a); "bebas linier" (untuk n yang berbeda satu dengan lainnya). Jika kita
menerapkan L ke kedua sisi (6.4), kita punya

n

Ly =Y (?‘) L(P;(x)) = Z (’;) - G,. (9.10)
q q

j=0 j=0
Untuk mengeksploitasi sifat linier L, perhatikan bahwa

Pn+1(x) = (x - EI")Pn(x) = xpn(x) - ann(x)/

maka
LGPu() = (P (¥)) + 4"LPA(x)) = 1+ 4" 9.11)
Di sisi lain, dari D,(P,(x)) = [n],P,-1(x), kita punya
1+4" =2L(P,(x)) + (9 — 1)L(Dy(P,(x))) (9.12)
Menyamakan (9.11) dan (9.12), kita dapatkan
L(xPy(x)) = 2L(Py(x)) + (7 — DL(Dy(Py(x))), (9.13)

yang benar untuk setiap n > 0. Karena sebarang polinomial dapat diekspresikan sebagai
kombinasi linier dari P,(x), kita dapat mengganti P, (x) dalam (9.13) dengan sebarang
polinomial. Secara khusus, jika kita menggantinya dengan x", kita dapatkan

L(x"™") 2L(x") + (g = DL([n]x" ™)
= 2L(x") + (g" = DL("™).
Menurut (9.10), ini membuktikan (9.7). @
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38 Koefisien Binomial-q dan Aljabar Linier atas Lapangan Berhingga..

Selanjutnya jika kita memilih fungsi linier lain L” sehingga L'P,(x) = t". Kita dapat
memperoleh rumus rekursif berikut dengan cara yang sama:

L'(x™) = (t + DL (x") + Hg" = 1)L/ (x"71).
Berikutnya, kita definisikan barisan
-1
j=0 \//q
polinomial dalam ¢. Kita mempunyai f,(t) = L'(x") dan dengan demikian
fun(t) = (¢ + Df(t) + (q" = Ditfua(t), n> 1.

Perhatikan bahwa G, = f,(1) dan mensubstitusikan t = 1 pada persamaan di atas
menghasilkan Proposisi 9.1. Jika t = —1, relasi rekursif menjadi sederhana:

foa(=1) =1 =q") fua(=1), n21.

Karena fy(-1) = 1 dan ;(-1) = 0, kita mempunyai

2m
Z(—l)f(z’.”) = (1= @A - ") (1), 9.14)
Py I /g
dan 2m+1
Z(—l)"(szr 1) =0, (9.15)
=0 I/

untuk setiap m < 0. Kedua Persamaan (9.14) dan (9.15) ini pertama kali ditemukan oleh
Gauss. Bukti sekarang adalah karena Goldman dan Rota.
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. 10

Rumus Taylor-g untuk Deret Pangkat
Formal dan Rumus Binomial Heine

Kita sekarang mulai menerapkan apa yang telah kita pelajari sejauh ini, terutama rumus
Taylor-q (6.1), untuk mempelajari persamaan yang melibatkan jumlah dan produk tak-
hingga. Untuk melakukan ini, pertama-tama kita harus menyatakan bahwa rumus
Taylor umum (4.2) disekitar a = 0, dan karenanya rumus Taylor-q (6.1) disekitar ¢ = 0,
berlaku tidak hanya untuk polinomial, tetapi juga untuk Deret pangkat formal. Bentuk
suatu deret pangkat formal berikut

[o¢]

fx) = Z Xt

k=0

dapat dianggap sebagai polinomial dengan derajat tak hingga. Ini "formal" karena
seringkali kita tidak khawatir tentang apakah deret tersebut konvergen atau tidak, dan
kita dapat mengoperasikan (misalnya, mendifferensialkan) deret tersebut secara formal.
Kita harus mengasumsikan 2 dan ¢ adalah nol untuk menghindari masalah divergensi.
Tentu saja, f(0) = cp menurut definisi.

Turunan-g dari deret pangkat formal f(x) tentu saja adalah D,f(x) = i [k],crx®2.
k=0

Oleh karena itu kita punya
[Klytex = (Dyf(x))(0)

Ini mengikuti, khususnya, jika dua deret pangkat formal konvergen di beberapa sekitar
0 ke fungsi yang sama, maka mereka sama.

Teorema 10.1 Misalkan D adalah operator linier pada ruang deret pangkat formal dan
{Po(x), P1(x), Po(x), ...} adalah deret polinomial sedemikian rupa sehingga tiga kondisi
dalam Teorema 4.1 terpenuhi untuk a = 0. Maka, sebarang deret pangkat formal f(x)
dapat diekspresikan sebagai deret Taylor umum (4.2) di sekitar x = 0.
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40 Rumus Taylor-q untuk Deret Pangkat Formal dan Rumus Binomial Heine..

Bukti

Mudah untuk melihat dengan induksi pada n bahwa dalam kasus a = 0, tiga kondisi
Teorema 4.1 menyatakan bahwa P, (x) = a*x*, di mana 4* adalah bilangan tak-nol. Oleh
karena itu untuk setiap deret pangkat formal f(x), kita punya

[Se]

f) =Y ciPi),

j=0

untuk beberapa konstanta c¢;. Menerapkan D sebanyak k kali dan meletakkan x = 0
menghasilkan ¢, = (D*£)(0), yang melengkapi pembuktian. o

Kesimpulan 10.1 Setiap deret pangkat formal f(x) dapat dinyatakan sebagai deret
Taylor-g (6.1) disekitar x = 0. [ ]

Contoh 10.1 Pertimbangkan fungsi f(x) = 1/(1 — x);. Menggunakan pembagian pan-
jang, kita dapat melihatbahwa f(x) adalah deret pangkat formal. Mari kita mengekspan-
sikan f(x) menggunakan rumus Taylor-g di sekitar x = 0. Dari (5.13), kita punya

1 [1],

A= (1=

D,f(x)=D

dan, dengan induksi didapat,
nlgn+1],---[n+j-1],

(1-x)"

D}f(x) = [

Oleh karena itu, (D,;f)(O) = [n]y[n + 1];---[n + j — 1], untuk sebarang j > 1, dan dengan
demikian,

1 o
= cix!
1-x)y Z /

j=0
i(Déf(x))(O) ].
= X
= L/]!
= (Djf())O)

= 1+) il Hq[.jjq.![n timthy, (10.1)

j=1

=

yang merupakan analog-q dari ekspansi Taylor dari f(x) = 1/(1 — x); dalam kalkulus
biasa. Rumus (10.1) disebut rumus binomial Heine. o
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Dua Persamaan Euler dan Dua Fungsi
Eksponensial-g

Sekarang kita punya dua rumus binomial, yaitu rumus binomial Gauss (7.5) (dengan x
dan a diganti masing-masing dengan 1 dan x)

A+a=Y qﬂf-l)/z(Tf) Xl (11.1)
q

=0 J

dan rumus binomial Heine (10.1)

1 _ = [n]n+1],---[n+j-1], ;
-0 2, ! -

Bagaimana jika n — oo di kedua rumus (11.1) dan (11.2)? Dalam kalkulus biasa, yaitu
g = 1, jawabannya tidak terlalu menarik. Ini bisa besar tak terhingga atau kecil tak
terhingga, bergantung pada nilai x. Namun, ini berbeda dalam kalkulus kuantum,
karena, misalnya, ketika |g| < 1, hasilkali tak hingga

1+ x);’ =1 +x)(1+gx)(1+ qzx) ...

(11.2)
=0

konvergen ke beberapa limit yang berhingga. Selain itu, jika kita menganggap |g| < 1,
kita punya
1-4"

%i_x)g[n]q = %1_1)2 =g = %_q (11.3)
dan )
-~ (n) iy A= (g
oo \jf moe (L=g)1 =) (1-¢q)
Jadi
. [n 1
i’lll—>r£lo(j)q B 1-qA-g)---(1—-gi) (11.4)
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42 Dua Persamaan Euler dan Dua Fungsi Eksponensial-g..

Jadi, analog-q dari bilangan bulat dan koefisien binomial berperilaku sangat berbeda
jika n sangat besar dibandingkan dengan padanan yang biasanya.

Jika kita menerapkan (11.3) dan (11.4) ke rumus binomial Gauss dan Heine, kita
memperoleh, jika n — oo, dua persamaan deret pangkat formal dalam x (dengan asumsi
bahwa |g| < 1):

1 % Y jG-1/2 x) ' 11.
ey = A (o)

dan '
x/

1
(1-x7 ‘;u—q)a—q%ma—qn'

(11.6)

Kedua persamaan (11.5) dan (11.6) menghubungkan produk tak hingga dengan jumlah
tak hingga. Mereka tidak memiliki analogi klasik sebab setiap suku dalam penjumlahan
tidak memiliki arti bila ¢ = 1. Menariknya, kedua persamaan tersebut ditemukan oleh
Euler, yang hidup sebelum Gauss dan Heine. Kita akan menamakan (11.5) dan (11.6)
masing-masing persamaan pertama dan kedua Euler, atau E1 dan E2.

Kita bahas E2 lebih dekat. Perhatikan hal berikut ini

e (&)
Z(l q)(1 - 2) -(1-¢/) B Zl.(l—qz “'(1—11/')
= ()
_ Z K (11.7)

Z ’;—'] (11.8)

Definisi 11.1 Suatu analog-g dari fungsi eksponensial klasik ¢* didefinisikan oleh

=) xj
=Y. o (11.9)
=0 ] q°
Maka, dari (11.6) dan (11.7), kita langsung mempunyai
_ 1
x/(1-q)
e =—), 11.10
1 (1-x)p ( )
atau 1
e = 11.11
1T Aoy (A0
@
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Secara analogi, kita dapat mendefinisikan fungsi eksponensial-g lainnya menggunakan
ElL

Definisi 11.2 Analog-g lain dari fungsi eksponensial klasik didefinisikan oleh

[Se]

EY = Z g/ []?C] =1-(1-qu. @ (11.12)

j=0 7

Selanjutnya, kita pelajari beberapa sifat dari dua fungsi eksponensial-g. Fungsi ekspo-
nensial klasik tidak berubah bila dilakukan diferensial. Kedua analog-q nya memiliki
perilaku yang serupa. Sebab

[Se]

. © D.x/ [1].x1 j-1 © .
quq:Z#]qx! Z]qx Z]il]q Z[]]q!:eq’

j=1 j=1

dan

D.E* = JG— 1)/2
q=q Zq []]q
= Z q](]_l)/z []]q

P [71!
_ Zq(] D220 X
] - 1111

_ -0 8%
Z 9 [71!

=0
X

Il
iyl
D

sehingga kita mempunyai

Dyef =¢f dan D,Ef=EF. (11.13)

Perhatikan bahwa turunan dari E}; bukan dirinya sendiri. Hasil dalam (11.13) juga
dapat diperoleh dengan memberikan n — oo pada

b 1 (1 - g)lnl,
M- -o; 1-1- DO+

dan

Dy(1 = (1 =)y = (1 - )n]y1 - 1 - o)~

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



44 Dua Persamaan Euler dan Dua Fungsi Eksponensial-g..

Bagaimana dengan ele)? Secara umum, ele} # ¢;"’. Tetapi sifat aditif dari eksponen-
sial berlaku jika x dan ¥ memenubhi relasi komutatif yang disebutkan dalam Bab 7, yaitu,
yx = gxy. Untuk melihat ini, pertimbangkan

i:ﬁ][i%}

ee

= =

<%
Il

e
~.

I

‘N

I—l
&

0
Z [] k] Ly,
[1g! Tkt [+ kg

k=0

2

]

I
o

Jika kita mengubah variabel dari j dan k menjadi j dan n = j + k, maka untuk nilai n
tertentu, j berjalan dari 0 ke n. Menggunakan Teorema 7.1, kita mempunyai

v\ N [ -n_.L_‘x’(x+y)”
e"eg‘nz_o[;(j)f]y J] ol T

Oleh karena itu, kita mempunyai

X+y

e;=¢,’ bila yx=qxy. (11.14)

X
€

Karena relasi komutatif, x dan y tidak simetris, eqy eX+ ef;eqy .
Juga, dua fungsi eksponensial-g terkait erat. Dari (11.11) dan (11.12), kita melihat itu

eE =1, (11.15)

dan, menggunakan (11.5) dan (11.6) juga, kita memperoleh

o (1-1/9)x
el/q = ;(1—1/11)(1—1/(12)(1_1/‘1])

- i g/i-D12 (1—q)x
=0 1-9d-3)---1-g)

dan dengan demikian
ey, = Eg- (11.16)

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



.12

Fungsi Trigonometri-g

Analog-g dari fungsi sinus dan kosinus dapat didefinisikan dalam analogi dengan ek-
spresi Euler mereka yang terkenal dalam hal fungsi eksponensial.

Definisi 12.1 Fungsi-fungsi Trigonometri-q adalah:

ix _ e—ix Eix _ E—ix
sin, (x) = — T T, Siny(x) = % (12.1)
dan e;x + e{;ix E;x + E{;ix
cos,(x) = B Cos,(x) = — ® (12.2)

Dari (11.16) kita mendapatkan Sin,(x) = sin;/,(x) dan Cos,x = cos;/,(x). Juga, menggu-
nakan (11.15), kita mendapatkan

ez’inx + e;ixE{;ix +2

cos, xCos,(x) = 71 1
dan iXpix 4 ,-ix poix
sin, xSin,(x) = _eq Byt ez 2
Oleh karena itu, kita mempunyai
cos,(x)Cos,(x) + sing(x)Sin(x) = 1, (12.3)

yang merupakan analog-q dari persamaan sin’(x) + cos*(x) = 1. Pembaca diajak untuk
mencoba menemukan analog-g dari rumus trigonometri lainnya.

Untuk mencari turunan dari fungsi trigonometri-g, kita menerapkan aturan rantai
(3.15), di mana u(x) = ix, dan gunakan (11.13). Maka, kita mendapatkan

D, siny(x) = cos,(x), D,Sin(x) = Cos(x) (12.4)
dan

D, cos,(x) = —sing(x), D,;Cos(x) = —Sin(x). (12.5)
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46 Fungsi Trigonometri-q..
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Persamaan Produk Rangkap Tiga Jacobi

Kita ingat bahwa dua persamaan Euler, (11.5) dan (11.6), menghubungkan hasilkali
tak hingga dan jumlah tak hingga. Dalam bab ini, kita akan menggunakannya untuk
membuktikan persamaan penting yang pertama kali ditemukan oleh Jacobi. Beberapa
aplikasi menarik dari persamaan ini dalam teori bilangan akan dieksplorasi dalam bab
selanjutnya.

Teorema 13.1 Bila |g| < 1, kita mempunyai
Y gt =T [a-a)a+ 2+ gz (13.1)
n=—00 n=1

yang dinamakan persamaan produk rangkap tiga Jacobi.

Bukti
Kita mulai dengan E1

qj(j_l)/zxj

1+4"x) = —. 13.
[a+m=2aa-m—a-n (152

n=0

Jika kita mengganti g dengan 4%, dan kemudian x dengan zg, kita dapatkan

o0 i b jzzj
1 + 2n—1Z — 1 + 211+lZ — q —.
g( q ) g( q ) ]Z:(; 1 -1 —g% - (1 - g?)

Hasil kali pada penyebut setiap penjumlahan dapat dihilangkan dengan mengalikan
kedua sisi dengan

[Ta-a.

n=1
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48 Persamaan Produk Rangkap Tiga Jacobi..

memberikan .
[Ta-aa+g2) = Z (‘7’ 2 H(l )| (13.3)
n=1 j=—o0

Perhatikan bahwa penjumlahan di sebelah kanan sekarang dimulai dari —co, bukan nol.
Jumlahnya tidak berubah karena (1 —¢?"*%*2) = 0 untuk beberapa n > 0jika j negatif. Di
sisi lain, kita menggunakan (13.2) lagi, mengganti indeks j dengan k, g4 dengan ¢, dan
kemudian x dengan —¢**?, untuk mendapatkan

(_ l)quz +2kj+k

- 1-— 2n+2j+2y _ . .
o= e—pa—m—a=m

Substitusikan ini ke dalam (13.3) menghasilkan

o0

B (—l)kq(j+k)2+kzj
1— 2n 1+ 2n lZ
[la-masra = VY apa-m—a-m

- @) 2 (-qz")
Ll pa-poapy 89

j=—00 k=0

i gk
?TMg

dimana baris terakhir diperoleh dengan menggeser indeks j ke j — k. Sekarang kita
menggunakan E2 dengan g diganti dengan ¢*> dan kemudian x dengan —gz™! untuk
mendapatkan

1_[ Z ( qZ_l)k

L4 (1 +_q2n 1Z 1) (1 qZ)(l __q4)...(1 __qZk)

Oleh karena itu, dari (13.4) dan (13.5), kita mempunyai

ﬁ(l - E/Z”)(l + qzn ! i (q] 2 ﬁ 1+ an 1z-1y )

n=1 n=-1

(13.5)

yang ekivalen dengan (13.1). @
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Fungsi Partisi Klasik dan Rumus Produk
Euler

Dengan berbagai substitusi g dan z, persamaan produk rangkap tiga Jacobi memberikan
banyak hasil yang menarik. Misalnya, jika kita memasukkan g = g*? dan kemudian
z = —q ' ke (13.1), kita dapatkan

Y g =TJa-ea-gda-gh=la-¢ a4
n=1 n=1

nez

yang disebut rumus produk Euler. Kita membuktikan bahwa itu berlaku ketika |g| < 1.
Oleh karena itu, ia juga berlaku sebagai persamaan deret pangkat formal dalam g (lihat
Bab 10). Rumusnya juga dapat ditulis menggunakan perkalian Euler

P(q) = H(l -q"),
n=1

sebagai
P(g) = 1_[(—1)” (14.2)
nez
dengan
3n? —n
e == (14.3)

disebut bilangan pentagonal. Pembaca didorong untuk mengalikan beberapa faktor
pertama dari perkalian Euler untuk menemukan fakta yang menakjubkan bahwa me-
mang koefisien ke-e¢, adalah (—1)" dan semua koefisien lainnya adalah nol.

Definisi 14.1 Fungsi partisi klasik p(n) didefinisikan pada himpunan bilangan bulat
dengan p(n) untuk n > 0 adalah banyaknya cara untuk mempartisi n menjadi jumlah
bilangan bulat positif (tidak menghitung urutan penjumlahan). Bilan < 0, makap(n) = 0
dan p(0) = 1. [
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50 Fungsi Partisi Klasik dan Rumus Produk Euler..

Misalnya, p(1) = 1 karena satu-satunya cara untuk menuliskan 1 sebagai penjumla-
han adalah1=1;p(2) =2sebab2 =2dan2=1+1;p(3) =3sebab3=3,3=2+1dan
3=1+1+1;p4)=5sebab4=4,4=3+1,4=2+2,4=2+1+1dan4=1+1+1+1,
dan seterusnya. Pertumbuhan lambat p(n) untuk nilai kecil # ini menipu, karena pada
kenyataannya, kita tahu itu

\2n/3

e untuk n — oo.

(n) ~ —=
3 4+/3n
Jadi waktu yang dibutuhkan untuk menghitung semua partisi di n tumbuh secara

eksponensial dengan meningkatnya .
Proposisi berikut menunjukkan bagaimana ¢(g) terkait dengan partisi bilangan bulat.

Proposisi 14.1 Kita memiliki persamaan deret pangkat formal berikut dalam g:

(p%]) = Z(; pim". (14.4)

Bukti
Argumen dikenal ini akan sering digunakan di bagian Bab selanjutnya. Dengan asumsi
bahwa |g| < 1 dan menggunakan ekspansi deret geometris, kita dapatkan
1 1
o) A=) =g)1 )
= l+g+@+q@+)A+g+q" +3°+- )1+ +q°+g"+--+)---.

Perhatikan bahwa pangkat dari g dalam faktor ke-n adalah kelipatan bilangan bulat
nonnegatif dari n. Jika kita mengembangkan hasil kali di sisi kanan menjadi deret
pangkat, setiap suku akan dalam bentuk

2ny 3n3 ... 1nq+2ny+3n3+--+

q"q7"q =q

dimana n; adalah semuanya bilangan bulat nonnegatif. Suatu suku g" diperoleh jika
n = 1ny +2n, +3n3 + - - -, untuk beberapa n;, dan setiap suku g" sesuai dengan cara untuk
menyatakan n sebagai jumlah bilangan bulat positif, yaitu jumlah dari 11, 2n,, 313 dan
seterusnya. Juga, cara lain untuk mempartisi n akan menyumbangkan satu suku g"
baru. Oleh karena itu, koefisien 4", atau jumlah suku 4", adalah banyaknya cara untuk
mempartisi n menjadi jumlah bilangan bulat positif. @

Dengan interpretasi ¢(q) di atas, kita dapat menerapkan persamaan produk Eu-
ler untuk mendapatkan hubungan antara bilangan p(n). Relasi ini dinyatakan dalam
teorema berikut.

Teorema 14.1 Untuk sebarang bilangan bulat positif n kita miliki

p(n) =p(n—e)+pn—e1)—pn—e)-—pn-esy)+pn—e)+pmn-es)—---, (14.5)
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dengan e, adalah bilangan pentagonal yang ditentukan oleh (14.3).

Bukti
Menggunakan (14.2) dan (14.4), kita mempunyai

1= [Z(—l)"q"f] (Z P(k)qu : (14.6)

jeZ keZ.

Ketika kita mengekspansikan produk, kita mendapatkan suatu suku (-1)/p(k)q" jika
n = e; + k untuk beberapa bilangan bulat j dan k. Oleh karena itu, untuk n > 0, saat
menyamakan koefisien di kedua sisi kita akan mendapatkan

0=p(n—e)—p—e)—pn—e_1)+pn—e)+pn—e,)—pn—e)—pn-es)+---, (14.7)
Karena ¢; = 0, maka pembuktiannya lengkap. @

Rumus (14.5) adalah rumus rekursif yang sangat mudah digunakan untuk kalkulasi
cepat p(n). Misalnya,

p(5) =p#)+p@B)-p(0)=5+3-1=7,

p(6) = p(5) + p(4) —p(1) =11,

dan yang lainnya. Waktu yang dibutuhkan untuk mengevaluasi p(n) menggunakan
rumus (14.5) tumbuh lebih lambat dari 1, yang, tentu saja, jauh lebih sedikit dari yang
dibutuhkan untuk menghitung semua partisi dari n.

Seperti yang ditunjukkan oleh namanya, bilangan pentagonal e, memiliki arti geo-
metris. Hal tersebut dijelaskan pada gambar berikut:

o)

pentagon yang mirip satu sama lain dapat digambar dengan menggabungkan sim-
pul ke-n pada setiap sinar. Jumlah simpul yang diapit oleh pentagon yang dihitung
pada tepinya) adalah bilangan pentagonal. Misalnya, segi lima nontrivial pertama mel-
ingkupi e, = 5 simpul dan yang kedua e; = 12 simpul. Rumus umum e, di bawah
interpretasi ini dapat dengan mudah dibuktikan dengan induksi menjadi (14.3).

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



52 Fungsi Partisi Klasik dan Rumus Produk Euler..

Sekarang kita memiliki bilangan pentagonal, kita dapat mendefinisikan bilangan
m-gonal untuk m > 3 dengan cara yang sama. Dua jenis bilangan poligonal yang paling
umum adalah bilangan segitiga,

nn+1)
Ay = ’
2

dan tentu saja, bilangan persegi,
0, = n’.

Secara umum, kita dapat menyimpulkan secara geometris rumus untuk bilangan m-
gonal ke-n:

- 2n— 4
mn:(m—Z)An_1+n:n(mn Z mr ).

Persamaan untuk bilangan segitiga dan persegi yang mirip dengan rumus perkalian
Euler juga dapat diturunkan dari persamaan produk rangkap tiga Jacobi. Kedua per-
samaan yang diberikan di bawah ini ditemukan oleh Gauss (sebelum Jacobi menemukan
persamaan produk rangkap tiga Jacobi).

Proposisi 14.2

Yo -] — (148)

Bukti
Substitusi g dan z dengan ¢'/? di (13.1). Kita mendapatkan

L

[Ja-aa+ga+q
n=1

2] [a-ga+q.
n=1

Perhatikan bahwa A, = A_,_; dan jumlah dari n = 0 sampai co sama dengan darin = -1
sampai ke —co. Oleh karena itu, kita mempunyai

qu — H(l _ an)(l + qn) (149)
n=0 n=1
Karena
- n_oo(l_qzn)_oo 1
g(l = L=y H (1 - g1y (14.10)

dengan demikian hasil yang diinginkan diperoleh. @
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Proposisi 14.3

Y (- = H : +q (14.11)

nez

Bukti
Substitusi z = =1 di (13.1). Kita mendapatkan

o0

Z qm, — (1 _ an)(l _ qzn—l)(l _ an—l)
nez n=1

— _(1 _ qn)(l _ an—l)
n=1

._.1_qn
L1+gv

n=1

di mana kami telah menggunakan (14.10) dalam persamaan terakhir. [

Persamaan (14.8) dan (14.11) akan berguna nantinya ketika kita mempelajari pem-
bagian bilangan bulat sebagai penjumlahan bilangan segitiga atau bilangan persegi.

Sebelum melanjutkan, makna kombinatorial dari (14.10) patut mendapat perhatian.
Produk di sebelah kiri (14.10) adalah

=g -g)A =)

Suatu suku g" muncul dalam ekspansijikan = a;+a,+az +- - -, dimana a; berbeda. Meng-
gunakan argumen serupa dalam bukti Proposisi 14.1, koefisien g" adalah banyaknya cara
untuk menuliskan 7 sebagai jumlah dari bilangan bulat positif yang berbeda. Di sisi
lain, produk di sisi kanan adalah

A+g+@+@+ )1+ +g°+g+-- )1+ +q° +g° +---)--.

Setiap suku g" sesuai dengan cara mengekspresikan n sebagai jumlah dari bilangan
ganjil. Oleh karena itu, (14.10) menyiratkan bahwa banyaknya cara untuk mempartisi n
menjadibilangan positif berbeda adalah sama dengan banyaknya cara untuk mempartisi
n menjadi bilangan ganjil.

Untuk menyimpulkan bab ini, kita menyela secara singkat diskusi kita tentang
kalkulus-g dengan memperkenalkan fungsi penting dalam teori bilangan yang memiliki
relasi rekursif yang sama dengan p(n) pada (14.5).

Teorema 14.2 Untuk sebarang bilangan bulat tak-nol 1, didefinisikan fungsi

d(n) =

]umlah pembagi positif darin, n>0
n <0.
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Maka untuk n > 0, kita mempunyai
dn)=dn—e)+dn—e)—dn—e)—dn—ep)+---,

dimana kita mengambil d(0) = 7 jika ia masuk ke ruas kanan.

Bukti
Definisikan fungsi pembangkit

D(g) = ) d(m)q".
n=1

Dengan mengganti urutan penjumlahan, kita mempunyai

> Y g

n=1 min

- LY

m=1 min

= iZm(qm+q2’”+q3’”+---)

m=1 m|n

- ZZ 1mq

mlmln

D(9)

_qd_q [T (1 =g™)
[T —gm) 7

atau p
D(g)p(q) = —qd—qw(q)-

Dengan menggunakan (14.2), kita mempunyai

[Zd(;)q]][Z( 1t fk]-Z( 1) e,

kezZ meZz.
Dengan membandingkan koefisien 4" di kedua sisi, kita mempunyai

Z( 1ed(n - {( 1)"*le,, bilan = e, untuk beberapam € Z

= 0, yang lainnya,

(14.12)
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hal ini sama dengan (14.12), karena j = n — ¢x > 1 dan d(n) didefinisikan sebagai nol
untuk sebarang n negatif. @
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Fungsi Hipergeometrik-g dan Rumus
Heine

Untuk studi lebih lanjut tentang jumlah tak hingga dan produk tak hingga, kita in-
gin memperkenalkan deret hipergeometrik. Deret hipergeometrik klasik didefinisikan
sebagai berikut.

Definisi 15.1 F(x) adalah suatu deret hipergeometrik bila

F(x) = Z cux", (15.1)
n=0
dimana c
Z” =R(n), ¢=1, (15.2)

n

dan R adalah fungsi rasional yang penyebutnya tidak nol. ®
Jika R(t) diberikan, koefisien c, segera dapat ditentukan:
cn = R(OO)R(1)R(2)---R(n - 1).

Misalnya, jika R(t) = 1, maka ¢, = 1 untuk semua n, dan F(x) adalah suatu deret
geometrik. Mengubah skala ¢ jika perlu, kita dapat memfaktorkan R(t) ke dalam bentuk
berikut, hingga faktor konstan:

3 (t+a)(t+ay)---(t+a,)
R(t) = (t+ D)t +Dby)---(t+bs)(t+ 1)

(15.3)

dengan a; # b;, dan b; bukan bilangan bulat tak-positif, untuk semual <i<r 1 <j<s.
Suatu notasi yang diperkenalkan oleh Gauss merangkum informasi penting dari
deret hipergeometrik umum> Bila F(x) seperti yang didefinisikan oleh (15.1) dan (15.2),
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58 Fungsi Hipergeometrik-q dan Rumus Heine..

dan R(t) memiliki bentuk (15.3), kita menulis

ay,ap, ..., 4
x|, (15.4)
bl/bZI"'/bs

F(x) = ,F;

yang, bila diungkapkan secara eksplisit, adalah

1+i{al(m+1)---(a1+n—1)}---{ar(ar+1)---(ar+n—1)}x”

——) biby +1)--- (b1 +n—=1)}---{bs(as +1)---(as + n — 1)} PR (15.5)
Contohnya, )
oFo[X]=1+Z§ _
dan "

(e}

:1+Za(a+1)---(a+n—1)xn_ 1

n! (1 =x)

a
1Fo ;X

Jadi, deret hipergeometrik adalah jenis deret umum, sedangkan beberapa deret, seperti
deret geometris, binomial, dan eksponensial, merupakan kasus khusus.
Analog-q dari deret hipergeometrik pertama kali diperkenalkan oleh Heine.

n=1

Definisi 15.2 ®(x) adalah deret hipergeometrik-g jika

O(x) = Z cnx", (15.6)
n=0
dimana c
Z“ =R(G"), co=1, (15.7)

dan R(t) adalah fungsi rasional yang penyebutnya tidak nol pada t = ¢q,4?, .. ..
Demikian pula, untuk n > 1 kita memiliki,

¢ = RODR() - R(g"™). (15.8)
Dengan konvensi, fungsi rasional R dianggap dalam bentuk yang sedikit berbeda:

(@ =t (@, —t7)

R(t) = . 15.
R R B Ay PR 159
Di sini, 4; # bj dan setiap b; bukan salah satu dari 1,47%,472, .. .. Maka, karena
n—1 n-1
H(ﬂ — q_]) = _q_](l — q]a) = (_1)ﬂq—ﬂ(n—1)/2(1 _ a)g/ (1510)
iy 0
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kita mempunyai

s—r+1 (1 - al)g e (1 - ar)g 1

n = {(=1)"g"D2 : 15.11
e B SR S
Deret hipergeometrik-g juga memiliki notasi yang mirip dengan (15.4)
ay,az, ..., 04
D(x) = ,D; x| @ (15.12)
bl/bZI"'/bS
Misalnya, dari (11.5), (11.6), (11.10) dan (11.12) kita memiliki
Do| x| =Y EVTT (g 2 e 15.13
00 4 X = (1_qnx_( X)q— q ( . )
- n=0 q
dan
@l g x| = i Lo L _ g (15.14)
_ - “a-xy
Sekarang mari kita periksa deret hipergeometrik-g paling sederhana berikutnya, yaitu,
= (1-a)
Dyla;g;x] =1+ X", 15.15
ok ; (1 - q)q ( )
a
Di sini kita menulis D, ;q; x| sebagai 1®p[a; ¢; x] untuk kesederhanaan. Jika a = qN ,
di mana N adalah bilangan bulat positif, kita memiliki
- (L—gY) A =g
Do[gN;q;x] = 1+ x"
T L (1 —q)-(L—g D)
_ = [N]---[N+n-1] ,
= 1+ ; ]! x".
Menurut rumus binomial Heine (10.1), kita memiliki
1Dl q;x] = (15.16)

(1-x)N

Hasil ini menginspirasi kita dengan teorema berikut.
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60 Fungsi Hipergeometrik-q dan Rumus Heine..

Teorema 15.1 Untuk setiap 4, kita memiliki rumus Heine berikut:

1DPola; q; x] = %- (15.17)
(1-x)7
Bukti
Yang pertama (15.17) benar untuk a = g", sebab
1 -gVax)® (1 —gVx)(1 - gN*y) - - 1
-7~ A-90-g)-  1-0)

menghasilkan yang sama dengan 1®y[a; ¢; x] menurut (15.16). Untuk melengkapi bukti,
kita menerapkan argumen yang sangat berguna. Sekarang, kedua sisi dalam (15.17)
dapat dinyatakan sebagai deret tak hingga dengan koefisien merupakan fungsi rasional
dari a, yaitu,

> 1 -ax)y &
ulegix] = ) 0@, g = 2 e

Kita tahu dari atas bahwa untuk setiap n,c¢, = c, pada tak-berhingga banyak nilai
berbeda dari 4, yaitu, a = ¢V , di mana N adalah bilangan bulat positif. Dengan kata
lain, ¢, — c;, adalah suatu fungsi rasional dari a dengan banyak nol tak terhingga. Fungsi
rasional seperti itu harus identik dengan nol, karena jumlah nol dari fungsi rasional
tidak dapat melebihi derajat polinomial dalam pembilangnya. Oleh karena itu, ¢, = c,
untuk setiap 1, dan pembuktiannya lengkap. @
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Lebih lanjut tentang Rumus Heine dan
Binomial Umum

Terinspirasi oleh (15.16) dan (15.17), adalah wajar untuk menggeneralisasi gagasan
binomial-g dengan cara berikut.

Definisi 16.1 Untuk sebarang bilangan «, kita mendefinisikan

(1+x)7* = (16.1)

Jelas, definisi ini bertepatan dengan yang asli yang diberikan oleh (5.4) ketika o adalah
bilangan bulat positif, dan juga dengan yang diberikan oleh (5.7) ketika a adalah bilan-
gan bulat negatif. Fakta bahwa itu adalah generalisasi yang tepat dibenarkan oleh dua
proposisi berikut, yaitu generalisasi dari Proposisi 5.2 dan persamaan (5.12).

Proposisi 16.1 Untuk sebarang dua bilangan a dan f3, kita mempunyai

(1+2021 + g% = 1 +x)5™". (16.2)

Bukti
Proposisi mengikuti langsung dari definisi, karena

T+x)7 Q+g9%%)7
(1 +g)7 (1 + g**Fx)
(1 +x)7
(1 +q*Px)p

= (1+x;"7. @

(1+0)2(1+ g% =

Proposisi 16.2 Untuk sebarang bilangan «, kita mempunyai

Dy(1 +x); = [a],(1 +gx)57". (16.3)
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62 Lebih lanjut tentang Rumus Heine dan Binomial Umum..

Bukti
Dengan menggunakan definisi, kita mempunyai
. (1+x)7
D,(1+x);) = D, (—( — qax);o)
_ ( (1 +g%)7 ~ (1+x);°) 1
(1T +g*x)  (1+g*0)7) (- Dx
(1407 A+ - (1+2)
© (A+gw)y @1
w17 1
= (1+qx)" o
= [a],(1+ qx),;“_l.
Disini kita menggunakan definisi [a], & q;:l yang diberikan oleh (5.8). Dengan
demikian terbuti proposisi. [

Proposisi 16.2 memungkinkan kita untuk menghitung deret Taylor dari (1+x)g. Dengan
menggunakan aturan rantai (3.15), kita peroleh

D)(1+x) = D) '[aly(1 +qx)2™!
= D”[al, - gla = 11,(1 +¢*0);
"
q

= D] [al, gl — 1], - la - 21,1 + *x)27

= [al;-gqla =11, ¢la = 2];---g/ a - (= DIA +¢/x); 7,
dengan demikian Dé(l + x)g|x:0 = gU2[a],-[a—1];-[a—=2];-- - [a— j+1],. Oleh karena
itu, kita memiliki
0 qj(j_1)/2[a]q Ja-1], -'[a 2] [a—j+ 1]qx7
P []q!

Z[“] HG=1)/2yf (16.4)
T

=0

(1+2)"

yang menggeneralisasikan rumus binomial Gauss (7.5).

Proposisi 16.3 Untuk sebarang bilangan «a, kita mempunyai

1\ lal
o) T e
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Bukti
Dengan menggunakan definisi derivatif-q, kita mempunyai

1 _ (1-9"%)7
D"((l—x)f;) - D"( = )

(I-¢"p  A-g07) 1
(1 —gx)y 1-x7 J@-1x
(1=3"""%)7 (1 - x) = (1 - ¢°x)

1-x)7 (q-1)x
= 1 qa — 1
(1-gu)5*t q-1
[a],

(1 - ga)a+t’
sebagaimana yang diharapkan. @

Dengan menggunakan proposisi dan induksi ini, orang dapat dengan mudah melihat

bahwa
; 1
j
Or ((1 - x)f;)

Oleh karena itu, kita memiliki ekspansi Taylor

=[a]y - [a+1];-[a+j-1],. (16.6)

x=0

X!

1 ¢ = [a]q'[a+1]q"'[a+j_1]q
1 — Xq ; [j]q!

) (1 _ qa)(l _ qa+1) .. (1 _ qa+j—1)xj
A=A =g*)--1=q)

j=0
o (4

-y Lnmhy
=0 (1_51),]7

Dengan (15.15) dan memperlakukan g sebagai a, kita memulihkan rumus Heine (15.17).
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Formula Produk Ramanujan

Dalam bab ini, kita menerapkan rumus Heine untuk membuktikan persamaan luar
biasa yang ditemukan oleh matematikawan India Ramanujan. Persamaan ini menghu-
bungkan suatu deret bilateral hipergeometrik-g dengan produk tak hingga, dan memi-
liki banyak aplikasi menarik dalam teori bilangan, yang akan dibahas dalam bab-bab
berikutnya.

Untuk membuktikan rumus Ramanujan kita memerlukan beberapa fakta dasar dari
teori fungsi analitik kompleks. Deret pangkat formal dalam z yang konvergen pada
disk terbuka D, = {z : |z|] < €} pada bidang kompleks untuk beberapa € > 0 disebut
fungsi analitik (dalam D.). Tentu saja, semua polinomial dalam z dengan sebarang
koefisien kompleks adalah fungsi analitik (dalam D.,). Contoh fungsi analitik yang
agak jelas dalam D, adalah (1 + z);” . Ini mengikuti dari (11.5) dengan menerapkan uji
rasio. Sangat mudah untuk menunjukkan bahwa setiap kombinasi linier dan produk
dari fungsi analitik adalah fungsi analitik; juga, jika f(z) analitik, maka 1/f(z) analitik,
asalkan f(z) tidak memiliki nol di D,.

Deret )., fu(z) fungsi analitik di D, konvergen ke suatu fungsi analitik di D,, jika
untuk setiap n, |f,(z)] < M, pada D., untuk beberapa M, sehingga )., M, konvergen.
Faktanya, koefisien dalam ekspansi deret f,(z) = Y., a,,nz" dapat dinyatakan sebagai

nmzi. @dz, n>1m>0,

o 2mi J ozl

dimana integral dievaluasi sepanjang lingkaran yang berpusat di titik asal dengan jari-
jarir, 0 < r < e. (Mereka yang belum menemukan rumus ini dapat dengan mudah
membuktikannya dengan mengungkapkan f,(z) dalam bentuk deretnya dan membuat
substitusi z = re%,0 < 0 < 2mi. ) Seseorang dapat dengan mudah menyimpulkan dari
rumus bahwa |a,,| < M,r™ atau, karena r dapat mendekati ¢, |a,,,| < M,e™. Untuk

setiap m kita definisikan a,, = }., 4,,,» , yang merupakan deret konvergen karena |a,,| <
Yol < Me™ di mana M = Y., M,. Maka, deret pangkat formal f(z) = ).,_o auz"
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sebenarnya mendefinisikan fungsi analitik dalam D, karena

=Y i <md (2)
m=0 m=0

dan deret terakhir konvergen untuk semua |z| < €. Estimasi yang sama |a,,| < Me™
menunjukkan bahwa f(z) = )2, f.(z) konvergen ke f(z) di D..

Fungsi analitik memiliki sifat yang mirip dengan polinomial: Jika fungsi analitik f(z)
memiliki banyaknya akar tak terhingga di D,, misalkan {z;, z,, . . .}, sedemikian sehingga
lim; . z; = 0, maka f(z) identik dengan nol. Memang, dalam kasus sebaliknya kita
dapat menulis f(z) = ¥;,, ¢z , dengan ¢, # 0. Karena f(z;) = ¥, ¢z = 0, dibagi
dengan z!, kita peroleh untuk setiap i > 1,

Cy + Cpp1zi + cn+zzf +---=0.

Mengambil i — oo, kita memperoleh ¢, = 0, suatu kontradiksi dengan c, # 0. (Per-
syaratan lim;,. z; = 0 sangat penting, karena terdapat fungsi analitik bukan nol yang
memiliki akar tak terhingga banyaknya, misalnya, semua akar ¢* — 1 adalah 2nin, di
mana 7 adalah sebarang bilangan bulat.)

Sekarang kita nyatakan rumus Ramanujan.

Teorema 17.1 (Formula Produk Ramanujan.) Dalam domain

<kl<1, (17.1)

b
<1, 1 > gl 1 <1, dan |2

kita memiliki persamaan fungsi berikut dalam 4, b, g, x:

T - g1 - T~ axg)
g (1= bgn)(1 - L2y = 1)1 - xg)

(17.2)

Bukti (M.E.H. Ismail)
Strategi pertama-tama menunjukkan bahwa kedua sisi (17.2) adalah fungsi analitik di
b (bila a,q dan x tetap) dalam domain tak kosong yang ditentukan oleh (17.1) (yaitu,
|b| < min{1, |ax|}), maka untuk membuktikan persamaan ketika b = g™, gM*1,gM*2, ... M
adalah bilangan bulat yang cukup besar. Oleh karena itu, selisih kedua ruas dari
(17.2) adalah fungsi analitik di b yang memiliki barisan tak hingga dari akar-akar yang
konvergen ke nol, dan karena itu secara identik harus 0.

Dilambangkan dengan f,(b) suku ke-n dalam deret di (17.2). Untuk melihat bahwa
deret tersebut konvergen ke fungsi analitik di b, cukup seperti yang disebutkan di atas,

untuk menunjukkan bahwa f,(b) analitik untuk n € Z yaitu n — +oo,|f,(b)| < Mic[;1|
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untuk beberapa 0 < c. < 1 dan konstanta positif M.. Jika n > 0, maka (1 - b);’ adalah
suatu polinomial di b yang tidak nol di domain, karena |b], |g| < 1, sehingga menunjukkan
fa(b) analitik. Karena untuk n — oo,

ﬁmmzrrw%x
fa(D) 1-4g"b

kita mempunyai |f,.1(b)| < ci|f.(b)| untuk setiap c, € (|x|, 1) ketika n cukup besar, yang
menyiratkan bahwa |f,(b) < M.c"} untuk beberapa M, dan semua n besar. Demikian
pula, untuk n < 0 kita dapatkan dengan (5.7) bahwa 1/(1 - b); = (1 - q”b)!fI adalah suatu
polinomial, dan dengan demikian analitik. Sehingga, untuk n — oo, dan argumen di
atas dapat diterapkan lagi, kita mempunyai

S <1,

E <1.
ax

‘f i) | 1=g"'h
(0 | |1 -ga)x

Untuk sisi hasil perkalian, kita mencatat bahwa faktor-faktor dalam penyebut tidak
pernah nol dalam domain yang ditentukan dan setiap faktor tidak tergantung pada b
atau dalam bentuk (1 + cb);°, dimana c tidak bergantung pada b. Seperti disebutkan
sebelumnya, f(z) = (1 +z);°; adalah analitik di D.,. Karena hasil kali dari fungsi analitik
dan kebalikan dari fungsi analitik yang tidak nol juga analitik, pecahan di atas adalah
analitik dalam domain yang ditentukan.

Kita sekarang dapat melakukan substitusi b = g™, dimana M sangat besar sehingga
b terletak di dalam domain yang ditentukan. Memperhatikan itu

1 B 1 (1 Mew wo
T e Chl A

jikan = —n’ < —M, kita melihat ruas kiri (SRKi) dari (17.2) menjadi

(1-a) = (1-a)y
(1- M;nxn = Z 1- M)n
nezZ q q n=—M+1 q
_ 1 u )n+1—M y
- Z M)n+1 o
(1 —a),™ Z (1-q" Mﬂ)”
= xI-
M)q_M n=0 ( - q)”
(1 —q)lM
= X _MW 1Do[q"Ma; g; x],
q

dimana kita telah menerapkan (16.1) dengan a« = 1 —M dan g = n. Dengan rumus Heine
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(15.17), kita memiliki

- (1- a);‘M (1- ql‘Max),‘;’
1-gMy™ A-27
- (1- q)f;’l‘l (1- ql‘Max),‘;’

R e Y

SRKi = «x

dimana (5.7) digunakan dalam persamaan terakhir. Untuk melengkapi pembuktian, kita
mulai membandingkan kedua sisi (17.2). Menempatkan b = g™ di sisi hasil perkalian
(Sisi Ruas Kanan/SRKa), kita memiliki

(1= g"a )P = P - ga'x )P - axn)
1 - g™ —ga ) (1 — gMa-tx )Pl — x)°
A -M' (1 —gaxMA - ax)”

ey T . (17.4)

SRKa

Membandingkan (17.3) dan (17.4), kita melihat bahwa yang tersisa untuk ditunjukkan

adalah
oy - q"Max)y _ (1 —ga xR (1 - ax)y

(L-g M (L—ga )yt
atau ekivelen,
(1 —ga ™! (1 —ga”x ) A —ax)y
(1— g Myt~ A—gMayy
-1.,-1\M-1
(I —ga—x7); .,

(1- ql‘Max)QI/I‘1

Amati bahwa ruas kiri tidak tergantung dari x, dan kedua ruas sesuai jika x = 1. Oleh
karena itu, kita berharap ruas kanan juga tidak tergantung dari x. Memperluas sisi
kanan, kita mempunyai

(1 _ qa—lx—l)(l _ q2a—1x—1) .. (1 _ qM—la—lx—l)xM—l _ 1-— qa—lx—l 1-— qza—lx—l
(1 = g*Max)(1 - g*"Max) - -- (1 — g~ tax)  1-glax 1-gax
1-gMlg iyt
1 —g""Max
_ (_1) L VY (R A WY
ax)\ ax ax ’
yang tidak tergantung pada x, seperti yang diinginkan. @
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Identitas produk Ramanujan melibatkan empat variabel, g,4,b, dan x. Salah satu
kasus khusus yang penting adalah a = y,b = qy. Domain konvergensi menjadi

g < x| < 1dan|g| < |y| < lq, (17.5)
yang tidak kosong. Sisi Ruas Kiri (17.2) menjadi

1/)"
SRII = Z(1 s Zl 7y

nez nez

karena (1 - y);(1 —¢"y); = (1 - y)gJrl = (1 - y)(1 — gy); untuk sembarang bilangan bulat
n. Jika kita membatasi domain y menjadi |g| < |y| < 1, kita memiliki |g"y| < 1jikan > 0
dan |[g"y!| < 1jika n > 1, dan kita dapat menggunakan ekspansi deret geometri untuk
memperoleh

8

SRKi

1-

n=0 n=-1
= (1— y)x Z (1- y)x‘ 7'y
nzol—w = l-ay

(1-y) (Z Y Xy - Z Z X‘”(q”y‘l)’”) :

n=0 m=0 n=1 m=1

Di sisi lain, sisi hasil perkalian menjadi

ﬁ (1 _ qn+1)2(1 _ x—ly—lqnﬂ)(l _ xyqn)
(1 _ yqn+l)(1 _ x—lqn+1)(1 _ y—lqn+l)(1 _ an)'

Membagi kedua sisi dengan 1 — y, kita dapatkan

. = _ (1 —-g"*1 -xyg")(A - xyg™ ™)
qmnxnym _ qmnx ﬂy — - — : - ) (]_76)
m;‘o mZ1 H(l xq (1 = x7gm)(1 = yg (1 - y~'q")

Oleh karena itu, dalam domain || < |z| < 1 kita memiliki

_ T A -g)*(1 -z (1 - 22"
qmn LM _ qmn m-n _ — — 17.7)
Z Z E (1 —zg=1)2(1 - z71g")?

m,n=0 m,n=1

jika kita menempatkan x = y = z. Kita dapat melangkah lebih jauh untuk menarik suku
dengan m = 0 atau n = 0 keluar dari penjumlahan pertama. Karena jumlah suku-suku

ini adalah . .
Z o Z o 1 +z

n=0 m=0

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



70 Formula Produk Ramanujan..

jika kita mengalikan kedua ruas (17.7) dengan 1= = (1:22
sama ) ) )
l1-z v ey _ T (L4721 - z724")(1 - 2%")

1 M mAn _ —m—ny ) 17.
17z Z1 7" " H (1 —zg")?(1 — z71g")? (17.8)

mmn=

kita memiliki domain yang

Hasil di atas penting dalam diskusi kita tentang aplikasi teori bilangan dalam dua bab
berikutnya.
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. 18

Rumus Eksplisit untuk Jumlah dari Dua
dan Empat bilangan Kuadrat

Salah satu masalah tertua dalam teori bilangan menyangkut pembagian bilangan bulat
menjadi jumlah dari bilangan kuadrat. Hasil yang terkenal, pertama kali dibuktikan
oleh Lagrange, adalah bahwa setiap bilangan bulat positif adalah jumlah dari empat
bilangan kuadrat. Dalam bab ini, kita tidak hanya akan membuktikan teorema ini,
tetapi juga akan menemukan rumus eksplisit Gauss dan Jacobi untuk jumlah partisi
suatu bilangan bulat menjadi jumlah dari dua dan empat bilangan kuadrat.

Pertama, mari kita nyatakan banyaknya cara untuk menyatakan N sebagai jumlah
dari m bilangan bulat kuadrat, dengan menghitung ordonya, dengan 0O,,(N). Misal-
nya, O,(5) = 8, karena total delapan pasangan terurut, (+1, £2), (+2,£1) yang jumlah
kuadratnya sama dengan 5. Jika kita mendefinisikan deret pangkat formal

0(q) = Z 9", (18.1)
nez
maka kita mempunyai
0,,(N) = koefisien dari g" di o(g)™. (18.2)

Untuk memahami hal ini, bayangkan kita memperluas deret pangkat dalam (18.1)
o(g)" = (---+q9+q4+q+1+q+q4+q9+---)m

Dalam deret yang dihasilkan, setiap suku g berkorespondensi secara satu-satu dengan
m-pasangan (ai, ...,d,), dengan N = a} + --- + a3, . Jadi, banyaknya gV yang muncul
adalah banyaknya cara untuk menyatakan N sebagai jumlah kuadrat dari bilangan bulat
m. Untuk m = 4, kita memiliki teorema berikut.

Teorema 18.1 Untuk sebarang bilangan bulat positip N kita mempunyai
04(N) = 8 X (jumlah pembagi positif N yang bukan kelipatan 4 ) (18.3)

71



72 Rumus Eksplisit untuk Jumlah dari Dua dan Empat bilangan Kuadrat..

Akibat wajar langsung dari teorema ini adalah bahwa setiap bilangan bulat positif
adalah jumlah dari empat bilangan bulat kuadrat, karena 1 adalah pembagi bilangan
bulat apa pun dan 1 bukan kelipatan 4. Misalnya, 6 = 22+12+12+02,97 = 8 +5%+22+22.

Bukti

Pertimbangkan (17.8) dan misalkan z — —1 di kedua sisi. Dari (14.11), kita memiliki

oo 4
. _ 1- 5]” _ 4
Zlg{ll SRKa = [1_[ T q”) =0(—9)"

n=1
Menulis sisi kiri sebagai
ZMHN _ —m—n
14+(1- m )
-2 Z ( 1+z
m,n=1
dan menerapkan aturan L'Hospital, kita memiliki

lim SRKi = 1 + 4 Z (=1 (m + n)g"™.

z——1

m,n=1
Dengan simetri
[Se] [o¢]
Z (_1)m+n—1mqmn — Z (_1)m+n—lnqmnl
mn=1 m,n=1

jadi kita dapat menulis ulang Ruas Sisi Kiri sebagai

148 Y )" gy

m,n=1

s (_1)mmqm
1+8) S

SRKi

m=1

o 1m(=q)"
1+8z:1+qm.

m=1

Menggabungkan hasil untuk kedua sisi dan mengganti g4 dengan —g, kita dapatkan

D@f_1+82:1 rymmE

Karena

mq"
Zl+(q)m—21 7" 1+q"

m=1 m>1
m ganjil m genap

(18.4)

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



dan

21 q _ sz(qzk_q4k+q6k_q8k+___)
k=1

_ sz(qzk+q4k+q6k+q8k+___)
k=1

_Z4k(q4k +q8k+q12k + )
k=1

i quZk s 4kq4k
1- qZk — 1- q4k

k=1

kita mempunyai

L mq" "
Lt - i Ll

m>1 m>1 n=1

44m 44m

Karenanya,

0@)*=1+8 Z i mg™™. (18.5)

m>1 n=1
44m

Oleh karena itu, untuk sebarang N > 1, koefisien g dalam 0O(g)* diberikan oleh 8 " 1, di
mana mn = N untuk beberapa bilangan bulat positif n dan 4 tidak membagi m. Dengan
kata lain, 04(N) sama dengan 8 dikalikan jumlah pembagi dari N yang tidak habis dibagi
oleh 4. [

Hasil bahwa sebarang bilangan bulat adalah jumlah dari empat bilangan kuadrat
adalah yang terbaik, karena tidak setiap bilangan bulat adalah jumlah dari tiga bilangan
kuadrat, misalnya, 7. Namun, kita masih dapat mengatakan sesuatu tentang banyak
cara bilangan bulat dapat dinyatakan sebagai jumlah dari dua bilangan kuadrat, yaitu
Dz(N).

Teorema 18.2 Untuk sebarng bilangan positip N kita mempunyai

0,(N) = 4 X (jumlah pembagi positif dari N kongruen dengan 1 modulo 4)
—4 X (jumlah pembagi positif dari N kongruen dengan 3 modulo 4) (18.6)

Bukti
Kali ini, kita memisalkan z cenderung ke i = V-1 di (17.8). Untuk Sisi Ruas Kanan, kita
mempunyai

2
_ © (1_qn)2(1+qn)2 _ i 1_q2n .
SRKa = [ | T [15 T | ~aey
n=1 n=1
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74 Rumus Eksplisit untuk Jumlah dari Dua dan Empat bilangan Kuadrat..

Sisi Ruas Kiri menjadi

SRKi=1-1i Z g — (=),

mmn=1

Karena (—1)"*" = i"*" jika m + n genap, dan (—i)"*" = —i"*" jika m + n ganjil, yaitu m dan

n memiliki paritas yang berbeda, kita mempunyai

SRKi=1-2i Z Z qm” e _ 9y Z Z qmn jmn

m WgI;’I]ﬂ n genap m genap n ganjll
Kedua jumlah tersebut identik, karena masing-masing simetris dalam m dan n. Meng-
ganti 4> dengan —q di kedua sisi, kita peroleh

o(@)?® = 1-4 Z Z (_q)mﬂ/Zim+n+l

m>1 n>1
m ganjil ' genap

Z Z (_1)(m+l)/2qmn/2.

m=1 n>1
m ganjil 1 genap

Memisalkan n = 2k, kita mendapatkan hasil berikut:

O@P? =1+4 Z Z( 1)(m=D/2gmk (18.7)

m gan]ﬂ
Mari kita periksa ruas kanan dari (18.7). Untuk sembarang N > 1, muncul suatu suku
4gN untuk setiap m ganjil yang membagi N dan kongruen dengan 1 modulo 4, sehingga
n1 genap. Demikian pula, suku (—44") muncul untuk setiap m ganjil yang membagi
N dan kongruen dengan 3 modulo 4, sehingga %5 ganjil. Oleh karena itu, koefisien g~
diberikan oleh sisi kanan (18.6), seperti yang d11ng1nkan @

Kesimpulan 18.1 (Teorema Fermat) Suatu bilangan prima ganjil p dapat direpresen-
tasikan sebagai jumlah dari dua bilangan kuadrat jika dan hanyajikap =1 mod 4, dan
representasinya pada dasarnya tunggal.

Bukti

Suatu bilangan prima p memiliki dua pembagi, 1 dan p. Jika p = 1 mod 4, kedua
pembagi tersebut kongruen dengan 1 modulo 4. Berdasarkan Teorema 18.2, O,(p) = 8
Misalkan p = a? + b*>. Masing-masing dari delapan pasangan berurutan (4, £b), (b, +a)
memiliki p sebagai jumlah kuadrat. Juga, kedelapan pasangan ini berbeda, karena p
ganjil berarti |a| # [b]. Oleh karena itu, semuanya adalah kasus yang mungkin, dan
representasinya tunggal sesuai tanda dan orde. Jika Jika p = -1 mod 4, Teorema 18.2
memberitahu kita bahwa O,(p) = 0. @
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Rumus Eksplisit untuk Jumlah Dua dan
Empat Bilangan Segitiga

Selain partisi menjadi bilangan kuadrat, rumus perkalian Ramanujan juga dapat diter-
apkan untuk mempelajari pembagian menjadijumlah dua atau empat bilangan segitiga.
Mari kita ingat kembali definisi bilangan segitiga ke-n, yang diperkenalkan pada Bab 14:

_n(n+1)
T2

Karena A_,_1 = A,,barisanbilateral {A,,},,cz, adalah simetris, dan kita akan membatasi
definisi "bilangan segitiga" menjadi n > 0 saja. Seperti dalam kasus bilangan kuadrat,
kita mendefinisikan deret pangkat berikut yang serupa:

r(g) = i g
n=0

(Tidak seperti (18.1), penjumlahan hanya diambil dari bilangan bulat tak negatif.) Maka,
banyaknya cara untuk menyatakan N sebagai jumlah m bilangan segitiga, menghitung
urutan penjumlahan, adalah sama dengan koefisien gV dalam deret pangkat A(g)", dan
dilambangkan dengan A,,(N). Alasannya mirip dengan jumlah bilangan kuadrat.

Teorema 19.1 Untuk sebarang bilangan bulat positip N kita mempunyai

2y(N) = jumlah pembagi positif dari 4N + 1 yang kongruen 1 modulo 4
— jumlah pembagi positif dari 4N + 1 yang kongruen 3 modulo 4. (19.1)

Bukti
Jika kita mengganti g dengan —q dan z dengan — 4/7 di (17.7), dimana 0 < g < 1, dengan
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76 Rumus Eksplisit untuk Jumlah Dua dan Empat Bilangan Segitiga..

(14.8) kita dapatkan,
00,1__11’17’121__1””_11 _11’1)’1
SRKa:r( (=1)"g")~( 1( )'q )(+(1)q)
=1 (1- (—1)”q”_§)2(1 + (_1)nqn—§)2
T 1—(=1)"g"?(1 —1)"g")2
:2—[ (1-( )ql)(+( )q)1
ot (L= (=1yg=2)2 (1 + (-1)"q"2)?
= 1-— 2n\2
=2 %
n 1
= 24A(9)%,
dan
SRKi = Z( 1)m”+m+n mn+m—+’1 _ Z( 1)mn m—n mn—’”—*"
m,n=0 mmn=1
= Z( 1)mn 1 _mn—1Et Z( 1)mn m—n mn_m
mn=1 m,n=1

di mana kita telah mengganti m dengan m — 1 dan n dengan n — 1 pada penjumlahan
pertama. Jika m + n ganjil, suku-suku yang bersesuaian dalam dua penjumlahan saling
meniadakan. Oleh karena itu, kita memiliki

SRKi = 2 Z (_1)mn—1qmn_mzﬁ

mn>1

m+n genap
- 2 Z qmn—M ) Z qmn—mT“‘,
mmn>1 mn>1
m,n ganjil m,n genap
maka dari itu,
a@P= ) g - Y g (19.2)
m,;'ngzalnjﬂ 1" genap

Suatu suku +4" muncul di Ruas Sisi Kanan jika dan hanya jika N = mn — %, atau

4N +1 = (2m - 1)(2n — 1), untuk beberapa m > 0 dan n > 0 keduanya ganjil atau
keduanya genap. Jika keduanya ganjil, 2m —1 =1 mod 4, dan, jika keduanya genap,
2m —1 = 3 mod 4. Oleh karena itu, setiap faktor dari 4N + 1 kongruen dengan 1
modulo 4 menyumbang +1, dan setiap faktor 4N + 1 yang kongruen dengan 3 modulo
4 menyumbang —1, pada koefisien g". Ini melengkapi buktinya. @

Khususnya, ketika 4N + 1 adalah bilangan prima, kita memiliki kesimpulan berikut.

Kesimpulan 19.1 Jika N adalah bilangan bulat positif sehingga 4N + 1 adalah bilangan
prima, maka N dapat direpresentasikan secara tunggal sebagai jumlah dari dua bilangan
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segitiga yang berbeda, hingga menyusun ulang penjumlahannya.

Bukti

Jelas bahwa jika 4N + 1 adalah bilangan prima, semua pembagi dari 4N + 1 adalah 1
dan 4N + 1, keduanya kongruen dengan 1 modulo 4, dan Teorema 19.1 menyiratkan
Ay(N) = 2 — 0 = 2. Perhatikan bahwa berdasarkan definisinya sebagai koefisien dari
A@Q)", Ay menghitung setiap pengurutan ulang dari penjumlahan yang berbeda. Oleh
karena itu, Ap(N) = 2 menyiratkan bahwa semua cara yang mungkin untuk menyatakan
N sebagai jumlah dari dua bilangan segitiga adalah

N=A+0=0+D;, k#1

atau
N=AN+A=0+24, K+

Kasus kedua jelas tidak valid karena barisan {A,},>o benar-benar meningkat. Jadi buk-
tinya lengkap. Cara alternatif untuk menolak kasus kedua adalah dengan memper-
hatikan bahwa N = 24, menyiratkan 4N + 1 = (2k + 1)?, yang bukan prima. [

Contoh dari kesimpulan adalah 7 = 1+ 6,13 = 3+ 10, dan 43 = 15 + 28. Teorema lain
menyangkut partisi menjadi empat bilangan segitiga.

Teorema 19.2 Untuk sebarang bilangan bulat positip N kita mempunyai
A4 (N) = jumlah dari semua pembagi dari 2N + 1. (19.3)

Bukti
Jika kita membagi kedua ruas (17.7) dengan 1 — gz~2 , ganti q dengan 4, dan misalkan z
mendekati g, dan dengan (14.8) kita peroleh

= A(fl)4/

o0 (1 _ an)Z(l _ an)(l _ an)
SRKa = H (1 — qZ”—l)z(l _ an—l)Z

n=1

Karena ruas kanan berhingga, demikian pula ruas kirinya. Oleh karena itu, kita dapat
menerapkan aturan L'Hospital:

. . 1 - 2mn m+n . 2mn .—m—n
SRKi = ]il_l’)l";m(zq Z+—ZE] z ]

m,n=0 mn=1

1 (o) (e
— $ [ Z (m + n)qun+m+n—l + Z (ﬂ’l + n)q2mn—m—n—l)

m,n=0 mn=1

— % Z (ﬂ’l +711— 2)q2mn—m—n + Z (ﬂ’l + n)q2mn—m—n

m,n=1 m,n=1

(e}

= Z (m +n — 1)g* """,

m,n=1
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Karena ekspresi simetris dalam m dan n, kita dapat menulis ulang Sisi Ruas Kiri dan
memperoleh

A(I])4 — Z (2m _ 1)q2mn—m—n.

m,n=1

Selanjutnya dengan menuliskan k = 2m — 1 dan ¢ = 2n — 1, kita peroleh

agt= Y kT (19.4)

k<1
k,¢ ganjil

Suatu suku gV muncul dalam penjumlahan jika dan hanyajika N = £ atau2N+1 = k¢,
untuk beberapa bilangan ganjil k dan ¢. Karena setiap pembagi 2N + 1 adalah ganijil,
koefisien dari g adalah

Y v

K2N+1
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Antiderivatif-g

Setelah mempelajari berbagai aplikasi, kita kembali ke kalkulus-g. Sejauh ini, kita hanya
berbicara tentang diferensiasi kuantum. Bagaimana dengan integral kuantum? Kita
pertimbangkan dulu suatu antiderivatif-g.

Definisi 20.1 Fungsi F(x) adalah suatu antiderivatif-g dari f(x)jika D,F(x) = f(x). Dalam
hal ini dilambangkan dengan

f (0, ). o 201)

Perhatikan bahwa kita mengatakan "suatu" antiderivatif-g sebagai pengganti antiderivatif-

q, karena, seperti dalam kalkulus biasa, antiderivatif tidak tunggal. Dalam kalkulus
biasa, ketunggalannya tergantung pada penambahan konstanta, karena turunan dari
suatu fungsi nol jika dan hanya jika konstanta. Situasi dalam kalkulus kuantum lebih
halus. D,p(x) = 0 jika dan hanya jika ¢(qx) = @(x), yang tidak selalu berarti ¢ suatu
konstanta. Penambahan fungsi ¢ yang demikian tidak mengubah derivatif-q dari suatu
fungsi. Namun, jika kita memerlukan ¢ untuk menjadi deret pangkat formal, kondisi
@(gx) = @(x) menyiratkan q"c, = c,, untuk setiap n, di mana c, adalah koefisien dari x".
Ini hanya mungkin jika ¢, = 0 untuk setiap n > 1, yaitu, ¢ adalah konstan.Oleh karena
itu, jika

f) =) an"

n=0

adalah deret pangkat formal, maka di antara deret pangkat formal, f(x) memiliki
antiderivatif-g tunggal hingga suku konstan, yaitu

[o¢]

f Fed () = Y

— [n+1],

n+1

(20.2)

Jika f(x) adalah fungsi umum, kita masih dapat meningkatkan ketunggalan den-
gan menerapkan beberapa pembatasan pada antiderivatif-g. Pertimbangkan lagi fungsi
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@(x) , yang memiliki derivatif-g sama dengan nol. Kondisi ¢(gx) = ¢(x) mirip dengan
fungsi periodik, tetapi periodenya lebih kecil karena x mendekati 0. Untuk melihat ini,
misalkan g = 0.1. Maka, contoh periodenya adalah (0.1, 1], (0.01,0.1], (0.001,0.01], dst.
Jika grafik ¢ pada (0.1, 1] adalah garis lurus tetapi tidak mendatar , pada periode tsb.
mendekati 0, grafik memiliki bentuk yang sama, tetapi semakin curam dan semakin cu-
ram, membuat ¢ diskontinue pada x = 0. Gagasan umum terkandung dalam proposisi
berikutnya.

Proposisi 20.1 Misalkan 0 < g < 1. Maka, hingga menambahkan konstanta, fungsi apa
pun f(x) memiliki paling banyak satu antiderivatif-g yang kontinu di x = 0.

Bukti

Misalkan F; dan F, adalah dua antiderivatif-g dari f yang kontinu di 0. Misalkan
@ = F1 — F,. Fungsi ¢ juga kontinu di 0, dan memiliki sifat ¢(gx) = ¢(x) untuk setiap x,
karena D,¢ = 0. Untuk beberapa A > 0, misalkan

m
M

inf{p(x) | gA < x < A},
sup{p(x) | gA < x < A},

yang mungkin tak terhingga jika ¢ tidak terbatas di atas dan/atau di bawah.

Dengan asumsi m < M, setidaknya satu dari ¢(0) # m dan ¢(0) # M benar. Misalkan
¢@(0) # m. Dengan kontinuitas pada x = 0, jika ¢ > 0 cukup kecil, kita selalu dapat
menemukan 6 sedemikian rupa sehingga

m+ ¢ ¢ @((0,0)).

Di sisi lain, gNA < 6 untuk beberapa N yang cukup besar. Karena ¢(gx) = ¢(x), kita
memiliki

m+ ¢ € (m,M) C p([94, A]) = (4" A, 4V A]) € 9((0,0)),

mengarah pada kontradiksi. Oleh karena itu, m = M dan ¢ adalah konstan dalam
[gA, A], yang berarti konstan di mana-mana. @

Proposisi memberitahu kita bahwa ketunggalan antiderivatif-g secara substansial
ditingkatkan dengan membutuhkan kontinuitas pada x = 0. Masalah eksistensi akan
dibahas pada bab selanjutnya.

Kita menyimpulkan bab ini dengan rumus berikut untuk perubahan variabel u =
u(x) = ax? , dimana a dan g adalah konstanta. Misalkan F(x) adalah antiderivatif-g dari
f(x). Maka

ff(u)dqu = F(u) = F(u(x)).
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Menggunakan (3.15) dan untuk sebarang g4’ kita mempunyai,

F(u(x))

f Dy F(u(x))dy x

f (DgsF)(u(x)) - Dyu(x)dyx

f (Dq,ﬁF)(u(x))dq/u(x).

Memilih ¢’ = ¢'# , kita memiliki D sF = D,F = f, dan dengan demikian

f fu)dgu = f fu(x))dgsu(x). (20.3)

Rumus ini berarti bahwa f (u(x))Djpu(x) adalah salah satu antiderivatif-g dari f(u).
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Integral Jackson

Misalkan f(x) adalah sebarang fungsi. Untuk membangun antiderivatif-gnya F(x), ingat
operator Mq , yang didefinisikan oleh Mq(F(x)) = F(gqx) pada Bab 7. Maka kita memiliki
definisi derivatif-g :
#(M - 1)E(x) =
(q-Dx"" B
Perhatikan bahwa urutan itu penting, karena operator tidak komutatif. Maka kita dapat
secara formal menulis antiturunan-q sebagai

Fgx) = F(x) _

I F(x). (21.1)

1

F(x) = —
©=

(1= xf() = (1 =) ) M (xf(x),
j=0
menggunakan ekspansi deret geometri, dengan demikian kita mendapatkan
f f)dgx = (1 —q)x Z 7 f(q'%). (21.2)
j=0

Deret ini disebut integral Jackson dari f(x). Dari definisi ini seseorang dengan mudah
memperoleh rumus yang lebih umum:

[ fopswx = a-ax Y diraoD,ga
=0
_ i 8@Y) — g(g7)
= (1—q)x;q]f(q]x) T
atau -
f FOdg(0) = ) flg) (g™ - gg™')). (21.3)
=0
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84 Integral Jackson..

Kita hanya menurunkan (21.2) secara formal, dan belum memeriksa dalam kondisi
apa ia benar-benar konvergen ke antiderivatif-g. Teorema di bawah ini memberikan
kondisi yang cukup untuk ini.

Teorema 21.1 Misalkan 0 < g < 1, Jika |f(x)x®| dibatasi pada interval (0, A] untuk be-
berapa 0 < a < 1, maka integral Jackson didefinisikan oleh (21.2) konvergen ke fungsi
F(x) pada (0, A] yang merupakan suatu antiturunan-q dari f(x) Selain itu, F(x) kontinu
di x = 0 dengan F(0) = 0.

Bukti

Misalkan [f(x)x*| < M pada (0, A]. Untuk sembarang 0 <x < A,j >0,

|f(gx)] < M(g/x)™.
Jadi, untuk setiap 0 < x < A, kita memiliki
l9/ f(@x)| < Mg/ (gx)™ = Mx™%(g"™). (21.4)

Karena 1 —a > 0 dan 0 < g < 1, kita melihat bahwa deret kita diutamai oleh deret
geometri konvergen. Oleh karena itu, ruas kanan (21.2) konvergen secara titik demi
titik ke beberapa fungsi F(x). Ini mengikuti langsung dari (21.2) bahwa F(0) = 0. Fakta
bahwa F(x) kontinu pada x = 0, yaitu, F(x) cenderung nol karena x — 0, jelas jika kita
pertimbangkan, menggunakan (21.4),

M(1 - g)x'=«
<¢,O<st.
l_ql—a

(1-g)x )" q'f(g'x)

j=0

Untuk memverifikasi bahwa F(x) adalah suatu antiderivatif-g, kita menurunkan-gnya:

D@ = [(1—q>quff(qfx)—<1—q)quqfﬂqfﬂx)
j=0

(I —q)x pr

[Se]

Y df@n =) @)
j=0 j=0

Y af@x) =) df@)
=0 j=1
= f(x).

Perhatikan bahwa jika x € (0,A] dan 0 < g < 1, maka gx € (0, A], dan diferensial-g
berlaku. @

Dengan Proposisi 20.1, jika asumsi Teorema 21.1 terpenuhi, integral Jackson mem-
berikan suatu antiderivatif-g tunggal yang kontinu pada x = 0, hingga menambahkan
konstanta. Sebaliknya, jika kita mengetahui bahwa F(x) adalah suatu antiderivatif-q
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dari f(x) dan F(x) kontinu pada x = 0, maka F(x) harus diberikan, hingga menambahkan
konstanta, dengan rumus Jackson (21.2), karena jumlah parsial integral Jackson adalah

1- q)xZ 9/ DFO),_,.,

F(q/x) - F(g'*'x)
d-ax Z;* ( — q)qix )

N
(1-gx ) q'flg)

=0

N . .
Y (F@gx) - F(g™'0)

j=0
= F() - F@"*'),

dengan kontinuitas F(x) pada x = 0 akan menuju F(x) — F(0) jika N — oo.
Untuk melihat contoh di mana rumus Jackson gagal, pertimbangkan f(x) = 1/x.

Karena
log(qx) — f(x) _ log(q) 1
@-x  g-1x

D, log(x) = (21.5)

kita mempunyai

X

f Lix=T"1 1ogm). (21.6)
T log(q)

Namun, rumus Jackson memberikan

f%dqx:(l—q)z“l:oo
j=0

Rumus gagal karena f(x)x* tidak terbatas untuk 0 < a < 1. Perhatikan bahwa log(x)
tidak kontinu pada x = 0.

Sekarang kita terapkan rumus Jackson (21.2) untuk mendefinisikan integral-q ter-
tentu.

Definisi 21.1 Misalkan 0 < a < b. Integral-g tertentu didefinisikan sebagai

b 00
RS W e17)
j=0
dan
’ def b
f fx)dgx = f fx)dgx — f f(x)dyx. ) (21.8)
a 0 0

Seperti sebelumnya (lihat 21.3), kita menurunkan dari (21.7) suatu formula yang lebih
umum:

b (o)
fo f@)d,g(x) = ) fg'D) (3(0b) - 8(@™*'D)). (21.9)
j=0
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Perhatikan bahwa definisi ini sesuai dengan fakta bahwa integral Jackson bernilai nol
di x = 0. Secara geometris, integral dalam (21.7) sesuai dengan luas gabungan dari
sejumlah persegi panjang yang tak terbatas, seperti yang digambar di bawah ini.

fix)

a ¢ w b

Pada [¢,b], di mana ¢ adalah bilangan positif kecil, jumlahnya terdiri dari banyak
suku, dan sebenarnya merupakan jumlah Riemann. Oleh karena itu, karena g — 1, lebar
persegi panjang mendekati nol, dan jumlah tersebut cenderung ke integral Riemann
pada [¢,b]. Karena ¢ adalah sebarang, maka kita memilikinya, asalkan f(x) kontinu
dalam interval [0, b],

hm f (x)dgx = f f(x)dx. (21.10)
Kita tidak dapat memperoleh deflmsl yang baik dari integral tak wajar hanya dengan

memberikan b — oo dalam (21.7). Sebaliknya, karena

qj+1

ql
i f (x)dgx — flx)dyx

0

f (x)dgx

(1 - q) Z qj+kf(qj+k) — (1 — q) Z qj+k+1f(qj+k+l),
k=0 k=0
jadi, |
7/ o
- f)dx = (1= g)q' f(@). (21.11)
q]+1

Dengan demikian wajar untuk mendefinisikan integral tak wajar-q sebagai berikut.

Definisi 21.2 Integral-g tak wajar dari f(x) pada [0, +o0) didefinisikan sebagai

f Foodgx = y f fx)dgx, (21.12)
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bila0 < g <1, atau

]+1

f fOdx =Y | fdx,

]——oo q’
bila g > 1.
Proposisi 21.1 Integral tak wajar-q yang didefinisikan di atas konvergen jika x*f(x)
dibatasi dalam lingkungan x = 0 dengan beberapa a@ < 1 dan untuk x cukup besar
dengan beberapa a > 1.

Bukti
Dengan (21.11), kami memiliki

[ st =n-a Y. @ @113)

]——OO

Z q9f(q) = Z q9f(q)) + Z 97 f(q7)

]——OO

Karena jumlahan

tetap tidak berubah jika kita mengganti g dengan g/, cukup untuk mempertimbangkan
kasus g < 1. Konvergensi jumlah pertama dibuktikan dengan Teorema 21.1. Untuk
jumlah kedua, misalkan untuk x besar kita memiliki [x* f(x)| < M di mana a > 1 dan
M > 0. Maka, untuk j yang cukup besar kita memiliki

g7 F(g)| = ¢ Dlg7* f(g7)| < Mg/,

Oleh karena itu, jumlah kedua juga diprioritaskan oleh deret geometri konvergen, dan
dengan demikian konvergen.

Sekarang kita bahas perubahan variabel u = u(x) = ax? pada integral tertentu. Jika
integral Jackson dari suatu fungsi konvergen, rumus Jackson dapat digunakan untuk
menurunkan (20.3). Memang, pertimbangkan Ruas Sisi Kanannya:

i Fu(g"x)) (u(g""x) - u(g™"x))

RSKa =
j=0
- Z FlagixP) (aq]'xﬁ — ag! xﬁ)
j=0
= ) f@w)(gu—g"u)
j=0
= (-qu) dfgn)
i=0
_ RSKi,

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



88 Integral Jackson..

dimana kita telah menggunakan (21.3). Mengganti x dengan a dan b di atas, diperoleh

dengan mudah
u(b)

b
f(u)dqu:f f (u(x))d pu(x). (21.14)

u(a)
Dengan rumus Newton-Leibniz (22.1) yang akan diperkenalkan pada bab berikutnya,
(21.14) dapat ditunjukkan lebih langsung, karena kedua sisinya sama dengan F(u(b)) —
F(u(a)), di mana F adalah suatu antiderivatif-g dari f kontinudi x = 0. Karena (22.1)
benar untuk integral tak wajar, kita lihat bahwa jika o, > 0, sehingga u(+00) = +oo,
(21.14) juga berlaku untuk b = +oc0. Secara khusus, kami memiliki untuk a > 0, =1,

. o
[ = [ sooms 21.15)
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Teorema Dasar Kalkulus-g dan Integral
Bagian

Dalam kalkulus biasa, turunan didefinisikan sebagai limit rasio, dan integral tertentu
didefinisikan sebagai limit dari jumlah tak hingga. Hubungan halus dan mengejutkan
mereka diberikan oleh rumus Newton-Leibniz, juga disebut teorema dasar kalkulus. Se-
baliknya, karena pengenalan integral-g tertentu telah dimotivasi oleh suatu antiderivatif,
hubungan antara derivatif-q dan integral-g tertentu menjadi lebih jelas. Analog dengan
kasus biasa, kita memiliki teorema dasar berikut, atau rumus Newton-Leibniz, untuk
kalkulus-g.

Teorema 22.1 (Teorema dasar kalkulus-q) Jika F(x) adalah suatu antiturunan dari f(x)
dan F(x) kontinu di x = 0, kita peroleh

b
f f(x)dgx = F(b) — F(a), (22.1)
dimana 0 < x < 0.

Bukti
Seperti disebutkan dalam bab sebelumnya, karena F(x) kontinu di x = 0, F(x) diberikan
oleh rumus Jackson, hingga menambahkan konstanta, yaitu,

F(x) = (1-qx ) q'f(@'x) + FQ).

=0

Karena menurut definisi,

foj f@dgx = (1= qa )" qflg'a),
j=0
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kita mempunyai
fo f(x)d,x = F(a) — F(0).

Demikian pula, untuk b berhingga, kita memiliki,

b
[ st = - r0),
jadi
b b
f f(x)dgx = f f(x)dgx - ff(x)d,,x = F(b) — F(a).
a 0 0

Menempatkan a = ¢! (atau ¢/ ) dan b = ¢’ (atau ¢'*'), di mana 0 < g < 1 (atau g > 1),
dan dengan mempertimbangkan definisi integral tak wajar-g (21.12), kita melihat bahwa
(22.1) juga benar untuk b = oo jika lim,_,., = F(x) ada. o

Kesimpulan 22.1 Jika f’(x) ada di sekitar x = 0 dan kontinu di x = 0, di mana f(x)
menunjukkan turunan biasa dari f(x), kita memiliki

b
[ D= o) - @ (222)

Bukti
Menggunakan aturan L'Hospital, kita dapatkan

, e S - f) , , _

lim D, f(x) = lim B lim fracq f'(qx) - f'()(q — 1) = f/(0).
Oleh karena itu D,f(x) dapat dibuat kontinu pada x = 0 jika kita mendefinisikan
(Dyf)(0) = £7(0), dan (22.2) mengikuti dari teorema. [

Suatu perbedaan penting antara integral-g tertentu dan integral biasa adalah bahwa
bahkan jika kita mengintegrasikan fungsi pada interval seperti [1, 2], kita harus mem-
perhatikan perilakunya pada x = 0. Hal ini berkaitan dengan definisi integral-q tertentu
dan kondisi konvergensi integral Jackson.

Sekarang anggaplah f(x) dan g(x) adalah dua fungsi yang turunan-turunannya biasa
ada di sekitar x = 0 dan kontinu di x = 0. Dengan menggunakan aturan perkalian (3.12),
kita dapatkan

Dy (f(0)3()) = f(x)(Dgg(x)) + (gx) (Do f ().

Karena hasil kali dari fungsi-fungsi yang dapat diturunkan juga dapat diturunkan dalam
kalkulus biasa, kita dapat menerapkan Kesimpulan 22.1 untuk memperoleh

b b
FO30) - fg@ = [ @) (D) d+ [ 50 (D.f)
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atau
b b
f fx)dgg(x) = f(0)g(b) — f(a)g(a) — f 8(gx)d, f(x), (22.3)

yang merupakan rumus integral-q bagian. Perhatikan bahwa b = oo juga diperbolehkan.
Integral-q bagian dapat diterapkan untuk mendapatkan rumus Taylor-g dengan suku
sisa Cauchy.

Teorema 22.2 Misalkan D, f(x) kontinu di x = 0 untuk j < n + 1. Maka, kita memiliki
analog-g dari rumus Taylor dengan sisa Cauchy:

f<b>=i( f)() oy, 1 f DI f(x) (b — qx)id,x. (22.4)
i .

L " !

Bukti
Pembuktian menggunakan induksi untuk n. Karena D, f(x) kontinu di x = 0, dengan
Teorema 22.2 kita peroleh

b b
f0- @ = [ Dy == [ Dy -,

yang membuktikan (22.4) dalam kasus di mana n = 0. Asumsikan bahwa (22.4) berlaku
untuk n — 1, yaitu:

- ( —a), 1 b
100 = YOO+ g | P oy
=
Menggunakan (5.11) dan menerapkan integral-g bagian (22.3), kita memperoleh
b 1 b
f Dy f(x)(b — qx); ' dyx = o f D} f(x)d, (b - x);
a q
- )”
= D f(a) f b- qx)”D”Jrl f(x)dgx.

Sehingga didapat

RPN () U e .
£ = Y (OU) @O+ g | D - g0y

HO

j

n— _J

= (f)( )+[1 (”f()
‘1

n
j=0

(—)”

nl; ”]q

f b- qx)”D”Jrl f (x)d,,x)

n-1 ( _ )] ( _ )n
) 7 b— nyn+l d
]0( f)() Df() ] n]'f( gx)i DI f(x)d
n b- )] 1 ’ n+ "
) =0 (Déf) @ [j]q! M [n]q! L Dq 1f(x) (b - qx)qdqx. @
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. 23

Fungsi Gamma-q dan Beta-g

Karena terkait dengan solusi jenis khusus persamaan diferensial, banyak fungsi pen-
ting dalam analisis didefinisikan dalam bentuk integral tertentu. Dua fungsi berikut,
diperkenalkan oleh Euler,

T(t)

f xte™dx, t>0, (23.1)
0

1
B(t,s) f X1 =%, s, t>0, (23.2)
0

dan masing-masing disebut fungsi gamma dan beta, adalah contoh yang paling penting.
Beberapa sifat mereka tercantum di bawah ini:

Irt+1) = tI@), (23.3)

I'(n) = (n-1)!, bila n bilangan bulat positip, (23.4)
rer

B(, s) r((?+(3 . (23.5)

Secara khusus, (23.4) memberi tahu kita bahwa fungsi gamma dapat dianggap sebagai
generalisasi faktorial. Dalam bab ini, kita mempelajari analog-g dari dua fungsi ini
dan berbagai sifatnya, termasuk analog-g dari (23.3)-(23.5). Kita akan mengasumsikan
bahwa 0 < g < 1.

Definisi 23.1 Untuk sebarang t > 0, kita definisikan

T, %) f X' UE; d,x (23.6)
0
O

disebut fungsi gamma-g.

Pertama kita perhatikan bahwa dengan (11.12), Eg =1,dandengan (11.9) dan (11.15),

E,® = lim, & 1/e; = 0. Dengan menggunakan (11.13) dan integral-g bagian (22.3), kita
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\fo XE;Mdpx = - \fo xX'dE;" = [H, \fo X E M dyx,

T,(t+1) = [t],T,(), (23.7)

dapatkan

dan karena itu

untuk ¢ > 0. Karena
T,(1) = f E,"dx=E -E~=1-0=1=[1],
0

maka untuk setiap bilangan bulat tak-negatif 7, kita mempunyai
[[(n+1)= [n]ql“q(n) = [n]y[n - 1],I,(n - 1) = [n]q[n - 1],1 ‘.- [1],1 = [n]q!. (23.8)

Untuk mempelajari fungsi gamma di t ¢ IN, akan sangat membantu untuk memper-
timbangkan fungsi yang tampaknya lebih rumit.

Definisi 23.2 Untuk sebarang t, s > 0, didefinisikan

1
B,(t,s) & f (1 - gu)i (23.9)
0

disebut fungsi beta-q. o

Dengan definisi integral wajar dan tak-wajar, (21.7) dan (21.12) serta fakta bahwa
(1-¢/"")y = 0 untuk setiap bilangan bulat negatif, maka kita memiliki

1-q)) d@a -

=0

1-9) ) d@a 1 -g*y

j:—oo

f X1 = gu)pd,x.
0

Hubungan antara T'y(f) dan B,(t,s) diungkapkan oleh rumus Ej = (1 + (1 — ¢9)x)".
Dengan demikian, kita memiliki

B(t, )

o _
B(t, 00) = f Xt_lEq T dqx,
0

dan melakukan perubahan variabel x = (1 — q)y (21.15), kita peroleh

B(t,c0) = (1 - q) fo yEd,y,
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atau
B(t, o)

(1—-q"
Memperkenalkan variabel lain s mungkin tampak seperti gerakan mundur pada

pandangan awal. Namun, itu sebenarnya meningkatkan kebebasan kita untuk mema-
nipulasi fungsi dan menyederhanakan masalah.

T,(t) = (23.10)

Proposisi 23.1 (a) Bila f > 0 dan n adalah suatu bilangan bulat positif positive, maka
kita mempunyai

(-9 -qp"

B,(t,n) = 23.11
N —
(b) Untuk sebarang t, s > 0, kita mempunyai
A=A =)A= g")
B,(t,5) = A RS (23.12)

-9 A =)

Bukti
(a) Pertama-tama kita turunkan dua relasi perulangan untuk B,(t, s). Pertama, menggu-
nakan (5.12) dan integral-g oleh bagian, kita memiliki, untuk setiap t > 1,5 > 0,

1 1 t—1 1
B,(t,s) = e fo X7y (1 - x)f = [ [s],,]q fo X721 - gx)id,x,

dan karenanya,

[t 1],
B,(t,s) = o Bt Ls ) (23.13)
q

Di sisi lain, kita memiliki
1
B,(t,n+1) = f X1 — gy
0
1
= f (1 - qx)’;_l(l — q"x)dgx
0

1 1
= f XA —gu) g — g f X1 = qu)y " dyx,
0 0

dengan demikian,

B,(t,n +1) = By(t,n) — q"B(t + 1, n). (23.14)
Menggabungkan (23.13) dan (23.14), kita memperoleh
q'[t],

B,(t,n+1) = By(t,n) —

ol B(t,n+1),
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96 Fungsi Gamma-q dan Beta-q..

atau 1 ;
Bﬂnn+1)=i——ﬂ—34nnx (23.15)

— qt+7’l

untuk sebarang t > 0 dan bilangan bulat positip n. Karena
1
1
B,(t,1) = = —,
wo= -

1-g-A-gq _ C-q@-qy"
(1—gtn1).--(1 - qt+1)[t]q - (1- qt)g ’

kita mempunyai

B,(t,n) =

seperti yang diinginkan.
(b) Kita akan menggunakan argumen yang mirip dengan yang digunakan dalam
pembuktian Teorema 15.1. Pada bagian (a), karena

(1 _ )oo (1 _ t+n)oo
(1_‘7)2_1: qqoo an 1tn: qtoj/
1-9"; 1-g5% Q-4
(23.12) benar untuk s = 1,2, 3, .... Kita dapat menulis ruas kiri dari (23.12) sebagai

fl x1(1 - g5
o (1—-ax)y

(1-g)1 -1 —ag")y
Q-g7pA-ap
di mana a = ¢° . Kemudian, kedua ruas adalah deret pangkat formal dalam g. Koefisien
terkaitnya adalah sama untuk banyak nilai 4, yaitu, a = g, 9%,4%,.... Namun, karena
semua koefisien adalah polinomial dalam a dan polinomial yang berbeda mungkin
bertepatan hanya di banyak titik, kedua deret tersebut memiliki koefisien yang identik,
dan persamaan ditetapkan. ®

dan sisi kanannya sebagai

Bagian (a) dari Proposisi memberi kita ekspresi eksplisit untuk fungsi gamma-q. Meng-
gunakan (23.10) dan memberikan n — oo dalam (23.11), kita memperoleh

1 -97
A=A -7
Bagian (b) menunjukkan bahwa fungsi beta-g simetris terhadap t dan s, yaitu, B(t,s) =

B(s,t), yang tidak jelas hanya dengan melihat (23.9). Membandingkan (23.12) dan
(23.16), kita juga memperoleh ekspresi fungsi beta-q dalam hal fungsi gamma-q yang

mirip dengan (23.15): P
gL 448
Bylt,s) = T,(t+5)

Ini mengakhiri diskusi kita tentang fungsi gamma-gq dan beta-g.

T,(t) = (23.16)

(23.17)
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Derivatif-h dan Integral-h

Sejauh ini kita hanya mempelajari kalkulus-q. Sekarang kita beralih ke kalkulus-h. Per-
tama, kita ingat kembali dari Bab 3 turunan kuantum lain yang dicirikan oleh parameter
aditif &, turunan-h:

fle+h) - f(x)

Dyf(x) = p

di mana & # 0. Kita mulai dengan mengembangkan sifat-sifat kalkulus-h dengan cara
yang analog dengan apa yang telah kita lakukan untuk kalkulus-g, dan membahas
penerapannya dalam bab-bab berikutnya.

Sangat mudah untuk memverifikasi aturan hasil kali dan hasil bagi untuk diferensial-

h:
Dy (F0g(®) = FOIDKE() + gEDu(F(), (24.1)
@) . S@DL(f) ~ F@Di(g()
Dh(g(x) - S0+ 1) ‘ (242)

Rumus pertama mengikuti dari (3.4), dan yang kedua mengikuti dengan mudah dari
yang pertama. Kemiripan dalam aturan produk menunjukkan bahwa binomial-h dapat
didefinisikan dengan cara yang sama.

Definisi 24.1 Analog-h dari binomial (x — a)" bila n > 1 adalah

(x —a), &f x—a)x—a-h)---(x—a—(n-1)h), (24.3)

dan (x - a)) L. o

Untuk memverifikasi bahwa ini adalah definisi yang memadai dari binomial-h, per-
timbangkan
Dy(x —a), = %((x—a+h)(x—a)---(x—a—(n—2)h)
(x—a)(x—a-h)---(x—a—(n-1)h))

- (x—”)"'(x—a—(n—2)h)(x_a+h)_(xh_”_(”_l)h).
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98 Derivatif-h dan Integral-h..

Oleh karena itu, kita memiliki
Dy(x — a)}! = n(x —a);~". (24.4)

Perhatikan bahwa analog-h dari bilangan bulat 7 tetap n, dan (x — 0)] # x" . Dengan
(24.4) di atas, barisan polinomial {(x — a);'} memenuhi kondisi Teorema 4.1 sehubungan
dengan operator linier D = Dj,. Oleh karena itu, kita memiliki rumus Taylor-h berikut
untuk polinomial f(x) derajat N:

N

f0 =) (DLH@

1
=0 J

(x — a)]i

: (24.5)

Contoh
Rumus Taylor-h yang diterapkan pada f(x) = (x + b)Y, a = 0, memberikan:

N

N s

(x + )N = Z (],)th Ix.
=0

Fakta-fakta berikut dinyatakan tanpa bukti. Buktinya mirip dengan yang sudah
diberikan untuk versi-qg mereka:

(x=a)""+h = (x—a)(x—a-nh), (24.6)
Dy(a-x) = -nl@a—h-x)7", (24.7)
1 n
" - a)! -7 (x +h —a)*! ’ (24.8)
1 n
e (24.9)

Rumus di atas dapat diperluas ke semua bilangan bulat jika kita mendefinisikan

L 1
(x-a)," = —ar (24.10)

seperti yang ditentukan oleh (24.6).

Selanjutnya, kita membahas f(x) = ¢j, analog-g dari fungsi eksponensial. Tiga sifat
yang f(x) harus dimiliki adalah (i) f(0) = eg =1, D, f(x) = f(x) untuk setiap x, dan (iii)
f(x) memenuhi ekspansi Taylor-h (24.5) disekitar x = 0 (dengan N = oo) untuk / kecil.
Faktanya, ketiga sifat ini secara tunggal mencirikan f(x), karena dengan (i) dan (ii), kita
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tahu bahwa (D{Z £)(0) =1untuk j =0,1,.... Dengan (24.5) dan untuk a = 0, kita memiliki

=

- x(x—h)-(x= (= Dh)

f)

j=0 J
S G- (G-G-D)w
) ;
- Zf

Y

dan karenanya, dengan ekspansi Taylor biasa dari binomial, kita memiliki
el = (1+h)h (24.11)

Khususnya, e] = 2*. Juga, saath — 0, basis (1 +h)" mendekati e, seperti yang diharapkan.
Perhatikan bahwa

- A+h)S —(1+F  A+h)* -1
h = =

h ; (1 + ¥,

dan karenanya
Dy = [alrel, (24.12)

hal ini berfungsi sebagai contoh di mana aturan rantai gagal.
Jika D,F(x) = f(x), maka F(x) disebut antiderivatif-h dari f(x) dan dinotasikan dengan

f fx)dpx.

Integral-h tertentu dari suatu fungsi dari x = a ke x = b, di mana a dan b berbeda dengan
kelipatan bilangan bulat dari , dapat didefinisikan sebagai jumlah berhingga:

Definisi 24.2 Jika b —a € hZ, kita definisikan integral tertentu-h sebagai

, h(f@)+ f@a+h)+--+f(b—h) bilaa<b
f Fedx €0 bilaa = b (24.13)
e “h(f(b)+ fb+h)+---+ f(a—h)) bilaa>b.

Dengan definisi ini, integral tertentu-h adalah jumlah Riemann dari f(x) pada interval
[a, b] yang dipartisi menjadi subinterval dengan lebar yang sama. ®
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100 Derivatif-h dan Integral-h..

Teorema berikut membenarkan (24.13) sebagai definisi yang tepat untuk integral-h.

Teorema 24.1 (Teorema Dasar Kalkulus-h) Bila F(x) adalah suatu antiderivatif-h dari
f(x) dan b — a € hZ, maka kita mempunyai

b
f f(x)dnx = F(b) — F(a). (24.14)

Bukti
Bila b > a, maka dengan definisi kita mempunyai

[ oo

b—a
51

Y fa+
j=0

b—a
51

= K Z D,F()|
j=0

x=a+jh

b—a
Tl

= ) (F@+(j+Dh) —F@a+ j)

j=0
= F(b) - F(a),

seperti yang diinginkan. Bukti untuk kasus b < a serupa, sedangkan untuk kasus
terakhir, b = g, trivial. @

Menerapkan Teorema 24.1 ke D;,(F(x)g(x)) dan menggunakan (24.1), kita memperoleh
integral bagian versi-h:

b b
f Fg®) = FO)g0) — F@)g(a) - f gCx + W £, (24.15)

dimana (dengan asumsi a < b)

b
f f)Dyg(x)dpx
!

= 1Y fa+ jh)(Dig)a+ i
j=0

b
f F0g ()

bea g
- Z fa+ jh) (ga+ jh+h) — ga+ jh)).

=0

Ambil h = 1 dan 4, b adalah bilangan bulat, dengan a < b. Untuk suatu fungsi ¢(x) kita
definisikan

f@) =@0) + @)+ +px-1),
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di mana x adalah bilangan bulat positif. Dengan kata lain, D; f(x) = ¢(x). Dari (24.15),
kita peroleh

b-1 b-1
Y o(g(i+ 1) = sO)FB) - @F@ ~ Y. FGi)(+1) - g(). (24.16)
j=a j=a

Rumus ini dikenal sebagai transformasi Abel.

Rumuslain yang berguna dapat diperoleh dengan berulang kali menerapkan integral-
h bagian. Jika x — a € hZ maka menggunakan (24.7) dan (24.15), kita memiliki

f Dy f(t)dut
= —f th(t)dh(x—t)

= (Dnf)@)(x —a)+ f (x —h— t)D; f(t)dyt

f(x) = f(a)

- OPEE-0-; [ D0
= D@ -a) + 5D -
—% fa D} f(dn(x — 1),

dan seterusnya, dan karenanya untuk sembarang bilangan bulat tak negatif 7,

D) f(a) 1 . n
f(x)—;o h] (x = a), - D) f D f(t)du(x — B, (24.17)
atau
f(x)—Z ’{( )( - )]+— f (x =t = h)y D f(£)dit. (24.18)
j=0

Rumus ini disebut rumus interpolasi Newton. Seperti yang telah kita lihat, dari sudut
pandang kalkulus-#, ini adalah rumus Taylor-i dengan suku sisa. Misalkan / > 0. Oleh
(24.13), nilai mutlak dari suku sisanya terbatas oleh

1 1 1
—lx —a"t rﬂg]x|DZ+ f|- (24.19)

Untuk melihat mengapa (24.18) disebut rumus interpolasi, misalkan x = a + mh,
di mana m adalah bilangan bulat positif. Integral dalam (24.18) maka menggunakan
(24.13) sama dengan

3

((a + mh) — (a + jh) — h)h D””f(a + jh).

T
=)
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102 Derivatif-h dan Integral-h..

Karena fungsi g(t) = (a+mh—t—h); adalah nol ketika t = a+(m—1)h,a+(m—-2)h,...,a+
(m — n)h, suku sisanya nol ketika m adalah bilangan bulat antara 1 dan n. Integral jelas
juga nol ketika m = 0. Ini menunjukkan bahwa jumlah berhingga pada (24.18) tepat
sama dengan f(x) pada n + 1 titik yang berjarak sama x = a,a + h,a + 2h,...,a + nh.
Oleh karena itu jumlah, bila dianggap sebagai fungsi x, sebenarnya adalah polinomial
interpolasi derajat n yang mendekati sebarang fungsi f(x) dalam interval [, b = a + nh].
Kelahan suku sisa dapat diperkirakan menggunakan (24.19).

Karena kemiripan antara (24.18) dan (22.4), pembahasan serupa juga berlaku untuk
versi-g, yaitu, jumlah di ruas kanan (22.4) dapat dilihat sebagai polinomial interpolasi
yang tepatdia,qa,...,q"a.
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Polinomial Bernoulli dan Bilangan
Bernoulli

Dalam bab ini, kita memperkenalkan barisan polinomial yang terkait erat dengan anti-
turunan h dari polinomial dan memiliki banyak aplikasi penting.

Definisi 25.1 Dalam ekspansi Taylor

[Se]

Y Bul) o _ 2% (25.1)

n! Cer—17
n=0

B,(x) adalah polinomial dalam x, untuk setiap bilangan bulat nonnegatif n. Mereka
dikenal sebagai polinomial Bernoulli. ®

Jika kita turunkan kedua ruas dari (25.1) terhadap x, kita peroleh

[Se] [S¢]

B,(x) ,  ze* B,(x) .4
Z n! z _Zez—l_Z n! o

n=0 n=0

Menyamakan koefisien dari z" , dimana n > 1, menghasilkan
B(x) = nB,1(x) (25.2)

Bersama dengan fakta bahwa By(x) = 1, yang dapat diperoleh dengan menentukan
z mendekati nol pada kedua sisi (25.1), maka derajat B,(x) adalah n dan koefisien
terkemuka adalah kesatuan. Dengan menggunakan (25.2), kita dapat menentukan B,,(x)
satu per satu, asalkan suku-suku konstannya diketahui.

Definisi 25.2 Untuk n > 0, b, = B,(0) disebut bilangan Bernoulli. Menempatkan x = 0
di (25.1), kita mendapatkan

= b, z

Z = 2= (25.3)

Z
o ez—1
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104 Polinomial Bernoulli dan Bilangan Bernoulli..

Dengan menggunakan ekspansi Taylor, kita mempunyai

z 1

4

-1 1424242 4...
1+5+%+5+

kita dapat menggunakan pembagian panjang ("poro gapit") untuk mendapatkan bila-
ngan Bernoulli. ®

Namun, kita ingin menentukan b, dan B,(x) dengan cara yang lebih mudah dan siste-
matis. Untuk mencapai ini, kita memerlukan proposisi berikut.

Proposisi 25.1 Untuk sebarangn > 1,
B,(x + 1) = B,(x) = nx"L. (25.4)
Bukti
Membandingkan koefisien z" di
= By(x+1) , vy Bu(v) ,  ze®D —ze 4
nZ:(; n - nZ:(; n o e-1 B T ax’

sehingga kita mempunyai

[ee]

A
D B+ 1) =By@) — = =-¢

n=0

tetapi

(o)
x"z"
ezx:Z .
!

Dengan demikian Kita mempunyai

. z" = d X'z
;(Bn<x+1)—3n<x>)a = )=

x n!
n=0
— Z nxn—l Z
n!
n=0
Terlihat bahwa B, (x + 1) — B,(x) = nx""! sebagaimana yang kita inginkan. [
Proposisi 25.2 Untuk sebarang n > 0, maka
= (n
B.(x) = ( ) bix" . (25.5)
n Z ] ]

j=0
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Bukti
Misalkan

F,(x) = Z (’;) b,

=0

Cukup untuk menunjukkan bahwa (i) F,(0) = b, untuk n > 0 dan (ii) F'(x) = nF,_1(x)
untuk setiap n > 1, karena kedua sifat ini secara tunggal mencirikan B, (x). Sifat pertama
jelas. Adapun sifat kedua menggunakan fakta bahwa untuk n > j > 0,

(n_.)(n)_ n! _n(n—l)
i)~ == =" )

untuk n > 1, kita mempunyai
n—1 n—1

d . ;
EF”(X) = Z (’;)(n —Pbx" " =n

(” - 1)b,x"-1-f =P (x),
=0 o\

sebagaimana yang diharapkan. ®
Menempatkan x = 1 ke dalam (25.5), kita mendapatkan

n n-1
=g oo
j=0

=0

atau

Bn(l) - bn Bn(l) - Bn(o)

i(?’) n>1.

=0

Namun, untuk sebarang n > 2 dan pada (25.4) kita berikan nilai x = 0, kita memiliki
B,(1) — B,(0) = 0. Oleh karena itu, kita memperoleh rumus

n—1

(7) —0, n>2. (25.6)
=0

Rumus (25.6) memungkinkan kita untuk menghitung bilangan Bernoulli secara induktif.
Beberapa yang pertama adalah

1 1 1 1
bo = 1,b1 = —E,bz = g,bg, = 0,b4 = —%,b5 = O,b6 = E (257)
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106 Polinomial Bernoulli dan Bilangan Bernoulli..

Sangat menggoda untuk menebak bahwa |b,] — 0 bila n — oco. Namun, jika kita
mempertimbangkan beberapa bilangan lain dalam dalam barisan

1 5 621 7
bS - _%/ blO - &/ blZ - _730/ b14 - g/
, 3617 43867 174611
16 — 510 s V18 — 798 s Y20 — 330 s

kita perhatikan bahwa nilai-nilai mereka pada umumnya tumbuh dengan tanda yang
bergantian (lihat pembahasan pertanyaan ini di Bab 27). Sifat penting lainnya dari
bilangan Bernoulli adalah b, = 0 untuk n > 3 ganjil, yang mengikuti fakta bahwa fungsi

o0

b, , z z zé+1
f@=), TR A= B S P |

n=0

adalah fungsi genap, yaitu, f(-z) = f(z). (Koefisien t" dalam ekspansi Taylor disekitar
0 dari setiap fungsi genap g(t) adalah nol untuk semua n yang ganjil, jika ¢ genap,
¢ (t) = (-=1)"¢g'"(~t) untuk setiap n dan ¢g™(0) = —¢™(0) untuk n ganjil.)

Rumus menarik lainnya yang melibatkan bilangan Bernoulli dapat diperoleh dengan
memasukkan x = -1 ke dalam (25.4) dan (25.5), yang menghasilkan

by, + n(-1)n = B,(-1) = (n) bi(-1)"7,
atau

n—1
n (n
n=1+ 5 + ;(—1)1(],) b;.

Mengganti j dengan j + 1, dan n dengan n + 1, kita mendapatkan:

n—1 ' b. 1 1
1y n j+1 _ 4
;‘( 1 (]) j+1 n+1 2 (25.8)

Proposisi 25.3 Untuk sebarang n > 1, kita mempunyai

n—

1
(’;) Bj(x) = nx" L, (25.9)
j=0

Bukti
Kasus untuk n = 1 sudah jelas. Jika kita berasumsi bahwa (25.9) benar untuk beberapa
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k > 1, dengan (25.2) kita dapatkan

k
LEF oo

=0

k
)M ERE
j
Sk
= (k+1)) . ],_1) Bj1(x)

k) B]-(x)

I
=
+
=
g
~

(k + D!
d k
(k + 1)@3( ,

atau )

y (k+. 1) Bi(x) = (k+ 1) + G,

=

untuk beberapa C konstan. Menempatkan x = 0 dan menggunakan (25.6) menunjukkan

bahwa C = 0. Oleh karena itu, dengan induksi, (25.9) benar untuk sembarang bilangan
bulat positif. @

Seperti yang telah disebutkan di atas, rumus (25.2) dan pengetahuan tentang bi-
langan Bernoulli memungkinkan kita untuk menentukan polinomial Bernoulli secara
induktif. Enam yang pertama tercantum di bawah ini:

BQ(X) = 1,
Bi) = x-3,
) 1
By(x) = x"—x+ E’
Bs(x) = x*— %xz + %x,
1
B = -2+t - —,
4(x) X X°+x 30
5 5 1
_ 524 .23 1
Bs(x) = «x 2x + 3x 6x.
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Jumlah dari Pangkat

Kita sekarang beralih ke hubungan antara polinomial Bernoulli dan kalkulus-h. Dengan
Proposisi 25.1, kita memiliki

Dan(x) = Bn(x + 1) - Bn(x) = nxn_lr
atau

nfx”‘ldlx = B, (x), (26.1)

dimana D; adalah derivatif-h dengan & = 1 dan f f(x)d1x adalah antiderivatif-h den-
gan h = 1. Menerapkan teorema dasar kalkulus-i (22.14) dan untuk bilangan bulat
nonnegatif #, kita miliki

Bn+1(b) - Bn+l(a)
n+1

b
a”+(a+1)”+---+(b—1)”:f xX'dix = , (26.2)

di manaa < bdan b —a € Z. Jika kita menulis ulang ruas kanan menggunakan (25.5)
dan misalkan a = —-0,b = M + 1, kita peroleh

1 5 (n+1
n: 7’l+1—j .
Z k n+1§' ( ]_ )(M+1) b;. (26.3)
k=0 j=0

Setelah bilangan Bernoulli diketahui, seseorang dapat menggunakan (26.3) dengan mu-
dah menemukan rumus untuk menjumlahkan pangkat bilangan bulat.
Misalnya, ketika n = 2, (26.3) menjadi

MM +1)M + 1)
_ : ,

- 1 3 1
2 _ = 3 _ - 24
kE:lk _3((M+1) 2(M+1) +2(M+1))
Untuk n = 3, kita mempunyai

M 2
Zk3 = }L((M+1)4—2(M+ 1)° + (M +1)?) = (w) :
k=1

2
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110 Jumlah dari Pangkat..

Suatu kebetulan yang menarik bahwa untuk sembarang bilangan bulat positif M,
P+ + + M =(1+2+---+M)>~

Juga, (26.3) mengungkapkan fakta umum bahwa rumus untuk 1" + 2" + - - - + M" adalah
polinomial dalam M dengan derajat n + 1. Polinomial ini, untuk sembarang bilangan
bulat positif n, memuat faktor M(M + 1), karena ruas kanan (26.3) jelas bernilai nol untuk
M = -1 dan, dengan (25.6), juga bernilai nol untuk M = 0.
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Formula Euler-Maclaurin

Dalam Kalkulus-g, rumus Jackson (21.2) menyediakan cara untuk menghitung secara
eksplisit suatu antiderivatif-q dari sebarang fungsi. Ingatlah bahwa rumus Jackson
dideduksi secara formal menggunakan operator. Kita akan melakukan hal yang sama
untuk antiderivatif-h dalam bab ini.

Misalkan D,F(x) = f(x). Menggunakan rumus Taylor biasa, kita mempunyai

[o¢]

Fx+h)=) £ n(r’f!)hn = (Z h;?n)F(x),

n=0 n=0

dan karenanya, secara formal,
F(x + h) = ¢"PF(x), (27.1)

. def - .
dimana D = 4. Jadji, kita mempunyai

) = F(x + h;l ~F(x) _ ehDh— 1F(x),
atau "
F(x) = ehDEz 7 ff(x)dx. (27.2)

Dengan definisi bilangan Bernoulli (25.3), kita memiliki

hD = b,
5T = ZOE(hD) ,

dengan demikian,

F(x) = i %(hD)” f F(x)dx.

n=0
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Menggunakan fakta bahwa b, = 0 jika n ganjil dan n > 3, kami menyimpulkan rumus
Euler-Maclaurin

h = Do,
P = [ -3+ Y B e 27.3)

n=1

Perhatikan bahwa integral dan turunan biasa terlibat dalam (27.3). Misalkan & = 1 dan
b —a € IN. Dengan menggunakan teorema dasar kalkulus-, kita dapatkan

Zf(n) f f(x)dx——(f(b) f(a))+2 o (0 - @) @74

Jika f menurun begitu cepat dengan x sehingga semua turunannya mendekati nol bila
x — oo, kita peroleh

Zf(n) [ s+ s - Sjj,f@” ") @75)

Untuk membenarkan derivasi formal dari rumus-rumus ini, kita perhatikan beber-
apa contoh. Jika f(x) = x° , di mana s adalah bilangan bulat positif, (27.4) menjadi

b-1
Z s bs+1 _ as+l bs —af
n = -
s+1 S

n=a

s+1

+Z (s = 1) (s - m+ 2T —a )

s+1 x=b

- -i]: : [xs+1 _ S _iz_ 1xs + Z (S :’;1) bmxs+1—mJ

7

m=2

xX=a

yang, dengan (25.5), hanyalah ﬁ(BS”(b) — Bg11(a)). Kita baru saja memulihkan formula
(26.2) dari bab sebelumnya. Sebagai contoh kedua, pertimbangkan (27.5) dengan f(x) =
e dan a = 0. RSKi adalah deret geometri,

Z(e = _1,

yang sesuai dengan RSKa,
1 bzn -1

1 = —,
+2 Jonl " -1

di mana kita telah menggunakan (25.3) dengan z = —1. Oleh karena itu, rumus Euler-
Maclaurin memiliki lebih dari sekadar nilai formal, setidaknya untuk fungsi yang menu-
run dengan cepat pada tak hingga, seperti f(x) = e™.
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Untuk rumus (27.4) dan (27.5), meskipun kedua ruas kiri dan kanannya melibatkan
penjumlahan, rumus di RSKa dapat konvergen lebih cepat daripada rumus di RSKi.
Dalam hal ini, rumus menyediakan cara yang efisien untuk memperkirakan jumlah
yang terbatas dan tak terbatas. Namun, kita harus berhati-hati dalam menerapkan
rumus ini untuk memperkirakan jumlah, karena, seperti yang dibahas dalam Bab 25,
|b2y| meningkat tanpa batas dengan n. Pertimbangkan f(x) = x2. Karena f™(x) =
(=1)"2-3---(n + 1)x™"2, kita peroleh

[o¢]

1 1 v b
= toat) (27.6)
n=a n=1
Kita akan melihat bahwa deret pada RSKa pertama-tama konvergen dengan cepat,
tetapi pada beberapa n, |b,,| yang cukup besar menjadi dominan atas #*' , dan jumlah
parsial memantul ke atas dan ke bawah semakin banyak secara drastis. Untuk melihat
seberapa baik jumlah parsial tertentu mendekati nilai sebenarnya, kita ingin menu-
runkan rumus yang mirip dengan (27.4), tetapi dengan jumlah tak terbatas pada RSKa
jumlah parsial ke-N diganti dengan sy, ditambah suatu suku sisa Ry.
Untuk memulainya, kita menulis ulang RSKa dari (27.4) sebagai

Z Z— 1@ +1) - h9(a))

di mana h(x) = f f(x)dx. Misalkan a € Z dan b = a + 1. Pertimbangkan jumlah parsial
ke-N,

Y B(O)(
kz(; = 9@+ 1) -1@),

dimana N adalah bilangan bulat positif. Jika kita memisalkan g(x) = By(x)/N!, dan
dengan (25.2) kita memiliki g™ (x) = Bi(x)/k!. Dengan Proposisi 25.1, kita memiliki
Bi(1) = Bx(0) untuk k # 1 dan B;(1) = B1(0) + 1. Maka dari itu

N
Z(%W(m 1) - B"(l) 1m0 (q ))+h(a)

k=0

SN

N
Y (8" P9 +1) - gNPWEO @) + I ()

k=0

x=1

N
W (a) — Z gV PP @ +1-x)
k=0

x=0
Karena fungsi

N
G(x) = Z gV PP @ +1-x)

k=0
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mempunyai suatu derivatif yang sederhana,

N N
G(x) = Z gV DB @ +1 - x) - Z gV PR* V(@ +1 - x)

N+1

= Z gV (g +1 - x) — Z gNFD(EB(a + 1 - x)

= (N”)(x)h(a +1-x)- (x)h(N”)(a +1-x)
= —g(x)h(N”)(a +1-x),

dimana ¢V*D(X) = 0 karena deg(g) = deg(By) = N, kita memiliki

1
sy =M (a) — G(1) + G(0) = I (a) + f g)HN (@ + 1 — x)dx,
0

atau

Z

(e ) - @) = o+ [ B0 00011
=0

jika kita menyatakan f f(x)dx dengan f(— 1)(x). Melakukan perubahan variabel x =
a+ 1 —t dalam integral, kita peroleh

fla) = §N % (£6-0(a + 1) - FD(a)) - f L= oo ),
ey N!
k=0

a

dimana {y} € [0, 1) menunjukkan bagian pecahan dari bilangan real y. Faktanya, karena
a adalah bilangan bulat, untuk a < t < a+1 kita memiliki -4 <1 -t < —a+1 dan dengan
demikian {1 -t} = a + 1 —t. Akhirnya, mengganti a dengana+1,a+2,...,b—1 dan
menjumlahkan semuanya menghasilkan

Zf(n) Zk—k (F20) - FY@) - f DD e @)

atauuntuk N =2m + 1,

b
= [ o360 - s+ Z L) - @)

B2m+1 ({ - m+

yang merupakan rumus Euler-Maclaurin dengan sisa. Jika f dan turunannya nol di tak
terhingga, kita memiliki

Y f) = f f<t)df+%f(ﬂ) (é)ik).f‘z" Ya) - f Bzgﬁq(‘{j 1_)_zt})f(2m”)(t)dt. (27.9)
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Ini mengikuti dari (27.7) bahwa kita dapat mengganti 2m + 1 dengan 2m di suku sisa
(27.8) dan (27.9) jika m > 1.

Rumus (27.8) dan (27.9) memberi tahu kita bahwa kesalahan dalam memperkirakan
jumlah pada RSKi dengan s,,,.; diberikan oleh suku sisanya,

" B (1 = 1) s
Ropi1 = f % FEmD(dt, (b < o0). (27.10)

Untuk memperkirakan besarnya, kita membutuhkan batas atas B,,,.1(x) pada interval
[0, 1]. Dengan definisi polinomial Bernoulli (25.1), kita memiliki

[o¢]

Bn azZ
Y @ 2 27.11)
o n! ez —1

untuk 0 < a < 1 apa pun. Diketahui dari analisis kompleks bahwa jari-jari konvergensi
deret pangkat suatu fungsi f(z) di sekitar z = 0 diberikan oleh jarak pada bidang
kompleks dari titik asal ke titik terdekat di mana f(z) membesar. (Misalnya, diketahui
bahwa jari-jari konvergensi deret geometri }.,.,z" adalah 1, yang juga mengikuti fakta
bahwa jumlahnya sama dengan (1 — z)™! dimana ia konvergen.) Sekarang, semua titik
dimana (¢ — 1)"! membesar adalah 27ni, dengan n adalah bilangan bulat; maka yang
terdekat dengan titik asal di antara titik-titik tersebut adalah +2i. Jari-jari konvergensi
deret pangkat di (27.11) dengan demikian adalah 2m.

Di sisi lain, fakta lain dari analisis memberi tahu kita bahwa jika R adalah jari-jari
konvergensi deret pangkat ) 4,x", maka batas atas nilai (|2,|R")"/" = R|a,|'/" adalah satu,
yaitu, |a,|'/" akhirnya dibatasi oleh 1/R, tetapi tidak dengan bilangan yang lebih kecil.
(Seseorang dapat memverifikasi fakta ini dengan mempertimbangkan deret geometri
Y. a"x" ,di mana R = 1/|a|l.) Apa artinya semua ini adalah bahwa #n cenderung oo, kita

punya
B.@)I\" 1
n! 27’
atau
B.@) 1
n! 2n)r”

Oleh karena itu, mengikuti dari (27.10), batas yang diperlukan dari |Ry,+1| memiliki nilai

yang mirip dengan
1 b
o | 1

Penting untuk dicatat bahwa diskusi kita tentang ukuran |R,,,+1| di sini bukanlah pem-
bahasan yang ketat. Namun, hasil di atas valid, karena sebenarnya diketahui bahwa
untuk0<a <1,

|B2m+1(a)| < 46277
Qm+1)!  Qu)zmt

(27.12)
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(Estimasi ini dapat diperoleh dengan menguraikan B,,,;1(x) dalam deret Fourier.) Oleh
karena itu, kita memiliki

4¢2" !
|Rom+1| < Wf | femHD(t)\dt. (27.13)
a

Misalnya, dengan f(x) = ¢™,a = 0, dan b = oo, (27.13) memberi tahu kita bahwa
IRom11| < 4€2™ /(270> menuju nol dengan sangat cepat, dan kita telah melihat sebelum-
nya dalam bab ini bahwa deret Euler-Maclaurin memang konvergen.

Selanjutnya, mari kita perhatikan f(x) = x2,b = oo lagi. Misalkan kita ingin menaksir
jumlah

= 1
eqrEMy4 Z — (27.14)
n=1

dan pertama-tama kita melakukannya dengan menjumlahkan sejumlah besar suku-
sukunya, misalnya 1000. Ekor jumlah dapat diperkirakan menggunakan integral, yaitu,

~d il ~d
0,001=f =< —2<f = =0,001001 - --
n X
1 n=1000 999

00 X

Kita melihat bahwa metode pertama kita memberikan jawaban yang akurat hanya un-
tuk sekitar tempat desimal keenam. Bagaimana jika kita melangkah lebih jauh dan
menggunakan (27.9) untuk memperkirakan ekor? Dari (27.13), kita mendapatkan per-
tidaksamaan

4e*™(2m + 1)!

R .
Rl < 0000002

Secara khusus, kita memiliki
Ry <107 Rs;<107'%, R, <107%.

Ini berarti bahwa beberapa perhitungan lagi akan sangat meningkatkan akurasi perki-
raan kita.

Sangat menarik untuk menyimpulkan bahwa semakin banyak suku yang kita hitung,
semakin akurat perkiraan yang kita peroleh. Namun, rasio

R2m+1
R2m—l

2m(2m + 1)
(20007)?

akhirnya melebihi satu. Ketika m kecil, |[Ry;+1| berkurang dengan cepat dan jumlah
parsial tampaknya konvergen, sampai ketika m ~ 10007, nilai [Ry+1| adalah dimini-
malkan, dan di luar itu, jumlah parsial mulai memantul lebih dan lebih keras dari nilai
sebenarnya. Secara umum, jika ekor dimulai dari n = 4, maka |Ry+1| diminimalkan
ketika m ~ ma.

Nilai eksak dari jumlah (??) pertama kali ditemukan oleh Euler adalah 7?/6. Ada
banyak cara untuk membuktikannya, salah satunya menggunakan analisis kompleks
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dan yang lain melibatkan deret Fourier. Keduanya juga memungkinkan kita menghi-
tung nilai eksak dari )., (1/7°), di mana s adalah bilangan bulat positif genap: nilainya
menjadi 25717¢°|bg|/s!.  Namun, tidak ada bentuk serupa mendekati yang ditemukan
untuk jumlah ini ketika s ganjil.

Sebagai kesimpulan, pertimbangkan dua contoh sederhana lainnya dari Euler-MacLaurin.
rumus (27.8), dengana =1,m = 1.

Contoh 1.
Untuk f(x) = %, maka kita mempunyai

b
Y % = log(b) + R(b), dimana lim R(b) =c. (27.15)

n=1

Maka bilangan ¢ dinamakan konstan Euler.

Contoh 2.
Bila f(x) = log(x), maka kita mempunyai

b
loglb—-1)! = f log(t)dt — %log(b) + Rq(b), dimana z}im R(b) = C. (27.16)
1 —00
Dengan menggunakan integral bagian, kita mempunyai
b
f log(t)dt = b(log(b) — 1).
1
Oleh karena itu, menambahkan log(b) ke kedua sisi (27.16), kita mendapatkan:
p\!
log(b)! = log( Vb) (2) + Ry(b).
Karena itu, bila b — oo, kita mempunyai
b

bl ~ € \/E(S) (27.17)

Perhitungan tambahan menunjukkan bahwa eC = \/2_7'( Hasilnya adalah formula Stir-
ling yang terkenal.
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Kalkulus Kuantum Simetri

Diferensial-g dan diferensial-h dapat "simetri" dengan cara berikut,

d(f@) = flgx) - flq '), (28.1)
d(g(x) = glx+h)—glx—h), (28.2)

dimana seperti biasa, g # 1 dan h # 0. Definisi dari derivatif yang bersesuaian jelas
mengikuti:

d,f(x)  fqx) - f(g ")

D) = === TET AL (283)

- d h)—g(x—h

Difgeyy = 250 - SETDISEED (28.4
h

Kita akan membatasu diri kita sendiri secara singkat untuk membahas kalkulus-g simetri
saja, karena ini penting untuk teori beberapa objek aljabar yang disebut grup kuantum.
Aturan perkalian-g dan hasil bagi simetri adalah

D,(f(x)g(x)) f(g)D,g(x) + g(g~"x)D, f(x)
f(q ' 0)D,g(x) + g(qx)D, £ (x), (28.5)
D (@) _ g(qJC)qu(x) - f(qx)f)qg(x)

! _

() 8(72)8(q~"x)
“13\D — 0D
8Dy f(x) f(lq 9)Dyg () (28.6)
8(q)8(q7"x)
Untuk sebarang bilangan «, kita memiliki
Dyx® = [a] x*7, (28.7)
dimana
) qa _ q—a
[a], = P (28.8)
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Proposisi 28.1 Untuk sebarang bilangan bulat positip 7, bila kita mendefinisikan

(- = (v - ") — " Ca)x - " 5a) - (v - ), (28.9)
dan (x — a)g &f 1, maka kita mempunyai
Dy(x = a)j = [n],(x - a); ™ (28.10)

Bukti
Kasus n =1 trivial. Perhatikan bahwa untuk sembarang n > 1, maka

(x—a)f* = (x - qa)j(x — g "a).
Jadi, dengan (28.5) dan induksi pada 7, kita memiliki

Dy(x —a);*!

(qx = qa)} + [n],(x — qa); (g7 x — g "a)
= g —a)t + gl G — ga) 7 (x — 7 a)
@' +q  nl)(x —a);

[n+1],(x —a)z,

sebagaimana yang kita harapkan. @

Perhatikan bahwa deg(x — a); = n untuk setiap 1, dan tiga yang pertama adalah

(-} = (x-a),
(x-ap = (x—qa)x-q"a),

(-2 = (- ga)x—a)x—q7a).

Namun, jika a # 0, (x — a)g tidak nol di x = a ketika n genap, dan dengan demikian

polinomial P,(x) = (x — a);l’ / [nfq! tidak memenuhi semua kondisi untuk rumus umum
Taylor (Teorema 4.1). (Kita mengacu pada (28.23) untuk keluarga polinomial yang
berlaku Teorema 4.1.) Untuk a = 0, ekspansi Taylor dari deret pangkat formal adalah

[o¢]

f0) =Y (Dif) )

j:

xJ

e (28.11)
!

Pertimbangkan f(x) = (x + a)g. Karena untuk j <n

y ) ) . ) i [an! —7
(D3f) 0 = [l = 1T, = j+ 11, x (0 + )y = (ln——ﬂ']a |
]
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dan untuk j > n, D] f(x) = 0, kita memiliki

(c+ay=Y (”) iy, (28.12)
2\j),
dimana i (s
n n,!
S 1
(j)q [ = 71 (2819

Persamaan (28.12) adalah analog-4 dari rumus binomial Gauss (7.5). Kitajugaingin men-
dapatkan analog-§ dari rumus binomial Heine (10.1). Selanjutnya kita pertimbangkan
gx)=1/(1 - x)g. Karena

1-x; = (1-¢""001-q4"x)-(1-q""x)
= 7@ =0T =) TG =),

atau
(1-x);=(-1)"(x—-1), (28.14)

dan, kita mempunyai
Dy(1 =2 = (1) (= 1 =~ [, (1 - 0,

selanjutnya dengan (28.6)

B alx) = [n],(1 —x);~" _ [n],
18() (1- qx)g(l - q—lx)g (1- x)gﬂ' (28.15)
Oleh karena itu, untuk setiap j > 0, kita memiliki
(Dig)©) = [nl,---[n + j— 11,
dan i |
Sy Wy =y (28.16)

=5 [Ty ’

=

yang sangat mirip dengan (10.1).

Sekarang mari kita beralih ke integral. Untuk menurunkan rumus eksplisit antiderivatif-

g dari sebarang fungsi f(x), kita dapat menggunakan pendekatan formal lagi menggu-
nakan operator. Misalkan F(x) adalah antiderivatif- dari f(x). Menggunakan operator
M, seperti yang didefinisikan dalam (7.6), kita memiliki

M, — Mg = F(gx) = F(g~'x) = (9 — 7 )xf(x).
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Karena untuk sebarang g(x),
MM, 8(x) = MaM,g(x) = g(x),

wajar untuk menulis ]\71,1_1 = (Mq)‘l. Dengan demikian, kita memiliki

LI RS —

q

atau

A

Fo) = — (- g xfo
1- M3

= (q—q "My + M + M +--)xf(x).

Oleh karena itu, kita memiliki

P =x@q-q7) ) q"'fg"). (28.17)

n=1,3,...

Sangat mudah untuk memverifikasi bahwa jika RSKa dari (28.17) konvergen, ia mem-
berikan antiderivatif-§ dari f(x), dan antiderivatif ini nol di x = 0. Akibatnya, asalkan
deret tersebut konvergen, integral tertentu-§ diberikan oleh

fo f(x)qu = a(q_l -q) Z q" f(q"x). (28.18)

n=1,3,...

Masalah ketunggalan terletak pada sifat solusi persamaan fungsional D,G(x) = 0. Per-
samaan ini menyiratkan G(qx) = G(q7'x), atau G(x) = G(4*"x) untuk sebarang x dan
bilangan bulat n. Jika kita memsyaratkan G(x) kontinu di 0, maka G(x) akan mendekati
G(0); jadi G(x) adalah konstan. Oleh karena itu, seperti dalam kalkulus-g, kontinuitas
pada x = 0 memaksa antiturunan-§ untuk ditentukan secara tunggal hingga jumlah
konstan.

Bila kita mendefinisikan

fab Feoyx = fob oo - fo " odox,

khususnya, kita mempunyai

m—1

q

f (x)qu

qm+1

(q—l _ q)[ Z qn+m—1f(qn+m—l) _ qn+m+lf(qn+m+l)

n=1,3,... n=1,3,...

G = g"fq").
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Maka wajar untuk mendefinisikan

(o) 5 q 5
f(; flodx = ) f(x)dqx

-9 7" f(q"). (28.19)

m=+1,£3,

Il
—~
B

Kita berhenti di sini, menyerahkan kepada pembaca untuk mengembangkan kalku-
lus simetri-q lebih jauh di sepanjang garis kalkulus-g.
indexkalkulus-g

Kita menyimpulkan keseluruhan pembahasan kalkulus-g ini dengan diskusi singkat
tentang kuantum kalkulus yang lebih umum. Dalam apa yang telah dibahas ini kita
menjumpai tiga kalkulus kuantum yang berbeda, yaitu kalkulus-g, kalkulus-h, dan
kalkulus simetris-g. Definisi paling umum dari diferensial kuantum adalah

df(x) =d(gx+h) — f(g'x + 1').

Teori serupa yang terdiri dari turunan yang sesuai, rumus Taylor, dan antiturunan dapat
dikembangkan. Agar turunan Df(x) = df(x)/dx terdefinisi dengan baik, kita harus
mengasumsikan bahwa g # q" atau h # I’. Keluarga polinomial {P,},>o yang memenuhi
ketiga asumsi Teorema 4.1 selalu ada, karena polinomial tersebut dapat diturunkan satu
demi satu mulai dari #n = 0. Secara umum, polinomial ini memiliki ekspresi berikut:

Py(x) = cu(x —a)(x —az) -~ (x — ay), (28.20)

di mana a,as, ... adalah fungsi dalam a,4,¢’,h,I’. Dengan membandingkan koefisien
awal dalam DP,(x) dan P,_;(x), mudah untuk melihat bahwa c,/c,.1 = 1/[n], dimana
kita mendefinisikan

def

] € (¢ - ¢")/(q - q) bila g # ¢’ dan [n] & ng" " bilag =g
Misalkankan [n]! = [1] - - - [n] untuk bilangan bulat positif n, dan [0] = 1, kita memiliki

1
¢, =—,n=0.
" ]!
Namun, ekspresi umum g, terlalu rumit untuk dituliskan secara eksplisit. Kali ini, kita
membandingkan koefisien dari x"~! dalam dP,(x) dan P,_;(x)dx. Hal ini memungkinkan
kita untuk menyimpulkan rumus rekursi berikut untuk s, =a+a, +---+a,,n > 2:

_ [1] n@*h—-q™ 'y mjh-n)\, . ,
o = [i’l — 1]Sn—1 + qn—l _ q/n—l qn—l _ qm—l bila q * q, (2821)
n 1 o .,
S, = mqs,H + En(h +h')bilag =74’ (28.22)
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Orang dapat dengan mudah melihat bahwa secara umum, bahkan a, dan a3 memiliki
ekspresi yang tidak menyenangkan. Relasirekursif lebih sederhana ketikah = h’. Dalam
hal ini, (28.21) menjadi

[1]

[n —1]

yang, bersama dengan kondisi awal s; = 4, memberikan solusinya

Sp = Sy—1+nh, n>2,

sn:(a—h)[n]+h[n](%+é—]+---+%),nzl.

(Solusinya dapat diperoleh dengan cara substitusi ¢, = s,/[n]). Maka, kita punya
Ay = Sy — Sp-1

= (a—h)([n]—[n—l])+nh+h([n]—[n—l])([i—]+é---+ﬁ), n>2.

Khususnya, untuk kalkulus-g simetri, yaitu, h = 0,4’ = 47!, kita memiliki

a, = ([1’1]27 — [n — 1]~q)a — (qn—l _ qn—Z + qn—3 — ql—n)al n>1.

Dengan kata lain, barisan polinomial untuk kalkulus-q simetri yang diterapkan oleh
rumus Taylor umum diberikan oleh

L

(x—a) (x -(g-1+ q‘l)a) X (x — @ =g+ -+ ql‘”)a) . (28.23)

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



Appendix l \

Daftar Derivatif-g

f x”‘dqx

dyx

X

f (x —a)'dyx
f (a —x)"dyx
dyx

(x —a)g
dyx
(a—x)g

f e, x
f ES%d,x
[ cos,ta
f sin, (ax)
f Cos,(ax)
f Sin, (ax)

—_— 1 _1
" Sing (g~ ax)

_1 -1
aCosq(q ax)
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Integral Bagian:

b b
f f@)d, f(x) = f(b)g(b) - f(a)g(a) - f g(gx)d, f(x)

Perubahan Variabel:

u(b)

b
fu)du = f f(u(x))dgsu(x), dimana u(x) = axP
u(a) a
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Komputasi Kuantum

Tujuan dari Bagian ini adalah untuk memberikan pengantar tentang komputasi kuan-
tum yang dapat dipahami oleh siapa saja yang merasa nyaman dengan matematika
sekolah menengah atas dan bersedia melakukan sedikit pekerjaan. Kita akan mempela-
jari qubit, keterjeratan (entanglement), teleportasi kuantum, dan algoritma kuantum,
di antara topik terkait kuantum lainnya. Tujuannya bukan untuk memberikan gagasan
yang samar-samar tentang konsep-konsep ini, tetapi untuk membuatnya sangat jelas.

Komputasi kuantum sering menjadi berita: Cina memindahkan qubit dari bumi ke
satelit; Algoritma Shor telah membahayakan metode enkripsi kita saat ini; distribusi
kunci kuantum akan membuat enkripsi aman kembali; Algoritma Grover akan mem-
percepat pencarian data. Tapi apa sebenarnya arti semua ini? Bagaimana cara kerjanya?
Semua ini akan dijelaskan.

Bisakah ini dilakukan tanpa menggunakan matematika? Tidak, tidak jika kita
ingin benar-benar memahami apa yang sedang terjadi. Ide yang mendasari datang
dari mekanika kuantum dan seringkali berlawanan dengan intuisi. Upaya untuk
mendeskripsikannya dengan kata-kata tidak berhasil karena kita tidak mengalaminya
dalam kehidupan kita sehari-hari. Lebih buruk lagi, deskripsi verbal sering mem-
beri kesan bahwa kita telah memahami sesuatu padahal sebenarnya belum. Kabar
baiknya adalah kita tidak perlu terlalu banyak memperkenalkan matematika. Peran
saya sebagai ahli matematika adalah untuk menyederhanakan matematika sebanyak
mungkin hanya dengan berpegang teguh pada hal-hal esensial absolut dan memberikan
contoh-contoh dasar untuk mengilustrasikan bagaimana matematika digunakan dan
apa artinya. Meskipun demikian, buku tersebut mungkin berisi ide-ide matematika
yang belum pernah Anda lihat sebelumnya, dan, seperti semua matematika, konsep-
konsep baru dapat tampak aneh pada awalnya. Penting untuk tidak mengabaikan
contoh tetapi membacanya dengan cermat, mengikuti setiap langkah penghitungan.

Komputasi kuantum adalah perpaduan indah antara fisika kuantum dengan ilmu
komputer. Ini menggabungkan beberapa ide fisika paling menakjubkan dari abad
kedua puluh ke dalam cara berpikir yang sama sekali baru tentang komputasi. Unit
dasar komputasi kuantum adalah qubit. Kita akan melihat apa itu qubit dan apa

129



130 Komputasi Kuantum..

yang terjadi ketika kami mengukurnya. Bit klasik adalah 0 atau 1. Jika 0 dan kita
mengukurnya, kita mendapatkan 0. Jika 1 dan kita mengukur 1, kita mendapatkan 1.
Dalam kedua kasus, bit tetap tidak berubah. Situasinya sangat berbeda untuk qubit.
Sesuatu qubit dapat berada di salah satu dari jumlah tak terbatas keadaan superposisi
dari 0 dan 1 tetapi ketika kita mengukurnya, seperti dalam kasus klasik, kita hanya
mendapatkan salah satu dari dua nilai, 0 atau 1. Tindakan pengukuran mengubah
qubit. Model matematika sederhana menjelaskan semua ini dengan tepat.

Qubit juga bisa terjerat ( can be entangled). Saat kita mengukur salah satunya, hal
itu memengaruhi keadaan yang lain. Sekali lagi, ini adalah sesuatu yang tidak kita
alami dalam kehidupan kita sehari-hari, tetapi dijelaskan dengan sempurna oleh model
matematika kita.

Ketiga hal superposisi, pengukuran, dan keterjeratan (entanglement) ini adalah ide
kunci mekanika kuantum. Setelah kita mengetahui apa artinya, kita dapat melihat
bagaimana mereka dapat digunakan dalam perhitungan. Di sinilah kecerdikan manusia
memasuki gambaran tersebut.

Matematikawan sering menggambarkan bukti sebagai sesuatu yang indah, sering
kali berisi wawasan yang tidak terduga. Kita merasakan hal yang persis sama tentang
banyak topik yang akan kita bahas. Teorema Bell, teleportasi kuantum, pengkodean
super padat, semuanya adalah permata. Rangkaian koreksi kesalahan dan algoritma
Grover benar-benar luar biasa.

Di akhir keseluruhan bahasan ini, kita akan memahami ide-ide dasar yang mendasari
komputasi kuantum, dan kita akan melihat beberapa konstruksi yang cerdik dan indah.
Kita juga akan menyadari bahwa komputasi kuantum dan komputasi klasik bukanlah
dua disiplin ilmu yang berbeda, tetapi komputasi kuantum adalah bentuk komputasi
yang lebih mendasar, apa pun yang dapat dihitung secara klasik dapat dihitung pada
komputer kuantum. Qubit adalah unit dasar komputasi, bukan bit. Komputasi, pada
intinya, benar-benar berarti komputasi kuantum.

Terakhir, harus ditekankan bahwa bahasan ini adalah tentang teori komputasi kuan-
tum. Ini tentang perangkat lunak, bukan perangkat keras. Kami secara singkat menye-
butkan perangkat keras di beberapa tempat dan kadang-kadang berbicara tentang cara
melibatkan qubit secara fisik, tetapi topik ini hanya di samping. Bahasan ini bukan ten-
tang bagaimana membangun komputer kuantum, tapi bagaimana menggunakannya.

Berikut penjelasan singkat tentang isi bahasan tersebut. Namum sebelumnya di-
berikan pengertian dari istilah foton yang sering digunakan dalam pembahasan. Fo-
ton adalah susunan partikel kecil atau kuanta energi dari suatu cahaya. Energi fo-
ton diberikan oleh persamaan E = hf dengan h adalah konstanta Plank dan f adalah
frekuensi cahaya. Energi dari foton suatu hal yang penting kaitannya dengan panjang
suatu gelombang. Menurut Louis de Broglie (1924) elektron selain bersifat partikel ia
juga bersifat gelombang. Pendapat tsb. menyempurnakan ketidakmampuan teori atom
Bohr menerangkan model atom selain atom Hidrogen dan gejala atom dalam medan
magnet. Pendapat Louis de Broglie dikembangkan oleh Erwin Schrodinger melalui
pengembangan persamaan gelombang (1927) dan Werner Heisenberg melalui prinsip
ketidakpastian (1927) yang melahirkan Teori Mekanika Kuantum.
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Kembali pada pembahasan awal bab yang berkaitan dengan unit dasar komputasi
klasik yaitu bit. Bit dapat diwakili oleh apa pun yang dapat berada di salah satu dari
dua kemungkinan keadaan. Contoh standarnya adalah sakelar listrik yang dapat hidup
atau mati. Unit dasar komputasi kuantum adalah qubit. Hal ini dapat diwakili oleh
spin elektron atau polarisasi , tetapi sifat spin dan polarisasi hampir tidak kita kenal
sebagai sakelar yang berada pada posisi hidup atau mati.

Kita melihat sifat dasar spin, dimulai dengan eksperimen klasik Otto Stern dan
Walther Gerlach di mana mereka mempelajari sifat magnetik atom perak. Kita melihat
apa yang terjadi ketika kita mengukur putaran dalam sejumlah arah yang berbeda. Tin-
dakan melakukan pengukuran dapat mempengaruhi keadaan qubit. Adajuga keacakan
yang mendasari terkait dengan beberapa pengukuran yang perlu kita jelaskan.

Bab ini diakhiri dengan menunjukkan bahwa eksperimen yang serupa dengan
eksperimen untuk spin dapat dilakukan dengan menggunakan filter terpolarisasi dan
cahaya biasa.

Bab berikutnya, komputasi kuantum didasarkan pada area matematika yang disebut
aljabar linier. Untungnya, kiya hanya membutuhkan beberapa konsep. Bab ini mem-
perkenalkan dan menjelaskan aljabar linier yang kita butuhkan dan menggambarkan
bagaimana aljabar ini akan digunakan di bab-bab selanjutnya.

Kita memperkenalkan vektor dan matriks dan menunjukkan bagaimana menghi-
tung panjang vektor dan bagaimana mengetahui apakah dua vektor tegak lurus atau
tidak. Bab ini dimulai dengan hanya mempertimbangkan operasi elementer pada vek-
tor dan kemudian menunjukkan bagaimana matriks memberikan cara sederhana untuk
melakukan sejumlah kalkulasi ini secara bersamaan.

Awalnya tidak terlihat jelas bahwa materi ini akan berguna, tetapi sebenarnya
bermanfaat. Aljabar linier membentuk dasar dari komputasi kuantum. Karena bagian
lain dari bahasan ini menggunakan matematika yang diperkenalkan di sini, bab ini
perlu dibaca dengan cermat.

Bab selanjutnya, dalam bab ini menunjukkan bagaimana dua bab sebelumnya di-
hubungkan. Model matematis spin atau, ekuivalen, polarisasi diberikan menggunakan
aljabar linier. Hal ini memungkinkan kita untuk memberikan definisi qubit dan menje-
laskan dengan tepat apa yang terjadi ketika kita mengukurnya.

Beberapa contoh mengukur qubit ke arah yang berbeda diberikan. Bab ini diakhiri
dengan pengantar kriptografi kuantum, menjelaskan protokol BB84.

Bab berikutnya, bab ini menjelaskan apa artinya dua qubit terjerat. Keterjeratan sulit
untuk dijelaskan dengan kata-kata, tetapi mudah untuk dijelaskan secara matematis.
Ide matematika baru adalah hasil kali tensor. Ini adalah cara paling sederhana un-
tuk menggabungkan model matematika dari qubit individu untuk menghasilkan satu
model yang mendeskripsikan kumpulan qubit.

Meskipun matematika itu lugas, keterjeratan bukanlah sesuatu yang kita alami
dalam kehidupan sehari-hari. Ketika salah satu dari sepasang qubit terjerat diukur, itu
memengaruhi qubitkedua. Inilah yang disebut Albert Einstein, yang tidak menyukainya,
sebagai "tindakan menyeramkan dari kejauhan". Kita melihat beberapa contoh.

Bab ini diakhiri dengan menunjukkan bahwa kita tidak dapat menggunakan keter-
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jeratan untuk berkomunikasi lebih cepat dari kecepatan cahaya.

Dalam bab berikutnya, kita melihat perhatian Einstein dengan keterjeratan dan
apakah teori variabel tersembunyi dapat mempertahankan realisme lokal. Kita mem-
pelajari matematika dari pertidaksamaan Bell sebagai hasil luar biasa yang memberikan
cara eksperimental untuk menentukan apakah argumen Einstein benar atau tidak.
Seperti yang diketahui kebanyakan orang, pandangan Einstein salah, tetapi bahkan
Bell pun mengira dia akan terbukti benar.

Artur Ekert menyadari bahwa penyiapan untuk pengujian pertidaksamaan Bell juga
dapat digunakan untuk menghasilkan kunci aman yang akan digunakan untuk krip-
tografi dan pada saat yang sama untuk menguji apakah ada penyadap yang ada. Kami
mengakhiri bab dengan deskripsi protokol kriptografi ini.

Bab selanjutnya dimulai dengan topik standar dalam komputasi: bit, gerbang, dan
logika. Kemudian kita secara singkat melihat komputasi yang dapat dibalik dan gagasan
Ed Fredkin. Kita menunjukkan bahwa gerbang Fredkin dan gerbang Toffoli bersifat uni-
versal, Kita dapat membangun komputer lengkap hanya dengan menggunakan gerbang
Fredkin (atau gerbang Toffoli). Bab ini diakhiri dengan komputer bola biliar Fredkin.
Ini tidak benar-benar diperlukan untuk sisa bhasan kita, tetapi karena kecerdikannya
menuntut hal itu untuk dimasukkan.

Komputer ini terdiri dari bola-bola yang bertabrakan satu sama lain dan dari berbagai
dinding. Ini memunculkan gambar partikel yang berinteraksi. Inilah salah satuide yang
menginspirasi Richard Feynman untuk tertarik pada ide komputasi kuantum. Feynman
menulis beberapa makalah paling awal tentang masalah ini.

Berikuyna, dalam bab ini memulai studi komputasi kuantum menggunakan rangka-
ian kuantum. Gerbang kuantum ditentukan. Kami melihat bagaimana gerbang kuan-
tum bekerja pada qubit dan menyadari bahwa kami telah mempertimbangkan ide-ide
ini selama ini. Kami hanya perlu mengubah perspektif kami. Kami tidak lagi mengang-
gap matriks ortogonal bertindak pada alat pengukur kami, tetapi bertindak pada qubit.
Kami juga membuktikan beberapa hasil luar biasa tentang pengkodean superdense,
teleportasi kuantum, kloning, dan koreksi kesalahan.

Dalam bab selanjutnya ini mungkin bab yang paling menantang. Di dalamnya kita
melihat beberapa algoritma kuantum dan menunjukkan seberapa cepat mereka dapat
menghitung jawaban dibandingkan dengan algoritma klasik. Untuk berbicara tentang
kecepatan algoritma kita perlu memperkenalkan berbagai ide dari teori kompleksitas.
Sekali kita telah mendefinisikan sesuatu yang disebut kompleksitas kueri, kita mem-
pelajari tiga algoritma kuantum dan menunjukkan bahwa mereka lebih cepat berkenaan
dengan jenis kompleksitas ini daripada rekan klasiknya.

Algoritma kuantum mengeksploitasi struktur yang mendasari masalah yang sedang
dipecahkan. Ini lebih dari sekadar gagasan tentang paralelisme kuantum yang men-
empatkan input ke dalam superposisi dari semua keadaan yang mungkin. Bab ini
memperkenalkan bagian terakhir dari mesin matematika, produk matriks Kronecker.
Tetapi kesulitan materi sebenarnya disebabkan oleh fakta bahwa kami menghitung den-
gan cara yang benar-benar baru dan kami tidak memiliki pengalaman berpikir untuk
memecahkan masalah menggunakan ide-ide baru ini.
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Bab terakhir melihat dampak yang akan ditimbulkan komputasi kuantum pada
kehidupan kita. Kita mulai dengan memberikan deskripsi singkat tentang dua algoritma
penting, yang satu penemunya Peter Shor, yang lainnya oleh Lov Grover.

algoritma Shor memberikan cara untuk memfaktorkan bilangan besar ke dalam
produk faktor prima. Ini mungkin tampak tidak terlalu penting, tetapi keamanan Inter-
net kami bergantung pada sulitnya memecahkan masalah ini. Mampu memfaktorkan
produk bilangan prima besar mengancam metode kami saat ini untuk mengamankan
transaksi antar komputer. Mungkin perlu waktu sampai kita memiliki komputer kuan-
tum yang cukup kuat untuk memfaktorkan sejumlah besar yang saat ini digunakan,
tetapi ancamannya nyata, dan itu sudah memaksa kita untuk memikirkan tentang cara
mendesain ulang cara komputer dapat berbicara dengan aman. lain.

algoritma Grover ditujukan untuk jenis penelusuran data khusus. Kami menun-
jukkan cara kerjanya untuk kasus kecil dan menunjukkan cara kerjanya secara umum.
Algoritma Grover dan Shor penting, tidak hanya untuk masalah yang dapat mereka pec-
ahkan tetapi juga untuk ide-ide baru yang mereka perkenalkan. Ide-ide yang mendasari
ini telah dan sedang dimasukkan ke dalam algoritma generasi baru.

Setelah melihat algoritma, kita mengganti persneling dan melihat secara singkat
bagaimana komputasi kuantum dapat digunakan untuk mensimulasikan proses kuan-
tum. Kimia, pada level paling dasar, adalah mekanika kuantum. Kimia komputasi
klasik bekerja dengan mengambil persamaan mekanika kuantum dan mensimulasikan-
nya menggunakan komputer klasik. Simulasi ini adalah perkiraan dan mengabaikan
detail halus. Ini berfungsi dengan baik dalam banyak kasus, tetapi dalam beberapa ka-
sus tidak. Dalam kasus ini, kita memerlukan detail yang bagus, dan komputer kuantum
harus dapat memberikannya.

Bab ini juga secara singkat membahas pembuatan mesin yang sebenarnya. Iniadalah
area yang tumbuh sangat cepat. Mesin pertama ditawarkan untuk dijual. Bahkan ada
satu mesin yang tersedia di cloud yang dapat digunakan semua orang secara gratis.
Sepertinya kita akan segera memasuki era supremasi kuantum. (Kita menjelaskan apa
artinya ini.)

Dalam bahasan ini menyimpulkan dengan kesadaran bahwa komputasi kuantum
bukanlah jenis komputasi baru tetapi merupakan penemuan sifat komputasi yang sebe-
narnya.
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Spin

Semua perhitungan melibatkan input data, memanipulasinya sesuai dengan aturan
tertentu, dan kemudian mengeluarkan jawaban akhir. Untuk komputasi klasik, bit
adalah unit dasar data. Untuk komputasi kuantum, unit ini adalah bit kuantum yang
biasanya disingkat menjadi qubit.

Sedikit klasik sesuai dengan salah satu dari dua alternatif. Apa pun yang berada
tepat di salah satu dari dua kondisi dapat mewakili sedikit. Nanti kita akan melihat
berbagai contoh, antara lain benar atau salahnya suatu pernyataan logis, sebuah saklar
berada pada posisi on atau off, bahkan ada tidaknya bola billiard.

Suatu qubit, seperti bit, menyertakan dua alternatif ini, tetapi tidak seperti sedikit,
qubit juga dapat merupakan kombinasi dari dua kondisi ini. Apa artinya ini? Apa
sebenarnya kombinasi dari dua keadaan, dan apa objek fisik yang dapat mewakili
qubit? Apa analog komputasi kuantum ke sakelar?

Suatu qubit dapat diwakili oleh spin elektron atau polarisasi foton. Ini, meskipun
benar, tampaknya tidak terlalu membantu karena putaran elektron dan polarisasi foton
bukanlah hal-hal yang sebagian besar dari kita ketahui, apalagi alami. Mari kita mulai
dengan pengantar dasar untuk mendeskripsikan spin dan polarisasi. Untuk melakukan
ini kita menjelaskan percobaan dasar yang dilakukan oleh Otto Stern dan Walther Ger-
lach pada spin atom perak.

Pada tahun 1922, model planet Niels Bohr menggambarkan pemahaman atom saat
ini. Dalam model ini atom terdiri dari inti positif yang diorbitkan oleh elektron negatif.
Orbit ini melingkar dan dibatasi pada jarijari tertentu. Orbit paling dalam dapat
memuat paling banyak dua elektron. Setelah ini terisi, elektron akan mulai mengisi
tingkat berikutnya, di mana paling banyak delapan elektron dapat ditahan. Atom
perak memiliki 47 elektron. Dua di antaranya berada di orbit paling dalam, lalu dela-
pan di orbit berikutnya, lalu delapan belas elektron lagi di tingkat ketiga dan keempat.
Ini menyisakan satu elektron di orbit terluar.

Sekarang, elektron yang bergerak dalam orbit melingkar menghasilkan medan mag-
net. Elektron di orbit dalam berpasangan, masing-masing pasangan berputar ke arah
yang berlawanan dengan pasangannya, mengakibatkan medan magnetnya meniadakan.
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Namun, elektron tunggal di orbit luar menghasilkan medan magnet yang tidak dihi-
langkan oleh elektron lain. Ini berarti bahwa atom secara keseluruhan dapat dianggap
sebagai magnet kecil dengan kutub selatan dan kutub utara.

Stern dan Gerlach merancang eksperimen untuk menguji apakah sumbu utara se-
latan magnet ini dapat memiliki arah apa pun atau apakah mereka dibatasi ke arah
tertentu. Mereka melakukan ini dengan mengirimkan seberkas atom perak melalui
sepasang magnet seperti yang digambarkan pada Gambar 3.1. Desain magnet yang

[ North \\
\_________ \.\

Gambuar 3.1: Peralatan Stern-Gerlach.

berbentuk vee membuat magnet selatan bekerja lebih kuat daripada magnet utara. Jika
atom perak adalah magnet dengan utara di atas dan selatan di bawabh, ia akan tertarik
ke kedua magnet peralatan, tetapi magnet selatan menang dan partikel dibelokkan ke
atas. Demikian pula jika atom perak adalah magnet dengan selatan di atas dan utara
di bawah, ia akan ditolak oleh kedua magnet peralatan, tetapi magnet selatan menang
dan partikel dibelokkan ke bawah. Setelah melewati peralatan, atom dikumpulkan di
layar.

Dari sudut pandang klasik, kutub magnet atom dapat disejajarkan ke segala arah.
Jika mereka disejajarkan secara horizontal, tidak akan ada defleksi, dan secara umum,
ukuran defleksi akan sesuai dengan jumlah perbedaan sumbu magnet atom dari hor-
izontal, dengan defleksi maksimum terjadi ketika kutub magnet atom selaras tegak
lurus.

Jika sudut pandang klasik benar, ketika kita mengirim sejumlah besar atom perak
melalui mesin, kita akan melihat garis kontinu di layar dari titik atas ke bawah. Tapi
bukan ini yang ditemukan Stern dan Gerlach. Ketika mereka melihat ke layar, mereka
hanya menemukan dua titik: satu di bagian paling atas dan yang lainnya di bagian
paling bawah. Semua atom berperilaku seperti magnet batang kecil yang disejajarkan
secara vertikal. Tak satu pun dari mereka memiliki orientasi lain. Bagaimana ini bisa
terjadi?

Tetapi sebelum kita mulai menganalisis apa yang terjadi secara lebih rinci, kita akan
mengalihkan perhatian kita dari atom ke elektron. Atom tidak hanya bertindak seperti
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magnet kecil, tetapi juga komponennya. Ketika kita membahas komputer kuantum, kita
akan sering berbicara tentang elektron dan spinnya. Seperti halnya atom perak, jika kita
mengukur spin dalam arah vertikal, kita akan menemukan bahwa elektron dibelokkan
ke arah utara atau selatan. Sekali lagi, seperti atom perak, kita menemukan bahwa
elektron adalah magnet kecil dengan kutub utara dan selatannya sejajar sempurna
dalam arah vertikal. Tak satu pun dari mereka memiliki orientasi lain.

Dalam praktiknya, kita tidak dapat benar-benar mengukur spin elektron dari elek-
tron bebas menggunakan peralatan Stern-Gerlach seperti yang telah kita tunjukkan
karena elektron memiliki muatan negatif dan medan magnet membelokkan partikel
bermuatan yang bergerak. Dengan demikian, diagram berikut memberikan represen-
tasi bergambar yang berguna dari hasil pengukuran putaran ke berbagai arah. Ide di
balik diagram ini adalah kita adalah sumbernya; magnet berbaris antara kita dan buku
ini. Titik tersebut menunjukkan bagaimana elektron dibelokkan. Pada Gambar 3.2,
gambar di sebelah kiri menunjukkan defleksi oleh magnet. Gambar di sebelah kanan

s r
7

(a) Hasil eksperimen) (b) Diagram Elektron)
Gambar 3.2: Elektron dengan spin N ke arah vertikal.

memberikan gambaran elektron sebagai magnet dengan tanda kutub utara dan selatan.
Kita akan menggambarkan situasi ini dengan mengatakan elektron berputar N dalam
arah vertikal. Gambar 3.3 menunjukkan kemungkinan lain, di mana elektron berputar

S ke arah vertikal.
S A
S
N N

(a),Hasil Eksperimen) (b) Diagram Elektron|

Gambar 3.3: Elektron dengan spin S ke arah vertikal.

Untuk memahami defleksi, ada baiknya untuk mengingat bahwa magnet selatan
bekerja lebih kuat daripada utara, jadi untuk menghitung arah defleksi kita hanya
perlu mempertimbangkan pengaruh magnet ini. Jika elektron sejajar dengan kutub
utaranya yang paling dekat dengan magnet selatan, maka elektron akan tertarik dan
pembelokannya akan searah dengan magnet selatan. Jika elektron sejajar dengan kutub
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selatan yang paling dekat dengan magnet selatan, maka elektron akan ditolak, dan
pembelokannya akan ke arah magnet utara.

Tentu saja, tidak ada yang istimewa dari arah vertikal. Misalnya, kita dapat memu-
tar magnet hingga 90°. Elektron masih akan dibelokkan ke arah yang diberikan oleh
magnet utara atau magnet selatan. Dalam hal ini, elektron sekarang berperilaku sebagai
magnet dengan kutub utara dan selatannya sejajar dalam arah horizontal, seperti yang
digambarkan pada Gambar 3.4 dan 3.5. Dalam bab-bab berikut kita ingin memutar

(- -

(a), Hasil Eksperimen| (b) Diagram Elektron|

Gambar 3.4: Elektron dengan putaran N pada arah 90°.

[ {-] —P

(a),Hasil Ekpserimen) (b),Diagram Elektron)

Gambar 3.5: Elektron dengan putaran S pada arah 90°.

magnet melalui berbagai sudut. Kita akan mengukur sudut searah jarum jam dengan
0° yang menunjukkan arah vertikal ke atas dan 6 mengukur sudut dari vertikal ke atas.
Gambar 3.6 menggambarkan sebuah elektron dengan spin N dalam arah sudut umum
0°. Terkadang spin digambarkan sebagai gerakan naik, turun, kiri, atau kanan. Penje-

\ o )
;/\_H_ e

Gambar 3.6: Elektron dengan putaran N searah 0°.

L]
. N Y
s \i_’_, e .
~ T N
K [s] X,
(a),Hasil Ekpserimen) (b) Hasil Ekpserimen) (c) Diagram Elektron

Gambar 3.7: Elektron dengan putaran N pada arah 0°.
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lasan kita tentang elektron N dalam arah 0° tampaknya agak rumit, tetapi tidak ambigu
dan menghindari beberapa jebakan penggunaan ke atas, ke bawah, dan seterusnya,
terutama ketika kita memutar alat melalui 180°. Misalnya, kedua situasi yang digam-
barkan pada Gambar 3.7 mewakili sebuah elektron yang memiliki spin N pada arah 0°
atau secara ekuivalen berputar S pada arah 180°.

Sebelum kita melanjutkan studi spin elektron, kita akan berhenti sejenak dan melihat
analogi yang akan kita gunakan di beberapa tempat.

3.1 Jam Kuantum

Bayangkan kita memiliki jam dengan pelat jam yang ditandai dengan jam pada posisi
standar. Ia juga memiliki tangan. Kita, bagaimanapun, dilarang untuk melihat ke
permukaan jam. Kita hanya dapat mengajukan pertanyaan. Kita ingin tahu ke arah
mana tangan menunjuk, jadi kita ingin menanyakan jam pertanyaan yang tampaknya
sederhana ini. Tapi itu tidak diperbolehkan. Kita hanya diperbolehkan untuk bertanya
apakah tangan tersebut menunjuk ke nomor tertentu di permukaan. Jadi, misalnya, kita
bisa bertanya apakah tangan menunjuk ke dua belas, atau kita bisa bertanya apakah
tangan menunjuk ke empat. Sekarang, jika ini adalah jam biasa, kita pasti sangat
beruntung mendapatkan jawaban ya. Seringkali tangan menunjuk ke arah yang sama
sekali berbeda. Tapi jam kuantum tidak seperti jam biasa. Ini bisa menjawab ya atau
memberi tahu kita bahwa tangan menunjuk ke arah yang berlawanan dengan yang
kita tanyakan. Jika kita bertanya apakah tangan menunjuk ke arah dua belas, itu akan
memberi tahu kita bahwa itu benar atau menunjuk ke arah enam. Jika kita bertanya
apakah tangan menunjuk ke arah empat, itu akan memberi tahu kita, atau menunjuk ke
arah sepuluh. Ini adalah keadaan yang sangat aneh, tetapi ini sama persis dengan spin
elektron.

Seperti yang kita katakan, spin elektron akan menjadi ide yang memotivasi definisi
qubit. Jika kita akan melakukan penghitungan, kita perlu memahami aturan yang me-
ngatur pengukuran putaran. Kita mulai dengan mempertimbangkan apa yang terjadi
jika kita mengukur lebih dari satu kali.

3.2 Pengukuran dengan Arah yang Sama

Pengukuran dapat diulang. Jika kita mengulang pengukuran yang persis sama, kita
mendapatkan hasil yang persis sama. Misalnya, kita memutuskan untuk mengukur
spin elektron dalam arah vertikal. Kita kemudian mengulangi eksperimen yang persis
sama dengan menempatkan dua set lagi peralatan kita di belakang yang pertama.
Satu diposisikan di tempat yang tepat untuk menangkap elektron yang dibelokkan ke
atas oleh peralatan pertama. Yang lainnya ditempatkan untuk menangkap elektron
yang dibelokkan ke bawah. Elektron yang dibelokkan ke atas oleh peralatan pertama
dibelokkan ke atas oleh yang kedua, dan yang dibelokkan ke bawah oleh peralatan
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pertama dibelokkan ke bawah dengan yang kedua. Ini berarti elektron yang diukur
memiliki spin N pada arah 0° pada awalnya juga memiliki spin N pada arah 0° saat kita
ulangi percobaan. Demikian pula, jika sebuah elektron pada awalnya diukur memiliki
spin S ke arah 0° dan kita mengulangi eksperimen yang persis sama, ia akan tetap
memiliki spin S ke arah 0°. Untuk analogi jam kita, jika kita berulang kali bertanya
apakah tangan menunjuk ke dua belas, kita akan berulang kali mendapatkan jawaban
yang sama: selalu menunjuk ke arah dua belas atau selalu menunjuk ke enam.

Tentu saja tidak ada yang istimewa tentang arah vertikal. Jika kita mulai dengan
mengukur ke arah 0°, dan kemudian berulang kali mengukur ke arah yang sama,
kita akan mendapatkan hasil yang persis sama setiap saat. Kita akan berakhir dengan
serangkaian huruf yang seluruhnya terdiri dari Ns atau seluruhnya dari Ss.

Hal berikutnya yang perlu dipertimbangkan adalah apa yang terjadi jika kita tidak
mengulangi pengukuran yang sama. Misalnya, apa yang terjadi jika kita mengukur
pertama kali secara vertikal lalu secara horizontal?

3.3 Pengukuran dalam Arah Berbeda

Pertama-tama kita akan mengukur putaran elektron dalam arah vertikal, kemudian
horizontal. Kita akan mengirimkan aliran elektron melalui detektor pertama yang
mengukur putaran ke arah vertikal. Seperti sebelumnya, kita memiliki dua detektor
lagi di belakang yang pertama dalam posisi yang sesuai untuk menangkap elektron
yang datang dari detektor pertama. Perbedaannya adalah kedua detektor ini diputar
sebesar 90° dan mengukur putaran dalam arah horizontal.

Pertama kita melihat aliran elektron yang dibelokkan ke atas oleh detektor pertama
yang berputar N ke arah 0°. Ketika mereka melewati detektor kedua, kita menemukan
bahwa separuh dari mereka memiliki spin N dan separuh lagi memiliki spin S ke arah
90°. Urutan putaran utara dan selatan ke arah 90° benar-benar acak. Tidak ada cara
untuk mengetahui apakah elektron yang memiliki spin N pada arah 0° akan memiliki
spin S atau N ketika kita mengukurnya kembali pada arah 90°. Hasil serupa berlaku
untuk elektron yang ditunjukkan oleh detektor pertama memiliki spin S dalam arah
vertikal tepatnya setengahnya memiliki spin N dalam arah horizontal, dan separuh
lainnya memiliki spin S dalam arah horizontal. Sekali lagi, urutan Ns dan Ss benar-
benar acak.

Pertanyaan analog untuk jam kita adalah menanyakan tentang apakah jarum jam
menunjuk ke arah dua belas dan kemudian bertanya apakah menunjuk ke arah tiga.
Jika kita memiliki banyak jam dan menanyakan dua pertanyaan ini, jawaban untuk per-
tanyaan kedua akan acak. Separuh dari jam akan mengatakan bahwa tangan menunjuk
ke arah tiga. Separuh lainnya akan bertuliskan ke arah sembilan. Jawaban pertanyaan
pertama tidak ada sangkut pautnya dengan jawaban pertanyaan kedua.

Terakhir, kita akan melihat apa yang terjadi saat kita melakukan tiga pengukuran.
Pertama kita mengukur secara vertikal, lalu horizontal, dan kemudian secara vertikal
sekali lagi. Pertimbangkan aliran elektron yang berasal dari detektor pertama yang
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berputar N ke arah 0°. Kita tahu bahwa separuh dari mereka akan memiliki spin
N dan separuh lagi memiliki spin S saat kita mengukur spin pada arah 90°. Kita akan
membatasi perhatian pada aliran yang sesuai dengan N untuk dua pengukuran pertama
dan kemudian, untuk pengukuran ketiga, mengukur putaran dalam arah vertikal. Kita
menemukan bahwa tepat setengah dari elektron ini memiliki spin N ke arah 0° dan
setengahnya lagi berputar S. Sekali lagi urutan Ns dan Ss benar-benar acak. Fakta
bahwa elektron awalnya berputar N dalam arah vertikal tidak ada hubungannya dengan
apakah mereka masih memiliki spin N ketika kita mengukur lagi dalam arah vertikal.

Kesimpulan apa yang bisa kita ambil dari hasil ini? Ada tiga, dan semuanya penting.

Pertama, jika kita terus mengulang pertanyaan yang persis sama kita mendapatkan
jawaban yang persis sama. Ini memberi tahu kita bahwa terkadang ada jawaban yang
pasti. Kita tidak mendapatkan jawaban acak untuk setiap pertanyaan.

Kedua, keacakan tampaknya terjadi. Jika kita mengajukan pertanyaan berurutan,
hasil akhirnya bisa acak.

Ketiga, pengukuran mempengaruhi hasil. Kita melihat bahwa jika kita mengajukan
pertanyaan yang sama tiga kali, kita mendapatkan jawaban yang persis sama tiga kali.
Tetapijika pertanyaan pertama dan ketiga identik dan pertanyaan kedua berbeda, jawa-
ban atas pertanyaan pertama dan ketiga tidak perlu sama. Misalnya, jika kita bertanya
tiga kali berturut-turut apakah tangan menunjuk ke dua belas, kita akan mendapatkan
jawaban yang persis sama setiap kali, tetapi jika kita bertanya terlebih dahulu apakah
menunjuk ke dua belas, lalu apakah menunjuk ke tiga, dan akhirnya lagi apakah itu
menunjuk ke dua belas, jawaban atas pertanyaan pertama dan ketiga tidak perlu sama.
Satu-satunya perbedaan antara kedua skenario tersebut adalah pertanyaan kedua, se-
hingga pertanyaan tersebut harus mempengaruhi hasil dari pertanyaan berikut. Kita
akan menjelaskan lebih banyak tentang pengamatan ini, dimulai dengan pengukuran.

3.4 Pengukuran

Dalam mekanika klasik, kita mungkin mempertimbangkan jalur bola yang dilem-
par ke udara. Lintasan dapat dihitung dengan menggunakan kalkulus, tetapi untuk
melakukan perhitungan kita perlu mengetahui besaran tertentu seperti massa bola dan
kecepatan awalnya. Bagaimana kita mengukurnya bukanlah bagian dari teori. Kita
hanya berasumsi bahwa mereka diketahui. Asumsi implisit adalah bahwa tindakan
pengukuran tidak penting untuk masalah bahwa melakukan pengukuran tidak memen-
garuhi sistem yang dimodelkan. Untuk contoh bola dilempar ke udara, ini masuk akal.
Kita bisa mengukur kecepatan awalnya dengan menggunakan radar, misalnya. Ini
melibatkan memantulkan foton dari bola dan, meskipun foton yang memantul akan
berdampak pada bola, itu dapat diabaikan. Inilah filosofi yang mendasari mekanika
klasik: Pengukuran akan mempengaruhi objek yang dipelajari, tetapi eksperimen dapat
dirancang sehingga efek pengukuran dapat diabaikan dan akibatnya dapat diabaikan.

Dalam mekanika kuantum, kita sering mempertimbangkan partikel kecil seperti
atom atau elektron. Di sini foton yang memantul darinya memiliki efek yang tidak
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dapat diabaikan lagi. Untuk melakukan beberapa pengukuran, kita harus berinteraksi
dengan sistem. Interaksi ini akan mengganggu sistem kita, jadi kita tidak dapat lagi
mengabaikannya. Seharusnya tidak mengherankan jika pengukuran menjadi kompo-
nen dasar teori, tetapi yang mengejutkan adalah bagaimana hal ini dilakukan. Sebagai
contoh, perhatikan kasus di mana kita mengukur spin elektron pertama kali dalam arah
vertikal dan kemudian horizontal. Kita telah melihat bahwa tepat setengah dari elek-
tron yang berputar N ke arah 0° setelah melewati detektor pertama akan berputar N ke
arah 90° jika diukur dengan detektor kedua. Tampaknya kekuatan magnet mungkin
berpengaruh pada hasil, mungkin mereka begitu kuat sehingga menyebabkan sumbu
magnet elektron berputar untuk menyelaraskan dengan medan magnet alat pengukur,
dan jika kita memiliki magnet yang lebih lemah, putarannya akan berkurang dan kita
mungkin mendapatkan hasil yang berbeda. Namun, ini bukanlah bagaimana pen-
gukuran dimasukkan ke dalam teori. Seperti yang akan kita lihat, model kita tidak
memperhitungkan "kekuatan" pengukuran. Sebaliknya, itu adalah proses sebenarnya
dari pengukuran, bagaimanapun hal itu dilakukan, yang memiliki efek pada sistem.
Nanti kita akan menjelaskan matematika yang memodelkan bagaimana pengukuran
spin diperlakukan dalam mekanika kuantum. Setiap kali pengukuran dilakukan, kita
akan melihat bahwa sistem diubah dengan cara tertentu yang ditentukan; cara yang
ditentukan ini bergantung pada jenis pengukuran yang dilakukan tetapi tidak pada
kekuatan pengukuran.

Memasukkan pengukuran ke dalam teori adalah salah satu perbedaan antara meka-
nika klasik dan kuantum. Perbedaan lainnya menyangkut keacakan.

3.5 Keacakan

Mekanika kuantum melibatkan keacakan. Sebagai contoh, jika kita mengukur spin
sebuah aliran elektron pada arah vertikal, kemudian horizontal, dan mencatat hasil dari
alat pengukur kedua, kita akan mendapatkan string Ns dan Ss. Urutan putaran ini
benar-benar acak. Misalnya, mungkin terlihat seperti NSSNNNSS. - - -

Eksperimen klasik untuk menghasilkan urutan acak dari dua simbol yang masing-
masing dikaitkan dengan probabilitas setengah adalah dengan melempar koin yang adil.
Jika kita melempar koin yang adil kita mungkin mendapatkan urutan AGGAAAGG - --.
Meskipun dua contoh ini menghasilkan hasil serupa, ada perbedaan besar dalam
bagaimana keacakan diinterpretasikan dalam dua teori.

Melempar koin adalah sesuatu yang dijelaskan oleh mekanika klasik. Itu dapat di-
modelkan dengan menggunakan kalkulus. Untuk menghitung apakah koin mendarat
dengan Angka atau Gambear, kita perlu terlebih dahulu mengukur kondisi awal den-
gan hati-hati: berat koin, tinggi di atas tanah, kekuatan tumbukan jempol pada koin,
lokasi yang tepat di koin tempat ibu jari menyentuh, posisi koin, dan lain sebagainya.
Mengingat semua nilai ini dengan tepat, teori akan memberi tahu kita ke arah mana
koin itu mendarat. Tidak ada keacakan aktual yang terlibat. Melempar koin sepertinya
acak karena setiap kali kita melakukannya kondisi awalnya sedikit berbeda. Variasi
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kecil ini dapat mengubah hasil dari Angka menjadi Gambar dan sebaliknya. Tidak ada
keacakan nyata dalam mekanika klasik, hanya apa yang sering disebut ketergantun-
gan sensitif terhadap kondisi awal perubahan kecil pada masukan dapat diperkuat dan
menghasilkan hasil yang sama sekali berbeda. Ide yang mendasari tentang keacakan
dalam mekanika kuantum berbeda. Keacakan adalah keacakan yang benar.

Suatu urutan NSSNNNSS - - - yang kita peroleh dari pengukuran putaran dalam dua
arah dianggap benar-benar acak, seperti yang akan kita lihat. Urutan lemparan koin,
AGGAAAGG--- tampak acak, tetapi hukum fisika klasik bersifat deterministik dan
keacakan yang tampak ini akan hilang jika kita dapat melakukan pengukuran dengan
akurasi tak terbatas.

Pada tahap ini wajar untuk mempertanyakan hal ini. Einstein jelas tidak menyukai
interpretasi ini, terkenal mengatakan bahwa Tuhan tidak bermain dadu. Tidak bisakah
ada teori yang lebih dalam? Jika kita mengetahui lebih banyak informasi tentang konfig-
urasi awal elektron kita, bukankah mungkin hasil akhirnya tidak lagi acak tetapi diten-
tukan sepenuhnya? Tidak bisakah ada variabel tersembunyi setelah kita mengetahui
nilai variabel ini, keacakan yang tampak menghilang? Berikut ini kita akan menya-
jikan teori matematika di mana keacakan benar digunakan. Nanti kita akan kembali ke
pertanyaan-pertanyaan ini. Kita akan menjelaskan eksperimen cerdas untuk membe-
dakan antara variabel tersembunyi dan hipotesis keacakan yang sebenarnya. Percobaan
ini telah dilakukan beberapa kali. Hasilnya selalu menunjukkan bahwa keacakan itu
nyata dan tidak ada teori variabel tersembunyi sederhana yang dapat menghilangkan-
nya.

Kita memulai bab ini dengan mengatakan bahwa qubit dapat diwakili oleh spin
elektron atau polarisasi . Kita akan menunjukkan bagaimana model spin dan polarisasi
terkait.

3.6 Foton dan Polarisasi

Sering dikatakan bahwa kita tidak menyadari fenomena kuantum yang aneh karena
fenomena tersebut hanya terjadi pada skala yang sangat kecil dan tidak terlihat pada
skala kehidupan kita sehari-hari. Ada beberapa kebenaran untuk ini, tetapi ada eksper-
imen yang sepenuhnya analog dengan mengukur spin elektron yang dapat dilakukan
dengan peralatan yang sangat sedikit. Ini menyangkut cahaya terpolarisasi.

Untuk melakukan percobaan ini, kita memerlukan tiga kotak film terpolarisasi linier.
Mulailah dengan mengambil dua kotak dan meletakkan satu di depan yang lain. Jaga
satu persegi tetap dan putar yang lain sembilan puluh derajat. Kita akan menemukan
bahwa cahaya melewati sepasang filter ketika mereka disejajarkan dalam satu arah,
tetapi terhalang sepenuhnya ketika salah satu filter diputar sembilan puluh derajat. Ini
tidak terlalu menarik. Tapi sekarang putar kedua filter sehingga tidak ada cahaya yang
masuk, ambil filter ketiga, putar empat puluh lima derajat, dan geser di antara dua filter
lainnya. Hebatnya, cahaya melewati wilayah di mana tiga filter tumpang tindih, tidak
ada cahaya yang melewati tumpang tindih hanya dari dua filter asli, tetapi ia melakukan
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di mana ketiganya tumpang tindih.

Kita mendengar tentang percobaan dengan tiga filter ini beberapa tahun yang lalu.
SKita bertanya kepada seorang teman yang merupakan seorang fisikawan apakah dia
memiliki lembaran terpolarisasi. Dia mengundang kita ke labnya, di mana dia men-
dapatkan hasil yang luar biasa. Dia memotong sebagian dan memberikannya kepada
kita. Kita menggunakan gunting untuk memotongnya menjadi tiga kotak berukuran
sekitar satu inci kali satu inci dan melakukan percobaan dan berhasil! Eksperimen ini
sangat sederhana namun sangat mengejutkan. Kita menyimpan tiga kotak di dompet
saya sejak saat itu.

Ketika kita mengukur polarisasi kita menemukan bahwa foton terpolarisasi dalam
dua arah tegak lurus, keduanya tegak lurus terhadap arah perjalanan foton. Persegi
terpolarisasi memungkinkan melalui foton yang terpolarisasi di salah satu dari dua
arah dan menyerap foton yang terpolarisasi di arah lainnya. Kotak terpolarisasi sesuai
dengan peralatan Stern-Gerlach. Mengirim cahaya melalui kotak dapat dianggap
melakukan pengukuran. Seperti halnya spin, ada dua kemungkinan hasil: Arah polar-
isasi sejajar langsung dengan orientasi persegi, dalam hal ini foton melewatinya, atau
arah polarisasi tegak lurus dengan orientasi persegi, dalam hal ini foton diserap.

Kita mulai dengan mengasumsikan bahwa persegi kita memiliki orientasi vertikal
sehingga memungkinkan melalui foton dengan polarisasi vertikal dan menyerap foton
dengan polarisasi horizontal, dan mempertimbangkan sejumlah percobaan yang sesuai
dengan yang kita gambarkan untuk spin elektron.

Pertama, misalkan kita memiliki dua kotak, keduanya dengan orientasi yang sama,
sehingga keduanya membiarkan foton melalui polarisasi vertikal. Jika kita melihat
kotak satu per satu, mereka tampak abu-abu, seperti yang diharapkan. Keduanya
menyerap beberapa foton yang memiliki polarisasi horizontal. Jika kita kemudian
menggeser salah satu kotak di atas yang lain, hanya ada sedikit perubahan. Jumlah
cahaya yang dibiarkan melalui dua kotak yang tumpang tindih hampir sama dengan
jumlah cahaya yang masuk melalui setiap kotak saat keduanya tidak tumpang tindih.
Ini digambarkan dalam Gambar 3.8.

iy

(b),Sedikit tumpang tindih|

(a) Dua lembar,terpolarisasi| (c))Tumpang tindih sepenuhnya

Gambear 3.8: Dua kotak terpolarisasi linier dengan orientasi yang sama.

Kita sekarang akan memutar salah satu kotak melalui sembilan puluh derajat. Den-
gan asumsi kita tidak melihat cahaya yang memantul dari permukaan mengkilap, atau
cahaya yang datang langsung dari layar komputer, tetapi kita dalam kondisi cahaya
normal, proporsi foton terpolarisasi horizontal sama dengan proporsi yang terpolarisasi
secara vertikal, dan kedua persegi akan terlihat sama abu-abu. Kita ulangi percobaan
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tumpang tindih kotak-kotak ini. Kali ini tidak ada cahaya yang dibiarkan melewati
daerah tumpang tindih, seperti yang digambarkan pada Gambar 3.9.

R

(b),Sedikit tumpamg tindih

(a),Dua lembar,terpolarisasi| (c);Tumpang tindih sepenuhyna;
Gambar 3.9: Dua kotak terpolarisasi linier dengan orientasi yang berbeda.

Eksperimen ketiga adalah mengambil lembar ketiga dan memutarnya hingga empat
puluh lima derajat. Di bawah kondisi cahaya normal, tampaknya tidak ada yang ter-
jadi saat kita memutar persegi. Itu mempertahankan warna abu-abu yang sama. Kita
sekarang menggeser kotak ini di antara dua kotak lainnya, salah satunya memiliki ori-
entasi vertikal, dan yang lainnya memiliki orientasi horizontal. Hasilnya, seperti yang
kita catat sebelumnya, mengejutkan dan tidak intuitif. Beberapa cahaya masuk melalui
wilayah tumpang tindih ketiga kotak. (Hal ini digambarkan dalam Gambar 3.10.) Kotak
terpolarisasi ini kadang-kadang disebut filter, tetapi jelas mereka tidak bekerja dengan
cara kerja filter konvensional. Lebih banyak cahaya datang melalui tiga filter daripada
melalui dua filter!

Gambar 3.10: Tiga Persegi terpolarisasi linier dengan orientasi berbeda.

Kita akan memberikan gambaran singkat tentang apa yang terjadi. Nanti kita akan
melihat model matematika yang mendeskripsikan spin dan polarisasi.

Ingat jam kuantum kita. Kita bisa bertanya apakah tangan menunjuk ke dua belas,
atau kita bisa bertanya apakah tangan menunjuk ke enam. Informasi yang kita peroleh
dari salah satu pertanyaan memberi tahu kita yang mana dari angka 12 atau 6 yang dituju
tangan, tetapi jawaban Ya/Tidak dibalik. Untuk kotak terpolarisasi, pertanyaan analogi
ditanyakan dengan memutar persegi sembilan puluh derajat bukan seratus delapan
puluh. Informasi yang kita peroleh sama. Perbedaannya adalah jika jawabannya ya,
foton melewati filter dan kita dapat melakukan lebih banyak pengukuran di atasnya,
tetapi jika jawabannya tidak, filter tersebut menyerap foton tersebut, sehingga kita tidak
dapat menanyakannya lebih lanjut.

Dua percobaan pertama hanya melibatkan dua lembar dan memberi tahu kita hal
yang persis sama: Saat kita mengulangi pengukuran, kita mendapatkan hasil yang sama.
Dalam kedua percobaan kita mengukur polarisasi dalam arah vertikal dan horizontal
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dua kali. Dalam percobaan ini, foton yang melewati filter pertama memiliki orientasi
vertikal. Eksperimen pertama, di mana filter kedua juga memiliki orientasi vertikal,
kita mengajukan pertanyaan, “Apakah foton terpolarisasi secara vertikal?” dua kali
dan kami menerima jawaban "Ya" dua kali. Pada percobaan kedua, pertanyaan kedua
diubah menjadi “Apakah foton terpolarisasi secara horizontal?” dan menerimajawaban
"Tidak." Kedua percobaan memberi kita informasi yang sama, tetapi jawaban negatif
untuk pertanyaan kedua pada percobaan kedua berarti bahwa foton diserap sehingga,
tidak seperti percobaan pertama, tidak tersedia untuk pertanyaan lebih lanjut.

Pada percobaan ketiga, filter yang telah diputar empat puluh lima derajat sekarang
mengukur polarisasi pada sudut 45° dan 135°. Kita tahu bahwa foton yang masuk
melalui filter pertama terpolarisasi secara vertikal. Ketika diukur dengan filter kedua,
separuh foton ditemukan terpolarisasi pada arah 45° dan separuh lagi pada arah 135°.
Yang dengan polarisasi 45° melewati filter, dan yang lainnya diserap. Filter ketiga
mengukur lagi polarisasi dalam arah vertikal dan horizontal. Foton yang masuk memi-
liki polarisasi 45°, dan jika diukur dalam arah vertikal dan horizontal, separuh akan
memiliki polarisasi vertikal dan separuhnya akan memiliki polarisasi horizontal. Filter
menyerap foton yang terpolarisasi secara vertikal dan memungkinkan melalui foton
yang terpolarisasi secara horizontal.

3.7 Kesimpulan

Kita memulai bab ini dengan mengatakan bahwa bit klasik dapat diwakili oleh objek
sehari-hari seperti sakelar dalam posisi hidup atau mati, tetapi qubit tersebut umumnya
diwakili oleh putaran elektron atau polarisasi foton. Spin dan polarisasi hampir tidak
begitu akrab bagi kita dan memiliki sifat-sifat yang sangat berbeda dengan rekan klasik
mereka.

Untuk mengukur putaran, pertama-tama kita harus memilih arah dan kemudian
mengukurnya ke arah itu. Putaran dikuantisasi: Ketika diukur, ini hanya memberikan
dua kemungkinan jawaban, bukan rentang jawaban yang berkelanjutan. Kita dapat
menetapkan bit klasik untuk hasil ini. Misalnya, jika kita memperoleh N, kita dapat
menganggapnya sebagai digit biner 0, dan jika kita memperoleh S, kita dapat mengang-
gapnya sebagai digit biner 1. Inilah cara kita mendapatkan jawaban dari komputasi
kuantum. Tahap terakhir dari komputasi adalah melakukan pengukuran. Hasilnya
akan menjadi salah satu dari dua hal, yang akan diinterpretasikan sebagai 0 atau 1.
Meskipun komputasi aktual akan melibatkan qubit, jawaban akhirnya adalah dalam bit
klasik.

Kita baru saja memulai studi kita, jadi kita sangat terbatas dalam apa yang dapat
kita lakukan. Namun, kita dapat menghasilkan string acak dari digit biner. Percobaan
yang menghasilkan string acak Ns dan S dapat ditulis ulang sebagai string Os dan 1s.
Akibatnya, pengukuran spin elektron pertama dalam arah vertikal dan kemudian dalam
arah horizontal menghasilkan string acak Os dan 1s. Ini mungkin hal paling sederhana
yang dapat kita lakukan dengan qubit, tetapi yang mengejutkan ini adalah sesuatu yang
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tidak dapat dilakukan dengan komputer klasik. Komputer klasik bersifat deterministik.
Mereka dapat menghitung string yang lulus berbagai tes untuk keacakan, tetapi ini
adalah acak semu, bukan acak. Mereka dihitung oleh beberapa fungsi deterministik,
dan jika kita mengetahui fungsi dan masukan benih awal, kita dapat menghitung string
yang persis sama. Tidak ada algoritma komputer klasik yang menghasilkan string yang
benar-benar acak. Jadi, kita sudah dapat melihat bahwa komputasi kuantum memiliki
beberapa keunggulan dibandingkan komputasi klasik.

Sebelum kita mulai mendeskripsikan komputasi kuantum lainnya, kita perlu me-
ngembangkan model matematika yang tepat yang mendeskripsikan apa yang terjadi
ketika kita mengukur spin ke berbagai arah. Ini dimulai pada bab berikutnya di mana
kita mempelajari aljabar linier, studi tentang aljabar yang terkait dengan vektor.
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Aljabar Liniear

Mekanika kuantum didasarkan pada aljabar linier. Teori umum menggunakan ruang
vektor berdimensi tak hingga. Untungnya bagi kita, untuk mendeskripsikan spin atau
polarisasi, kita hanya memerlukan dimensi terbatas, yang membuat segalanya lebih
mudah. Faktanya, kita hanya membutuhkan sedikit alat. Bagian selanjutnya dari bab
ini menjelaskan bagaimana menggunakan alat-alatini dan apa arti perhitungannya. Ada
banyak contoh. Penting untuk bekerja dengan hati-hati melalui semuanya. Matematika
yang diperkenalkan di sini sangat penting untuk semua yang mengikutinya. Seperti
kebanyakan matematika, ini bisa tampak rumit ketika pertama kali diperkenalkan,
tetapi hampir menjadi sifat kedua dengan praktik. Perhitungan sebenarnya hanya
melibatkan penjumlahan dan perkalian angka, bersama dengan akar kuadrat dan fungsi
trigonometri sesekali.

Kita akan menggunakan notasi Paul Dirac. Dirac adalah salah satu pendiri mekanika
kuantum, dan notasinya digunakan secara luas di seluruh mekanika kuantum dan kom-
putasi kuantum. Ini tidak banyak digunakan di luar disiplin ilmu ini, yang mengejutkan
mengingat betapa elegan dan bermanfaatnya itu. Tapi pertama-tama, kita mulai dengan
penjelasan singkat tentang angka-angka yang akan kita gunakan. Ini adalah bilangan
real bilangan desimal standar yang kita semua kenal. Praktis setiap buku lain tentang
komputasi kuantum menggunakan bilangan kompleks ini melibatkan akar kuadrat
dari yang negatif. Jadi, mari kita mulai dengan menjelaskan mengapa kita tidak akan
menggunakannya.

4.1 Bilangan Kompleks versus Bilangan Real

Bilangan real mudah digunakan. Bilangan kompleks itu baik, lebih rumit. Untuk
berbicara tentang bilangan-bilangan ini kita harus berbicara tentang modulusnya dan
menjelaskan mengapa kita harus mengambil konjugasi. Untuk apa yang akan kita
lakukan, bilangan kompleks tidak diperlukan dan hanya akan menambah lapisan ke-
sulitan. Lalu mengapa, kita bertanya, apakah semua buku lain menggunakan bilangan

149



150 Aljabar Liniear..

kompleks? Apa yang dapat kita lakukan dengan bilangan kompleks yang tidak dapat
kita lakukan dengan bilangan real? Mari kita bahas pertanyaan ini secara singkat.

Ingatlah bahwa kita mengukur spin suatu elektron pada berbagai sudut. Semua
sudut ini berada dalam satu bidang, tetapi kita hidup di dunia tiga dimensi. Kita
membandingkan pengukuran putaran dengan menggunakan jam kuantum kita. Kita
hanya bisa bertanya tentang petunjuk yang diberikan oleh tangan yang bergerak di
sekitar permukaan dua dimensi. Jika kita pindah ke tiga dimensi, analog kita tidak
akan menjadi permukaan jam, tetapi bola dunia dengan tangan di tengahnya menunjuk
ke lokasi di permukaan. Kita bisa bertanya, misalnya, apakah tangan itu menunjuk
ke New York. Jawabannya bisa jadi, atau menunjuk ke titik yang secara diametral di
seberang New York. Model matematis untuk spin tiga dimensi menggunakan bilangan
kompleks. Perhitungan yang melibatkan qubit yang akan kita lihat, bagaimanapun,
perlu mengukur spin hanya dalam dua dimensi. Jadi, meskipun deskripsi kita meng-
gunakan bilangan real tidak cukup mencakup penggunaan bilangan kompleks, hanya
itu yang kita butuhkan.

Terakhir, bilangan kompleks menyediakan cara yang elegan untuk menghubungkan
fungsi trigonometri dan eksponensial. Di bagian paling akhir buku ini, kita akan meli-
hat algoritma Shor. Ini akan sulit dijelaskan tanpa menggunakan bilangan kompleks.
Namun algoritma ini juga membutuhkan pecahan lanjutan, beserta hasil dari teori bi-
langan dan hasil tentang kecepatan suatu algoritma untuk menentukan apakah suatu
bilangan prima. Akan ada lompatan signifikan dalam tingkat kecanggihan matematika
dan pengetahuan yang dibutuhkan jika kita mendeskripsikan algoritma Shor secara
mendetail. Alih-alih, kita akan menjelaskan ide-ide dasar yang mendasari algoritma,
menunjukkan bagaimana ini cocok bersama. Sekali lagi, deskripsi kita hanya akan
menggunakan bilangan real.

Jadi, untuk apa yang akan kita lakukan, bilangan kompleks tidak diperlukan. Na-
mun, jika setelah membaca buku ini, kita ingin melanjutkan mempelajari komputasi
kuantum, mereka akan dibutuhkan untuk topik yang lebih lanjut. Sekarang kita telah
menjelaskan mengapa kita akan tetap menggunakan bilangan real, kita mulai mempela-
jari vektor dan matriks.

4.2 Vektor

Vektor hanyalah daftar bilangan. Dimensi vektor adalah banyaknya bilangan dalam
daftar. Jika daftarnya ditulis secara vertikal, kita menyebutnya vektor kolom atau kets.
Jika daftar ditulis secara horizontal, kita menyebutnya vektor baris atau bra. Bilangan-
bilangan yang membentuk vektor sering disebut elemen. Sebagai ilustrasi, berikut
adalah ket tiga dimensi dan bra empat dimensi:

1
{1/3},[\5 01 2 7].

-3
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Nama bra dan ket berasal dari Paul Dirac. Dia juga memperkenalkan notasi untuk
menamai dua jenis vektor ini: ket dengan nama v dilambangkan dengan [v); bra dengan
nama w dilambangkan dengan (w|. Jadi kita bisa menulis

1
o) = [1/3}, @l =[v2 01 % 7].
-3

Nanti kita akan melihat mengapa kita menggunakan dua simbol yang berbeda untuk
mengelilingi nama, dan alasan yang memberi tahu kita di sisi mana braket siku berada.
Tapi, untuk saat ini, yang terpenting adalah untuk diingat bahwa kets mengacu pada
kolom (pikirkan bunyi "k" yang berulang) dan bra, seperti biasa, memiliki elemen yang
diatur secara horizontal.

4.3 Diagram Vektor

Vektor dalam dua atau tiga dimensi dapat digambarkan sebagai panah. Kita akan
melihat contoh menggunakan |a) = ? . (Dalam contoh berikut kita akan sering meng-

gunakan kets untuk contoh kita, tetapi jika mau, kita dapat menggantinya dengan bra.)
Elemen pertama, 3 dalam contoh ini, memberikan perubahan dalam koordinat x dari
titik awal ke titik akhir . Entri kedua memberikan perubahan dalam koordinat y dari
titik awal ke titik akhir. Kita dapat menggambar vektor ini dengan titik awal apa pun
jika kita memilih (a, b) sebagai koordinat titik awalnya, maka koordinat titik akhirnya
adalah (2 + 3,b + 1). Perhatikan bahwa jika titik awal digambar di titik asal, titik akhir
memiliki koordinat yang diberikan oleh elemen vektor. Ini nyaman, dan kita akan se-
ring menarik mereka dalam posisi ini. Gambar 4.1 menunjukkan ket yang sama yang
digambar dengan titik awal yang berbeda.

Gambar 4.1: Ket yang sama digambar di posisi berbeda.
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4.4 Panjang Vektor

Panjang sebuah vektor, seperti yang diharapkan, adalah jarak dari titik awal ke titik
akhirnya. Ini adalah akar kuadrat dari jumlah kuadrat elemen-lemennya. (Ini berasal
dari teorema Pythagoras.) Panjang suatu ket |a) dilambangkan dengan ||} |, jadi untuk

la) = m kita memiliki ||a)|= V32 + 12 = V10.

Secara umum bila
ay
az
=],

n

maka

_ (2,2 2
[la)|= \/a1+a2+---+an.

Vektor dengan panjang 1 disebut vektor satuan. Nanti kita akan melihat bahwa
qubit diwakili oleh vektor satuan.

4.5 Perkalian Skalar

Vektor dapat dikalikan dengan suatu bilangan. (Dalam aljabar linier, bilangan sering
disebut skalar. Perkalian skalar hanya mengacu pada perkalian dengan bilangan.)
Kita melakukan ini dengan mengalikan setiap elemen dengan bilangan yang diberikan.
Misalnya, mengalikan ket

a

az

la) =
n

dengan bilangan ¢ memberikan

clay =
ca,

Sangatlah mudah untuk memeriksa bahwa perkalian suatu vektor dengan suatu
bilangan positif ¢ mengalikan panjangnya dengan faktor c. Kita dapat menggunakan
takta ini untuk memungkinkan kita mendapatkan vektor dengan panjang berbeda yang
menunjuk ke arah yang sama. Secara khusus, kita sering ingin memiliki vektor satuan
yang menunjuk ke arah yang diberikan oleh vektor bukan satuan. Diketahui setiap
vektor bukan nol |a), panjangnya adalah | |a) |. Jika kita mengalikan |z) dengan invers
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dari panjangnya, kita mendapatkan vektor satuan. Misalnya, seperti yang telah kita

lihat, jika |a) = m maka ||ay|= V10. Jika kita
-t [3
vio |1 '

e - = e

Akibatnya, |u) adalah vektor satuan yang menunjuk ke arah yang sama dengan |a).

aHslk
o o

maka

4.6 Penambahan Vektor

Diketahui dua vektor yang memiliki tipe yang sama keduanya adalah bra atau keduanya
kets dan keduanya memiliki dimensi yang sama, kita dapat menambahkannya untuk
mendapatkan vektor baru dengan jenis dan dimensi yang sama. Elemen pertama vektor
ini hanya berasal dari penjumlahan elemen pertama dari dua vektor, elemen kedua dari
penjumlahan dua elemen kedua, dan seterusnya. Misalnya, bila

73} b,
w=|"| dan In)= 2
. b,
maka
a + by
a4 b) = a, + b,
a, + b,

Penjumlahan vektor dapat digambarkan dengan apa yang sering disebut hukum
jajaran genjang untuk penjumlahan vektor. Jika vektor |b) digambar sehingga titik
awalnya berada di titik akhir |2), maka vektor yang bergerak dari titik awal |a) ke titik
terminal |b) adalah |a + b). Ini bisa digambar memberikan suatu segitiga.

Kita dapat menukar peran |z) dan |b), menggambar titik awal |a) pada titik akhir
la). Vektor yang bergerak dari titik awal |b) ke titik akhir |a) adalah |b+a). Sekali
lagi, ini menghasilkan suatu segitiga. Tapi kita tahu bahwa |a + b) = |b +a). Jadi jika
kita menggambar konstruksi segitiga untuk |a + b) dan [b +a) dimana kedua vektor
memiliki titik awal dan akhir yang sama, kedua segitiga terhubung untuk memberi
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kita jajaran genjang dengan diagonal mewakili keduanya |z + b) dan |b + a). Gambar 4.2
mengilustrasikan ini di mana
3 1
<[l =[]

|a+b>:|b+a>:[§].

dan akibatnya

3 . latb)
S o
21 1B
’

’ ! 1\
11 e L la)

Gambar 4.2: Hukum jajaran genjang untuk penjumlahan vektor.

4.7 Vektor-vektor Orthogonal

Gambar 4.2 membantu kita memvisualisasikan beberapa sifat dasar penjumlahan vek-
tor. Salah satu yang terpenting berasal dari teorema Pythagoras. Kita tahubahwajikaa, b
dan ¢ mewakili panjang ketiga sisi segitiga, maka a* +b* = ¢? bila dan hanya bila segitiga
tersebut adalah segitiga siku-siku. Gambar tersebut kemudian memberitahu kita bahwa
dua vektor |z) dan |b) adalah tegak lurus bila dan hanya bila ||a)|* + ||b)[*=|la + D) |*.

4.8 Mengalikan suatu Bra dengan suatu Ket

Bila kita memiliki bra dan ket dengan dimensi yang sama, kita bisa mengalikannya
dengan bra di kiri dan ket di kanan untuk mendapatkan suatu bilangan. Ini dilakukan
dengan cara berikut, di mana kita menganggap (a| dan |b) adalah berdimensi n:

by
by

@=m a -+ @] dan |p)=|
by
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Kita menggunakan penggabungan untuk menunjukkan hasil kali. Ini hanya berarti
bahwa kita menuliskan istilah-istilah tersebut secara berdampingan tanpa simbol di
antara mereka. Jadi hasil kalinya tertulis {a||b). Dengan memeras simbol lebih dekat
dengan garis vertikal bertepatan dan kita mendapatkan {a|b), yang merupakan notasi
yang akan kita gunakan. Definisi dari produk bra-ket adalah

by

b,
(alb):[a1 a --- an] : =mby +axby +--- +a,b,.

by

Garis vertikal bra dan kets “disatukan”, yang membantu kita mengingat bahwa bra
memiliki garis vertikal di sisi kanan dan kets ada di kiri. Hasilnya terdiri dari istilah
yang diapit di antara tanda kurung sudut. Nama "bra" dan "ket" berasal dari "braket",
yang hampir merupakan gabungan dari kedua nama tersebut. Meskipun ini permainan
kata yang agak lemah, ini membantu kita untuk mengingat bahwa, untuk produk ini,
"bra" ada di sebelah kiri "ket".

Dalam aljabar linier hasil kali ini sering disebut hasil kali dalam atau hasil kali titik,
tetapi notasi bra-ket adalah yang digunakan dalam mekanika kuantum, dan inilah yang
akan kita gunakan di seluruh buku ini.

Sekarang setelah kita mendefinisikan hasil kali bra-ket, mari kita lihat apa yang bisa
kita lakukan dengannya. Kita mulai dengan meninjau kembali panjangnya.

4.9 Bra-Ket dan Panjang

Bila kita memiliki suatu ket yang dilambangkan dengan |z), maka suatu bra (4| dengan
nama yang sama didefinisikan dengan cara yang jelas. Keduanya memiliki elemen yang
persis sama, tetapi untuk |a) mereka disusun secara vertikal, dan untuk (a| horizontal.

ay
az

la) =1 . | dan (al:[a1 ay -+ an].
Ay

Akibatnya, (ala) = af+a;+---+a; dan panjang |a) dapat ditulis secara ringkas sebagai

llay|= V{ala).

Untuk mengilustrasikan, kita kembali ke contoh di mana kita menemukan panjang

dari |a) = |?] : {ala)y = 3 +1% = 10. Kemudian kita ambil akar kuadratnya untuk
mendapatkan ||a)|= V{ala) = V10.

Vektor satuan akan menjadi sangat penting dalam penelitian kita. Untuk melihat
apakah suatu vektor adalah satuan, ia memiliki panjang 1 kita akan berulang kali
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menggunakan fakta bahwa suatu ket |2) adalah vektor satuan bila dan hanya bila bra-ket
(ala) = 1.

Konsep penting lainnya adalah ortogonalitas. Hasil perkalian bra-ket juga dapat
memberi tahu kita jika dua vektor bersifat ortogonal.

4.10 Bra-ket dan Ortogonalitas

Hasil utamanya adalah: Dua kets |a) dan |[b) ortogonal bila dan hanya bila {a|b) = 0. Kita
akan melihat beberapa contoh dan kemudian memberikan penjelasan mengapa hasil ini
benar.

Misalkan |a) = |?] |b) = |;] dan |c) = |_62 . Kita menghitung (alb) dan {(alc).

<a|b>=[3 1] —;]=3+2=5

dan

(alc) = [3 1] [‘62] =-6+6=0.

Karena (alb) # 0, kita tahu bahwa |a) dan |b) tidak ortogonal. Karena {alc) = 0, kita tahu
bahwa |a) dan |c) ortogonal.
Mengapa ini berhasil? Berikut adalah penjelasan kets dua dimensi.

Misalkan |a) = [le dan|b) = [Zl], maka |a) +|b) = lal +by
2 2

o + bz]' Ktai menghitung kuadrat

dari panjang |a) + |b) sebagai berikut:

a; + bl
a, + bz
(a1 + bl)2 + (ax + b2)2

= (a2 +2a1by + b?) + (a5 + 2axb; + b3)
= (@ +a5) + (b7 + b3) + 2(arby + azby)
[la) |* + | |b) |* + 2(alb)

lla) + )P

[ﬂ1 + bl a, + bz]

Jelas bilangan ini sama dengan ||a) |* + | |b) |* bila dan hanya bila 2(a|b) = 0. Sekarang
ingat pengamatan kita bahwa dua vektor |a) dan |b) adalah ortogonal bila dan hanya bila
la) ? + | [BY |2 = ||la) + |b)] (Dalil Pythagoras). Dengan demikian kita dapat mengulangi
observasi ini menggunakan perhitungan untuk kuadrat dari panjang |a) + |b) untuk
mengatakan bahwa : Dua vektor |a) dan |b) ortogonal bila dan hanya bila {a|b) = 0.

Meskipun kita telah menunjukkan ini untuk kets dua dimensi, argumen yang sama
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dapat diperluas ke kets dengan ukuran dimensi berapa pun. Misalkan,

a1 by

as b,
= b=

a, b,

dan |z) orthogonal dengan |b) bila dan hanya bila {a|b) = 0.

411 Basis Ortonormal

Kata "orthonormal" memiliki dua bagian; orto dari ortogonal, dan normal dari normal-
isasi yang dalam hal ini berarti dengan panjang satu. Bila kita bekerja dengan kets dua
dimensi, basis ortonormal akan terdiri dari sekumpulan dua kets yang ortogonal satu
sama lain. Secara umum, bila kita bekerja dengan kets berdimensi-n, basis ortonormal
terdiri dari himpunan n kets masing-masing dengan panjang satu yang saling ortogonal
satu dengan lainnya.

Kita mulai dengan melihat kets dua dimensi. Himpunan semua vektor dua dimensi
dilambangkan dengan IR?. Basis ortonormal untuk R? terdiri dari himpunan yang berisi
dua vektor satuan |b;) dan |b,) yang ortogonal. Jadi, diberikan sepasang kets, untuk
memeriksa apakah mereka membentuk basis ortonormal, kita harus memeriksa terlebih
dahulu untuk melihat apakah mereka adalah vektor satuan, dan kemudian memeriksa
apakah mereka ortogonal. Kedua kondisi ini bisa kita periksa menggunakan bra-ket.
Kita butuh <b1|b1> = 1, <b2|b2> =1dan <b1|b2> =0.

Contoh standar, yang disebut basis standar, adalah mengambil

wo%ﬂ®mm=m.

Sangat mudah untuk memeriksa bahwa kedua bra-ket memenuhi sifat yang dibahas.

Sementara himpunan
1{ |0
01"(1

adalah basis yang sangat mudah untuk ditemukan, ada banyak kemungkinan pilihan
lain yang tak terhingga. Dua di antaranya adalah

(B Ryl

Pada bab terakhir kita mempertimbangkan untuk mengukur spin sebuah partikel.
Kita melihat putaran yang diukur dalam arah vertikal dan horizontal. Model matematis
untuk mengukur putaran dalam arah vertikal akan diberikan dengan menggunakan ba-
sis standar. Memutar alat pengukur akan dijelaskan secara matematis dengan memilih
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basis ortonormal baru. Tiga basis dua dimensi yang telah kita daftarkan semuanya
akan memiliki interpretasi penting tentang spin, jadi alih-alih menamai vektor di basis
dengan huruf, kita akan menggunakan panah, dengan arah panah terkait dengan arah
putaran. Berikut nama-nama yang akan kita gunakan:

L 1 1 -
|T>:[(1)],|¢>=[(1)],|e>:[£},|e>:[f},|/>=| 2@] dan |/>:|?],
V2 V2 - I

Tiga basis kita dapat ditulis lebih ringkas sebagai {|T), [{)}, {|=), [<=)} dan {|, ), |}
Karena ini ortonormal, kita memiliki bra-ket berikut nilai-nilainya.

TIm=1 dIb=1 {01b=0, (LINDH=0

(=l=2)=1 («le)=1 (=]|<)=0, («]|=2)=0,

I =1L ) =1 (1) =0, (' 1.7)=0.

4.12 Vektor sebagai Kombinasi Linear dari Vektor Basis

Diberikan ket dan basis ortonormal, kita dapat menyatakan ket sebagai penjumlahan
terbobot dari vektor basis. Meskipun pada tahap ini tidak jelas apakah ini berguna, kita
akan melihat nanti bahwa ini adalah salah satu ide dasar yang menjadi dasar model
matematika kita. Kita mulai dengan melihat contoh dua dimensi.

Sebarang vektor [v) dalam R? dapat ditulis sebagai kelipatan |1) ditambah kelipatan
I1). Ini ekivelen dengan fakta yang agak jelas bahwa untuk setiap bilangan ¢ dan 4

persamaan
cl |1 0
al= X1 + X 1

0
mempunyai penyelesaian. Jelas, ini memiliki penyelesaian x; = ¢ dan x, = d, dan ini
adalah satu-satunya penyelesaian.
Dapatkah sebarang vektor |[v) dalam R? ditulis sebagai kelipatan |—) ditambah ke-
lipatan |«)? Secara ekivalen, apakah persamaan berikut memiliki penyelesaian untuk
bilangan c dan d?

[2] = x1|5) + 23 )

Bagaimana kita mengatasi ini? Kita dapat mengganti ket dengan vektor kolom dua
dimensinya dan kemudian menyelesaikan sistem yang dihasilkan dari dua persamaan
linier dalam dua variabel yang tidak diketahui. Tetapi ada cara yang jauh lebih mudah
untuk melakukan ini dengan menggunakan bra dan ket.

Pertama, ambil persamaannya dan kalikan kedua sisi di kiri dengan bra (—|. Hasil-
nya adalah persamaan berikut.

(-l |§] = (=l (1 =) + x21))
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Selanjutnya, hukum distributif suku-suku di sisi kanan persamaan.

(-l [2] = x1(= | =) +x2(> | <)

Kita tahu nilai kedua bra-ket di sisi kanan. Yang pertama adalah 1. Yang kedua adalah
0. Ini langsung memberi tahu kita bahwa x; sama dengan (—| [2] Jadi, kita tinggal

menghitung hasil perkalian ini.
= [2] =[1/v2 -1+ [2] = (1/V2)c - (1/ V2)d = (c — d)/ V2

Karena itu, x; = (c — d)/ V2.
Kita dapat menggunakan metode yang persis sama untuk menemukan x,. Kita
mulai dengan persamaan awal yang sama

[;] = x1|=) + 0 |)

kalikan kedua sisi di kiri dengan bra («|. Hasilnya adalah persamaan berikut.

(] |§] = (=l =) + xle))

Selanjutnya, hukum distributif suku-suku di sisi kanan persamaan.

(-l |§] = xi(e | =) + (e | )

Kita tahu nilai kedua bra-ket di sisi kanan. Yang pertama adalah 0. Yang kedua adalah

1. Ini langsung memberi tahu kita bahwa x, sama dengan («| [2] Jadi, kita tinggal

menghitung hasil perkalian ini.
¢ |§] =[1/+2 1742 |§] = (1/ V2)e + (1/ V2)d = (c +d)/ V2

Karena itu, x, = (c +d)/ V2.
Artinya kita bisa menulis

c| (c—d) (c+d)
= |—)> +
|d] V2 V2

Jumlah di sebelah kanan terdiri dari perkalian vektor basis dengan skalar tertentu

dan kemudian menjumlahkan vektor yang dihasilkan. Kita menggambarkannya se-
belumnya sebagai jumlah berbobot dari vektor basis, tetapi kita harus berhati-hati

|-
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dengan interpretasi ini. Tidak ada alasan untuk skalar menjadi positif. Mereka bisa
menjadi negatif. Dalam contoh kita, jika c = =3 dan d = 1, kedua bobot, (c — d)/ V2 dan
(c + d)/ V2 akan menjadi negatif. Untuk alasan ini, istilah kombinasi linier dari vektor
basis digunakan sebagai pengganti penjumlahan terbobot.

Sekarang mari pindah ke n dimensi. Misalkan diberikan ket |v) berdimensi-n dan
suatu basis ortonormal {|b;),|b,), ..., |b,)}. Bisakah kita menulis |[v) sebagai kombinasi
linier dari vektor basis? Jika ya, apakah ada cara tunggal untuk melakukan ini? Sama
halnya, lakukan persamaannya

[0y = x11b1) + x21b2) + -+ + X, |by)

apakah mempunyai penyelesaian tunggal? Sekali lagi jawabannya adalah ya. Untuk
melihat ini, kita akan menunjukkan cara mencari nilai x;. Perhitungannya mengikuti
metode yang sama persis yang kita gunakan dalam dua dimensi. Mulailah dengan
mengalikan kedua ruas persamaan dengan b;. Kita tahu bahwa (b;|by) = 0 bila i # k
dan (b;|bx) = 1 bila i = k. Jadi, setelah dikalikan dengan bra, sisi kanan disederhanakan
menjadi hanya x;, dan kita mendapatkan (b;|v) = x;. Hal ini mengatakan ke kita bahwa
x1 = (b1|v), x2 = (by|v) dst.
Akibatnya, kita bisa menulis |v) sebagai kombinasi linier dari vektor basis:

[0) = (b1lv) [b1) + (b2[0) [D2) + - - - + byl |bn) -

Pada tahap ini, semua ini tampak agak abstrak, tetapi semuanya akan menjadi jelas
dibab berikutnya. Basis ortonormal yang berbeda berkaitan dengan pemilihan orientasi
yang berbeda untuk mengukur putaran. Bilangan-bilangan yang diberikan oleh bra-
ket seperti (b;|[v) disebut amplitudo probabilitas. Kuadrat dari (b;|v) akan memberi kita
probabilitas dari [v) lompat ke |b;) saat kita mengukurnya. Ini semua akan dijelaskan,
tetapi memahami persamaan yang tertulis di atas sangat penting untuk hal-hal berikut.

4,13 Basis-basis Terurut

Suatu basis terurut adalah basis di mana vektor diberi urutan, yaitu ada vektor per-
tama, vektor kedua, dan seterusnya. Bila {|b;),|b2),...,|b,)} adalah suatu basis, kita
menotasikan basis yang terurut dengan (|b1),|by), ..., |b,)). Kita mengubah tanda ku-
rung dari kurawal menjadi kurung biasa. Sebagai contoh, kita akan melihat R?. Ingatlah
bahwa basis bakunya adalah {|T),[])}. Dua himpunan sama jika mereka memiliki ele-
men yang sama urutan elemen tidak menjadi masalah, jadi {|T),[{)} = {l{),|T)} Kedua
himpunan itu sama.

Akan tetapi, untuk basis yang terurut, urutan vektor basis memberikan suatu hal,
jadi (IT), 1)) # (11),1T)). Vektor pertama dalam basis berurutan di sebelah kiri tidak
sama dengan vektor pertama dalam basis berurutan di sebelah kanan, sehingga dua
basis terurut itu berbeda.
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Perbedaan antara basis tak berurutan dan basis terurut mungkin tampak agak
berlebihan, tetapi sebenarnya tidak. Kita akan melihat beberapa contoh di mana kita
memiliki himpunan vektor basis yang sama dengan urutan yang berbeda. Permutasi
vektor basis akan memberi kita informasi penting.

Sebagai contoh, sebelumnya kita mencatat bahwa basis baku {|T), || )}, sesuai dengan
mengukur spin elektron dalam arah vertikal. Basis yang terurut (|T),[])) akan sesuai
dengan mengukur putaran ketika magnet selatan berada di atas alat pengukur kita.
Jika kita membalik peralatan hingga 180°, kita juga akan membalik elemen basis dan
menggunakan basis yang terurut (|}), [T)).

4.14 Panjang Vektor

Misalkan diberikan suatu ket |v) dan suatu basis ortonormal {|b;),|bs),...,|b,)}, kita
telah mengetahui bagimana menulis |v) sebagai kombinasi linier dari vektor-vektor
basis, yaitu
[0) = (010} |b1) + (2|0} [b2) + - - - + (bul0) by) -
Untuk menyederhanakan, kita akan menulis ini sebagai
[v) = c1lb1) + c2lb2) + -+ cu |by) -
Ada rumus yang berguna untuk panjang [v), yaitu
)P =+ E+t
Mari kita lihat dengan cepat mengapa ini benar. Kita tahu bahwa | [0) |* = (v|v).
Gunakan (v| = ¢1 (b1| + c2[v {ba| + - - - + ¢, (b, |, kita peroleh
(@) = (cr (ba| + cobaf + -+ + Cu (Dul)(c1 1) + C21b2) + -+ - + ¢ D))
Langkah selanjutnya adalah melakukan hasil kali suku-suku di dalam tanda kurung.
Ini terlihat seolah-olah akan menjadi tidak sederhana, tetapi sebenarnya tidak. Kita
kembali menggunakan fakta bahwa (b;|by) = 0 bila i # k dan (bi|bx) = 1 bila i = k.
Semua hasil perkalian bra-ket dengan subskrip yang berbeda adalah 0. Satu-satunya

bra-ket yang bukan nol adalah yang memiliki subskrip yang sama diulang, dan ini
semua adalah 1. Akibatnya, kita mendapatkan

2 2 2
(Olvy =ci +c;+--+c.

415 Matriks

Matriks adalah susunan bilangan persegi panjang. Matriks M dengan m baris dan n
kolom disebut matriks m X n. Berikut ini beberapa contohnya:

3 6
A:[_g2 ; _31],13: 2 5],
1 4
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A memiliki dua baris dan tiga kolom jadi ini adalah matriks 2 X 3. Sedangkan B adalah
matriks 3 X 2. Kita dapat menganggap bra dan ket sebagai jenis matriks khusus: bra
hanya memiliki satu baris, dan ket hanya memiliki satu kolom.

Transpos dari M matriks m X n, dilambangkan MT, adalah matriks n X m dibentuk
dengan menukar baris dan kolom dari M. Baris ke-i dari M menjadi kolom ke-i dari M7,
dan kolom ke-j dari M menjadi baris ke-j dari M. Untuk matriks A dan B kita memiliki:

-2 3
AT=]1 2 BT:321
3_1' 6 5 4|

Vektor kolom dapat dianggap sebagai matriks hanya dengan satu kolom, dan vektor
baris dapat dianggap sebagai matriks hanya dengan satu baris. Dengan interpretasi ini,
hubungTan antara bra dan ket dengan nama yang sama diberikan oleh {a| = |a)" dan
lay = <al".

Mengingat matriks umum yang memiliki beberapa baris dan kolom, kita mengang-
gap baris sebagai bra dan kolom menunjukkan ket. Dalam contoh kita, kita dapat
menganggap A terdiri dari dua bra yang ditumpuk satu sama lain atau sebagai tiga ket
berdampingan. Demikian pula, B dapat dianggap sebagai tiga bra yang ditumpuk satu
sama lain atau sebagai dua ket berdampingan.

Perkalian dari matriks A dan B menggunakan gagasan ini. Perkalian dilambangkan
dengan AB. Ini dihitung dengan menganggap A terdiri dari bra dan B terdiri dari ket.
(Ingatlah bahwa bra selalu datang sebelum ket.)

A:lg;”,dimana @l=[-2 1 3],@l=[3 2 -1],

3 6
B=lbr) [b2)], dimana [by) = 2},|bz>=[5]-
1 4

Perkalian AB dihitung sebagai berikut:
ag = |@ (102 1b)]
| {22]

_ [(albr) <anlbo)
[(a2lD1)  (a2lD2)

[ —23) +1(2) +3(1)  —2(6) + 1(5) + 3(4)
33) +2(2) + (-1)(1) 3(6) +2(5) + (-1)(4)

-1 5
- [12 24

Perhatikan bahwa dimensi bra di A sama dengan dimensi ket di B. Kita perlu
memiliki ini agar produk bra-ket dapat ditentukan. Perhatikan juga bahwa AB # BA.
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Dalam contoh kita, BA adalah matriks 3 x 3, jadi ukurannya bahkan tidak sama dengan
AB.

Secara umum, diberikan m X r matriks A dan r X n matriks B, tulis A dalam istilah
bra berdimensi-r dan B dalam ket berdimensi-r,

(@]

(a2
A= B=[b) b - ).
(@]
Perkalian AB adalah matriks m X n yang memiliki {4;|b;) sebagai elemen pada baris
ke-i dan kolom ke-j, yaitu,

[(a1lby)y (ailby) -+ aalbj) -+ {@alby)]
(azlby) A{aolb2) --- <az|bj> o (aglby)

AB=\ by alby) - aly - (alba) |

(@ulb) (aulbs) - (anlby) - {anlbn)]

Membalik urutan perkalian menghasilkan BA, tetapi kita bahkan tidak dapat mem-
ulai perhitungan jika m tidak sama dengan n karena bra dan ket memiliki dimensi yang
berbeda. Bahkan jika m sama dengan 7, dan kita dapat mengalikannya, kita akan men-
dapatkan matriks yang berukuran rXr. Ini tidak sama dengan AB, yang berukuran nxn,
untuk 7 tidak sama dengan r. Bahkan dalam kasus ketika 7, m dan r semuanya sama
satu sama lain, biasanya AB tidak sama dengan BA. Kita mengatakan bahwa perkalian
matriks tidak komutatif untuk menunjukkan fakta ini.

Matriks dengan yang banyaknya baris sama dengan banyaknya kolom disebut ma-
triks persegi. Diagonal utama matriks persegi terdiri dari elemen-elemen diagonal
mulai dari kiri atas matriks hingga kanan bawah. Matriks persegi yang memiliki se-
mua elemen diagonal utama sama dengan 1 dan semua elemen lainnya sama dengan 0
disebut matriks identitas. Matriks identitas n X n dilambangkan dengan I,,, jadi

100
Iz=|(1) (1)],13= 01 0},"'

001
Matriks identitas mendapatkan namanya dari fakta bahwa mengalikan matriks den-
gan identitas analog dengan mengalikan bilangan dengan 1. Misalkan A adalah matriks
m X n. Maka I,,A = Al, = A.
Matriks memberi kita cara mudah untuk melakukan komputasi yang melibatkan
bra dan ket. Bagian selanjutnya menunjukkan bagaimana kita akan menggunakannya.
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4.16 Komputasi Matriks

Diberikan himpunan ketberdimensi-n yaitu {|b1), |b), . .., |b,)} dan kita ingin memeriksa
untuk melihat apakah itu adalah basis ortonormal. Pertama, kita harus memeriksa
bahwa semuanya adalah vektor satuan. Kemudian kita harus memeriksa bahwa vektor-
vektor tersebut saling ortogonal satu sama lain. Kita telah melihat cara memeriksa kedua
kondisi ini menggunakan bra dan ket, tetapi penghitungannya dapat diekspresikan
hanya dengan menggunakan matriks.

Kita mulai dengan membentuk n X n matriks A = [Ibl) by ... Ibn)], lalu ambil
transposenya yaitu
(bl
|
(|
Kemudian kita hitung hasil kali ATA:
(0l (0lb1)  Dalba)  --- (ba1lby)
b by|b bo|by) --- (bolb,
araz| @ oy oy ]| @l b))
<bn| <bn|bl> <bn|b2> <bn|bn>

Perhatikan bahwa elemen di diagonal utama persis seperti yang perlu kita hitung
untuk mengetahui apakah ket adalah satuan. Elemen diluar diagonal utama adalah apa
yang harus kita hitung untuk melihat apakah ket saling ortogonal. Ini berarti bahwa
himpunan vektor adalah basis ortonormal jika dan hanya jika ATA = I,. Persamaan ini
memberikan cara ringkas untuk menuliskan semua yang perlu kita periksa.

Meskipun ini adalah ekspresi yang ringkas, kita masih perlu melakukan semua
perhitungan untuk menemukan elemen-elemennya. Kita perlu menghitung semua
elemen di sepanjang diagonal utama untuk memeriksa bahwa vektornya adalah satuan.
Namun, kita tidak perlu menghitung elemen di bawah diagonal utama. Jika i # j maka
salah satu (b;|by) dan (bi|b;) akan berada di atas dan yang lainnya di bawah diagonal
utama. Dua hasil perkalian bra-ket ini sama, dan sekali kita menghitungnya, kita tidak
perlu menghitung yang lainnya sebab hasilnya sama. Jadi, setelah kita memeriksa
bahwa semua elemen diagonal utama adalah 1, kita hanya perlu memeriksa bahwa
semua elemen di atas (atau di bawah) diagonal adalah 0.

Sekarang kita telah memeriksa bahwa {|by),|b>),...,|b,)} adalah basis ortonormal,
misalkan kita diberi ket [v) dan ingin mengekspresikannya sebagai kombinasi linier
dari vektor basis. Kita tahu bagaimana melakukan ini :

[0) = (b1lv) [b1) + (b2[0) [D2) + - - - + byl |bn) -
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Semuanya dapat dihitung dengan menggunakan matriks A”.

(b1 (b1|v)
b b

AT ) = <:2| ) = <2:|7J> .
byl (bylv)

Ini telah menjadi bab yang panjang di mana banyak perhitungan matematika telah
diperkenalkan. Tetapi matematika telah berkembang, dan kita sekarang memiliki se-
jumlah cara untuk melakukan perhitungan. Tiga gagasan kunci yang kita perlukan nanti
diringkas di bagian akhir. (Mereka ada di akhir bab untuk referensi yang memudahkan.)
Sebelum kita menyimpulkan, kita melihat beberapa konvensi penamaan.

4.17 Matriks Ortogonal dan Uniter

Matriks persegi M yang memiliki elemen real dan memiliki sifat bahwa M"M sama
dengan matriks identitas disebut matriks ortogonal.

Seperti yang kita lihat di bagian terakhir, kita dapat memeriksa untuk melihat
apakah kita memiliki basis ortonormal dengan membentuk matriks ket dan kemudian
memeriksa apakah matriks yang dihasilkan ortogonal. Matriks ortogonal juga akan
menjadi penting ketika kita melihat gerbang logika kuantum. Gerbang ini juga sesuai
dengan matriks ortogonal.

Berikut dua matriks ortogonal penting yaitu:

L 1 000
@@dan0100
%‘715 0001

0010

Matriks 2 X 2 sesuai dengan basis berurutan (|«<),|—)), yang akan kita temui di
bab berikutnya di mana kita akan melihat bagaimana matriks tersebut terhubung ke
pengukuran spin dalam arah horizontal. Kita juga akan menemui matriks yang persis
sama nanti. Ini adalah matriks yang sesuai dengan gerbang khusus, yang disebut
gerbang Hadamard.

Matriks 4 X 4 sesuai dengan mengambil basis standar untuk R* dan mengurutkan
dengan dua vektor terakhir yang dipertukarkan. Matriks ini dikaitkan dengan gerbang
CNOT. Kita akan menjelaskan nanti dengan tepat apa itu gerbang, tetapi secara praktis
semua sirkuit kuantum kita hanya akan terdiri dari dua jenis gerbang ini. Jadi, matriks
ortogonal ini penting!

(Bila kita bekerja dengan bilangan kompleks, elemen matriks bisa jadi bilangan kom-
pleks. Matriks dengan elemen kompleks yang sesuai dengan matriks ortogonal disebut
unitari. Bilangan riil adalah bagian dari bilangan kompleks, jadi semua matriks ortogo-
nal adalah unitari. Jika kita perhatikan di hampir setiap buku lain tentang komputasi
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kuantum, mereka akan menyebut matriks yang menjelaskan gerbang CNOT dan unitari
gerbang Hadamard, tetapi kita menyebutnya ortogonal. Keduanya benar.)

4.18 Perangkat Aljabar Linier

Berikut adalah daftar tiga tugas yang perlu kita lakukan berulang kali. Ini semua mudah
dilakukan. Metode untuk menangani setiap tugas diberikan.

1. Diberikan himpunan ket berdimensi-n yaitu {|b1),|by),...,|b,)} , periksa untuk
melihat apakah itubasis ortonormal. Untuk melakukan halini, pertama konstruksi

matriks A = [|b1> |byy ... Ibn>]. Kemudian hitung ATA. Jika ini adalah matriks
identitas, kita memiliki basis ortonormal. Jika tidak, matriks bukan yang kita
kehendaki.

2. Diberikan suatu basis ortonormal {|b1), |b2), ..., |b,)} dan suatu ket [v), ungkapkan
ket sebagai kombinasi linier dari vektor basis, yaitu menyelesaikan

[0) = x11b1) + x2|b2) + - -+ + X D) -

Untuk melakukan ini, konstruksi matriks A = [|b1> by ... |bn>]. Maka
X1 (01]v)
X by|v
|ty < ||
X (by0)

3. Diberikan suatu basis ortonormal {|b1), |by), ..., |b,)} dan
[0) = ciler) +calba) + -+ ¢y |bn),

dapatkan panjang dari [v). Untuk melakukan hal ini, gunakan

2
e

[oyF =23 +c5+--+c

Sekarang kita memiliki telah memiliki perangkat aljabar linier, kita kembali ke
pembahasan tentang spin.
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Spin dan Qubit

Awal bab ini menjelaskan pengukuran yang melibatkan spin elektron. Kita melihat
bahwa bila kita mengukur putaran dalam arah vertikal, kita tidak mendapatkan nilai
kontinum, tetapi hanya dua di antaranya: Elektron memiliki kutub utaranya secara
vertikal ke atas, atau ke bawah secara vertikal. Jika kita mengukur putaran pertama
dalam arah vertikal dan kemudian sekali lagi dalam arah yang sama, kita memperoleh
hasil yang persis sama untuk kedua pengukuran. Jika pengukuran pertama menun-
jukkan bahwa elektron memiliki kutub utaranya ke atas, maka pengukuran kedua juga
akan terjadi. Kita juga melihat bahwa jika kita mengukur pertama dalam arah vertikal
dan kemudian dalam arah horizontal, elektron akan berputar N dan S dalam arah 90°
masing-masing dengan probabilitas setengah. Tidak masalah apa pengukuran pertama;
pengukuran kedua akan memberikan pilihan acak baik N atau S. Pembahasan berikut-
nya memperkenalkan matematika aljabar linier. Tujuan dari bab ini adalah untuk meng-
gabungkan dua bab sebelumnya, menghasilkan model matematika yang menjelaskan
pengukuran spin. Kita kemudian akan menunjukkan bagaimana ini berhubungan de-
ngan qubit. Tetapi sebelum kita memulai uraian ini, kita memperkenalkan matematika
probabilitas.

5.1 Probabilitas

Bayangkan kita memiliki koin dan kita berulang kali melemparkannya, menghitung
jumlah lemparan dan berapa kali "kepala" keluar. Jika koin itu adil/seimbang kemu-
ngkinan besar akan mendarat ke atas dengan "ekor" ke atas, rasio jumlah "kepala"
dengan jumlah lemparan, setelah dilempar berkali-kali, akan mendekati setengah. Kita
mengatakan bahwa probabilitas hasil "kepala" adalah 0, 5.

Secara umum, kita melakukan eksperimen yang sering kita sebut sebagai membuat
pengukuran yang memiliki jumlah kemungkinan hasil yang terbatas. Kita akan menun-
jukkanini dengan E;, E,, . .., E,. Asumsi yang mendasari adalah bahwa hasil percobaan,
atau pengukuran, akan menjadi satu dan hanya satu dari n hasil ini. Terkait dengan
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hasil E; adalah probabilitas p;. Probabilitas harus berupa bilangan antara 0 dan 1 yang
jumlahnya 1. Dalam kasus melempar koin, kedua hasil adalah mendapatkan kepala
dan mendapatkan ekor. Jika koinnya seimbang, probabilitas setiap peristiwa adalah
1/2.

Kita kembali ke eksperimen yang melibatkan spin partikel dari pembahasan awal
menggunakan notasi yang sedikit lebih formal untuk mendeskripsikannya. Misalkan
kita akan mengukur putaran ke arah 0°. Ada dua kemungkinan hasil yang akan kita
nyatakan sebagai N dan S. Kedua hasil ini akan memiliki probabilitas terkait. Kita akan
menyatakan dengan py probabilitas memperoleh N, dan ps probabilitas memperoleh S.
Jika kita sudah tahu bahwa elektron kita berputar N ke arah 0°, maka kita tahu bahwa
ketika kita mengukur lagi ke arah ini kita akan mendapatkan yang sama hasilnya,
jadi, dalam kasus ini, py = 1 dan ps = 0. Sebaliknya, jika kita mengetahui elektron
kita memiliki spin N pada arah 90° dan sekarang kita mengukur ke arah 0°, maka
kita sama-sama cenderung mendapatkan N dan S sebagai hasilnya, jadi dalam hal ini

PN =Ps = 0,5

5.2 Matematika dari Quantum Spin

Kami sekarang akan menyajikan model matematika yang menggambarkan spin kuan-
tum. Ini menggunakan probabilitas dan vektor.

Model dasar diberikan oleh ruang vektor. Saat kita melakukan pengukuran akan
ada sejumlah kemungkinan hasil. Jumlah hasil menentukan dimensi ruang vektor yang
mendasari ini. Untuk spin, hanya ada dua kemungkinan hasil dari pengukuran apa pun,
sehingga ruang vektor yang mendasarinya adalah dua dimensi. Kita akan mengam-
bil ruang menjadi R? ini adalah bidang dua dimensi standar yang kita semua kenal.
Ini bagus untuk tujuan kita karena kita hanya memutar alat pengukur kita di bidang.
Bila kita juga ingin mempertimbangkan semua kemungkinan rotasi tiga dimensi dari
aparatus, ruang yang mendasari akan tetap menjadi dua; dimensi dua tetap merupakan
jumlah hasil yang mungkin untuk setiap pengukuran tetapi alih-alih menggunakan
vektor dengan koefisien real, kita akan mendapatkan untuk menggunakan vektor yang
melibatkan bilangan kompleks. Ruang vektor yang mendasari kemudian akan men-
jadi ruang kompleks dua dimensi yang dilambangkan dengan C?. Untuk alasan yang
tercantum di bab sebelumnya, R? tetap baik untuk kebutuhan kita.

Kita tidak akan mempertimbangkan semua vektor di IR?, hanya vektor satuan. Untuk

.. cq . . c .
ket, ini berarti kita membatasi ket dengan bentuk |v) = [Cll, di mana ci* + c% =1.
2

Memilih arah untuk mengukur putaran sesuai dengan pemilihan basis yang teru-
rut, ortonormal (|b1), |b2)). Dua vektor di basis sesuai dengan dua kemungkinan hasil
pengukuran. Kita akan selalu mengasosiasikan N dengan vektor basis pertama dan S
dengan vektor basis kedua. Sebelum kita mengukur spin, partikel akan berada dalam
keadaan spin yang diberikan oleh kombinasi linier |b;) dan |b,), yaitu memiliki bentuk
c1lb1) + c2|by). Kadang-kadang kita akan menyebutnya sebagai vektor keadaan dan
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kadang-kadang hanya menyebutnya sebagai keadaan. Setelah kita mengukur, vektor
keadaannya akan melompat ke |b;) atau |b,). Ini adalah salah satu gagasan utama dalam
mekanika kuantum: Pengukuran menyebabkan vektor keadaan berubah. Keadaanbaru
adalah salah satu vektor basis yang terkait dengan pengukuran. Probabilitas menda-
patkan vektor basis tertentu diberikan oleh keadaan awal. Probabilitas keberadaannya
|b;) adalah c%; probabilitas dari |b,) adalah c%. Bilangan-bilangan c; dan ¢, disebut am-
plitudo probabilitas. Penting untuk diingat bahwa amplitudo probabilitas bukanlah
probabilitas. Bisa jadi positif atau negatif. Kuadrat dari bilangan-bilangan inilah yang
merupakan probabilitas. Untuk membuat semuanya lebih konkret, kita akan kembali
ke percobaan di mana kita mengukur putaran arah vertikal dan horizontal.

Seperti yang kita sebutkan di bab sebelumnya, basis ortonormal terurut yang sesuai
dengan pengukuran putaran dalam arah vertikal diberikan oleh (|T),|{)), di mana [T) =

[(1)] dan []) = [(1) . Vektor pertama yang terdaftar di basis sesuai dengan elektron yang

memiliki spin N pada arah 0° dan vektor kedua ke S dengan arah 0°.

Putaran dalam arah horizontal diberikan oleh basis ortonormal yang terurut (}-) , k=),
1 1

di mana |—) = { __‘/15} dan |«) = {f} Vektor pertama yang terdaftar dalam basis
berhubungan dengggn elektron yang\gerputar N pada arah 90° dan vektor kedua ke S
pada arah 90°.

Pertama-tama kita mengukur putaran dalam arah vertikal. Awalnya, kita mungkin
tidak mengetahui keadaan spin dari elektron yang masuk, tetapi harus berupa vektor
satuan sehingga dapat ditulis sebagai c; [T) + c2|])) dimana ci* + c% = 1. Kami sekarang
melakukan pengukuran. Entah elektron dialihkan ke atas dalam hal ini keadaan melom-
pat ke |T) atau dialihkan ke bawah dalam hal ini keadaannya melompat ke ||). Prob-
abilitasnya untuk dialihkan ke atas adalah ¢Z dan probabilitasnya untuk dialihkan ke
bawah adalah c3.

Kita sekarang mengulangi eksperimen yang persis sama, mengukur putaran sekali
lagi dalam arah vertikal. Misalkan elektron dibelokkan ke atas oleh pengaturan magnet
pertama. Kita tahu itu dalam keadaan berputar [T) = 1|T) + 0[]). Saat kita mengukur
lagi, keadaan melompat ke |T) dengan probabilitas 1 = 1% atau ke ||) dengan probabilitas
0 = 0°. Ini hanya berarti bahwa ia tetap dalam keadaan |T), dan begitu juga dibelokkan
ke atas sekali lagi.

Demikian pula, bila elektron dibelokkan ke bawah maka akan berada dalam keadaan
1) = 0IT) + 1|]). Tidak peduli berapa kali kita mengukurnya dalam arah vertikal,
elektron akan tetap dalam keadaan ini, memberi tahu kita bahwa berapa kali pun kita
mengulangi percobaan, elektron akan terus dibelokkan ke bawah. Seperti yang kita
catat di pembahasan pertama, jika kita mengulangi eksperimen yang persis sama, kita
mendapatkan hasil yang persis sama.

Alih-alih berulang kali mengukur putaran dalam arah vertikal, pertama-tama kita
akan mengukur putaran dalam arah vertikal dan kemudian mengukur putaran dalam
arah horizontal. Misalkan kita baru saja melakukan pengukuran pertama. Kita telah
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mengukur spin dalam arah vertikal, dan misalkan elektron memiliki spin N dalam arah
0°. Vektor keadaannya sekarang |T). Karena kita selanjutnya akan mengukur putaran
dalam arah horizontal, kita harus menulis vektor ini dalam bentuk basis ortonormal
yang sesuai dengan arah ini, yang berarti kita harus mencari nilai x; dan x, hal ini
berkaitan dengan menyelesaikan persamaan |T) = x; [—) + x; |«). Kita tahu bagaimana
melakukan ini: Ini adalah perangkat kedua di akhir bab pembahasan Perangkat Aljabar
Linier.

Pertama-tama buat matriks A dengan menumpuk ket yang membentuk basis ortonor-
mal berdampingan.

Vi 2
Kemudian hitung AT|1) untuk memperoleh amplitudo probabilitas sehubungan

dengan basis baru.
1 -1 1
—_— —_— 1 —_—
AT = [i i] [0] - i] -
V2 V2 V2
. . . . _ L L
Ini memberitahu kita hal itu bahwa |T) = " |—) + v |[<).

S
A=l-) |e>]=|__v? f]

Saat kita mengukur dalam arah horizontal keadaan akan melompat ke |[—) dengan

probabilitas (%)2 = 1, atau akan melompat ke |<) dengan probabilitas (%)2 = 7. Ini
memberi tahu kita bahwa probabilitas elektron berputar N ke arah 90° sama dengan
probabilitas dia berputar S ke arah 90°; kedua kemungkinan itu tepat setengah.

Perhatikan bahwa kita tidak perlu menghitung matriks A untuk melakukan perhi-
tungan ini. Matriks yang perlu kita gunakan adalah AT. Kita dapat menghitung ini
dengan menumpuk bra yang sesuai dengan dasar ortonormal di atas satu sama lain.
Kita harus, tentu saja, menjaga hal-hal dalam urutan yang sama. Urutan ket dari kiri
ke kanan sama dengan urutan bra dari atas ke bawah, jadi elemen alas pertama adalah
bra paling atas.

Di pembhasan bab pertama, kit mengukur putaran tiga kali. Pengukuran pertama
dan ketiga dilakukan dengan arah vertikal, pengukuran kedua dengan arah horizontal.
KiT akan menjelaskan matematika yang sesuai dengan pengukuran ketiga. Setelah
pengukuran kedua, vektor keadaan elektron kita akan memiliki salah satu dari dua
nilai. Ini akan menjadi |—) atau |«). Kita sekarang akan mengukur putaran dalam arah
vertikal, jadi kita perlu menyatakan ini sebagai kombinasi linier dari basis ortonormal
vertikal. Ini memberikan |—) = % IT) — \/% ||} dan |«) = % IT) + % |1). Dalam kedua
kasus tersebut, ketika kita mengukur spin dalam arah vertikal, vektor keadaan akan
melompat ke |T) atau ke || ), masing-masing terjadi dengan probabilitas setengah.

5.3 Vektor Keadaan Ekivalen

Misalkan kita diberi sejumlah elektron dan diberi tahu bahwa putarannya diberikan
oleh |T) atau oleh —[T). Bisakah kita membedakan kedua kasus tersebut? Apakah ada
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pengukuran yang dapat kita lakukan yang membedakan mereka? Jawabannya tidak
ada.

Untuk melihat ini, misalkan kita memilih arah untuk mengukur putaran. Ini sama
dengan memilih basis ortonormal terurut. Kita akan menotasikannya basis ini dengan
(1b1) , 1b2)).

Misalkan elektron kita memiliki keadaan |T). Kita harus mencari nilai 4 dan b yang
menyelesaikan persamaan |T) = a|b;) + b|b,). Saat kita melakukan pengukuran, proba-
bilitas spin adalah N adalah a?, dan probabilitas spin adalah S adalah b?.

Misalkan elektron kita memiliki keadaan — |T). Untuk nilaia dan b yang sama persis,
kita memiliki —[T) = —a|b;) — b|by). Ketika kita melakukan pengukuran probabilitas
spin menjadi N adalah (—a)? = 4> dan probabilitas spin menjadi S adalah (-b)* = b*.

Kita mendapatkan probabilitas yang persis sama untuk kedua kasus, jadi tidak ada
pengukuran yang dapat membedakan elektron dengan vektor bentuk |T) dari vektor
=D

Demikian pula, elektron yang diberi keadaan |v) tidak ada cara untuk membedakan-
nya dari elektron dengan keadaan —|v). Karena keadaan ini tidak dapat dibedakan,
maka dianggap ekivelen. Mengatakan bahwa sebuah elektron memiliki spin yang
diberikan oleh |v) berarti persis sama dengan mengatakan bahwa ia memiliki spin yang
diberikan oleh — |v).

Untuk membantu mengilustrasikan poin ini lebih lanjut, pertimbangkan empat ket
berikut:

1 1 1 1 1 1 1 1
@”H‘EH)/—ﬁH)—ﬁH% E”)—@H%—ﬁnﬂ‘ﬁ

Dari pernyataan sebelumnya, kita tahu itu \/% IT) + % I1) dan —% 1) — % ||) adalah

1)

ekivelen, juga % IT) — % I|) dan —% IT) + % ||} adalah ekivalen.

Jadi, keempat ket tersebut menggambarkan paling banyak dua keadaan yang dapat
dibedakan. Tapi bagaimana dengan % IT) + % I|) dan % IT) — % |1)? Apakah ini
menggambarkan keadaan yang sama, atau apakah dapat dibedakan?

Kita harus sedikit berhati-hati. Jika kita memilih untuk mengukur putaran dalam
arah vertikal, kedua ket ini tidak dapat dibedakan. Dalam kedua kasus, kita mendap-
atkan |T) atau ||) masing-masing terjadi dengan probabilitas setengah. Tapi kita tahu
itu % 1)+ % 1) = |«)dan % IT) - \/% |L) = |—). Akibatnya, bila kita mengukur ke arah
90°, kita akan memperoleh S untuk ket pertama dan N untuk ket kedua. Pilihan basis
ini membedakan mereka, dan karenanya mereka tidak ekivelen.

Satu hal yang mungkin tidak jelas saat ini adalah bagaimana basis yang terkait
dengan arah pengukuran dipilih. Kita telah melihat bahwa nasisi yang terkait dengan

pengukuran dalam arah vertikal (0°) adalah (l(l)] , [(1)]) dan dengan arah horizontal (90°)

AT T4
adalah U }/15} , { \{ED
V2] vz
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Tapi dari mana asalnya basis ini? Nanti, ketika kita sampai pada teorema Bell, kita
akan membutuhkan basis yang terkait dengan 120° dan 240°. Apa ini? Kita menjawab
pertanyaan-pertanyaan ini di bagian selanjutnya.

5.4 Basis Terkait dengan Arah Putaran yang Diberikan

Kita mulai dengan alat pengukuran kita. Kita mengambil arah vertikal sebagai titik
awal dan mulai berputar searah jarum jam. Seperti yang telah kita catat, ketika telah
diputar hingga 90°, kita mengukur ke arah horizontal. Pada saat diputar hingga 180°,
kita mengukur arah vertikal sekali lagi. Suatu elektron yang memiliki spin N pada
arah 0° akan memiliki spin S pada arah 180°, dan elektron yang memiliki spin S pada
arah 0° akan memiliki spin N pada arah 180°. Jelas, mengatakan magnet memiliki
kutub utaranya dalam satu arah menyampaikan informasi yang persis sama dengan
mengatakan magnet memiliki kutub selatannya ke arah yang berlawanan, dan akibatnya
kita hanya perlu memutar peralatan kita melalui sudut antara 0° dan 180° untuk meliputi
semua kemungkinan arah.

Kita sekarang akan mempertimbangkan basis. Kita mengambil basis baku (|(1)] , l(l)])
Ini dapat digambarkan sebagai dua vektor pada bidang, seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 5.1.

Gambar 5.1: Basis Baku

Sekarang kita memutar vektor ini. Gambaran umum dengan rotasi a° digambarkan

1 cos(a 0 sin(a
pada Gambar 5.2 . Vektor [O] berputar ke |_ sir(1 (;)] dan [1] berputar ke |cos((oz))]'

cos(90°) ] |sin(90°)])
) 4

Jika basis diputar hingga 90°, maka basis tersebut menjadi (|_ $in(90° c0s(90°)

yang disederhanakan menjadi ([_01] , |(1)]) Seperti yang telah kami catat sebelumnya,
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[ sinfe)
=5 | cosia)

Cosilar)
s}

Gambear 5.2: Basis baku diputar sebesar a°.

>
A

[_01] ekivalen dengan l(l)], jadi berputar sebesar 90° membawa kita kembali ke basis

yang ekivalen dengan asalnya, kecuali bahwa urutan elemen basis telah dipertukarkan
(yaitu, N dan S telah dipertukarkan).

fi}\/ cOos ’” | sin (%)
i ILII—}} ;
?/\ —sin(5) L'us[r:—"} 1

(a), Sudut Pengukuran| (b) Basis)

Gambar 5.3: Alat pengukur berputar sebesar 0°.

Kita akan memberikan 60 menunjukkan sudut kita memutar alat ukur kita, dan sudut
a kita memutar vektor basis yang digunakan. Kita telah melihat bahwa kita mendap-
atkan satu set lengkap arah saat 0 bergerak dari 0° ke 180°, dan itu kita dapatkan satu
set lengkap basis yang diputar saat a bergerak dari 0° hingga 90°. Begitu kita mencapai
0 = 180° atau ekuivalen a = 90°, N dan S yang diukur ke arah 0° dipertukarkan.

Kita membuat definisi alami bahwa 0 = 2a. Akibatnya, basis yang terkait de-

ngan memutar peralatan kita sebesar 0 adalah ([_C(S)ISI(I(GQ//Z;)] , lig;igg;]) Gambar 5.3

mengilustrasikan hal ini.
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5.5 Memutar Peralatan hingga 60°

Sebagai contoh untuk mengilustrasikan rumus kita, kita melihat apa yang terjadi ketika

kita memutar alat pengukur sebesar 60°. Misalkan kita pertama kali mengukur elektron

kita agar berputar N ke arah 0°. Kita akan mengukurnya lagi menggunakan peralatan

yang diputar melalui 60°. Berapakah probabilitas bahwa hal ini memberikan hasil N?
Dalam hal ini, basis yang terkait dengan peralatan yang diputar adalah :

cos(30°) | [sin(30°)
—sin(30°) [ |cos(30°)

SRRl

Karena elektron awalnya diukur memiliki spin N dalam arah 0°, vektor keadaan-

yang disederhanakan menjadi

nya setelah pengukuran awal adalah (1) . Sekarang kita harus menyatakan ini sebagai

o . . cos(30°) | [sin(30°)
kombinasi linier dari vektor basis baru (|_ sin(30°)] , |cos (30°)

koordinat relatif terhadap basis baru kita dapat mengalikan vektor keadaan di sebelah
kiri dengan matriks yang terdiri dari bra basis. Ini memberi:

bl

]) Untuk mendapatkan

/2 3/2] [0f | 1/2
sehingga didapat:

H = V3/2 [f//zzl +1/2 [ \}52] .

Jadi probabilitas mendapatkan N saat kita mengukur ke arah 60° adalah : (V3/2)? =
3/4.

5.6 Model Matematika untuk Polarisasi Foton

Di sebagian besar bahasan ini, kita akan membatasi perhatian kita pada pengukuran
spin elektron, tetapi di diwal pembahasan kita mengatakan bahwa kita dapat menulis
ulang semuanya dalam istilah polarisasi foton. Dalam beberapa bagian berikutnya kita
akan menjelaskan analogi antara spin elektron dan polarisasi foton dan memberikan
model matematis polarisasi.

Kita mulai dengan mengasosiasikan sudut 0° dengan filter terpolarisasi dalam arah
vertikal, yaitu, filter yang memungkinkan melalui foton yang terpolarisasi secara ver-
tikal, yang berarti bahwa foton terpolarisasi horizontal diserap oleh filter. Seperti halnya
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spin elektron, kita mengasosiasikan basis baku (l(l)] , l(l)]) dengan sudut 0°. Vektor [(1)]

. N . 0 .
sesuai dengan foton yang terpolarisasi secara vertikal dan vektor 1 ke yang terpolari-

sasi secara horizontal.

Kita akan memutar filter melalui sudut °. Sekarang memungkinkan melalui foton
yang terpolarisasi dalam arah ° dan memblokir foton yang terpolarisasi secara tegak
lurus dengan g°.

Model matematika mengikuti putaran elektron. Untuk setiap arah, adabasis ortonor-
mal terurut (|b1), |by)), yang terkait dengan membuat pengukuran polarisasi ke arah ini.
Ket |b;) sesuai dengan foton yang terpolarisasi ke arah tertentu yaitu melewati filter.
Ket |b,) berhubungan dengan foton yang terpolarisasi secara ortogonal ke arah tertentu
yang diserap oleh filter.

Suatu foton memiliki keadaan polarisasi yang diberikan oleh ket, [v). Ini dapat
ditulis sebagai kombinasi linier dari vektor dalam basis: |[v) = d; |b1) + d; |b,).

Ketika polarisasi diukur ke arah yang diberikan oleh basis terurut, hasilnya adalah
foton terpolarisasi ke arah yang diberikan dengan probabilitas 43 dan terpolarisasi secara
tegak lurus dengan probabilitas d3; Artinya, probabilitas foton melewati filter adalah d7,
dan probabilitas diserapnya adalah d.

Jika hasil pengukuran adalah, bahwa foton terpolarisasi ke arah tertentu yang dile-
watkannya melalui filter, maka keadaan foton menjadi |b; ).

5.7 Basis Terkait dengan Arah Polarisasi yang Diberikan

1

O] , |(1)]) dan memutar vektor ini

Ingatlah bahwa jika kita mulai dengan basis baku (|

—sin(a) |’ | cos(a)
ingat bahwa berputar melalui sudut 90° membawa kita kembali ke basis yang sama
seperti aslinya, kecuali bahwa urutan elemen basis telah dipertukarkan.

melalui sudut «a, kita memperoleh basis ortonormal baru ( cos(a) ], lsm(a)])‘ Juga

Sekarang pertimbangkan untuk memutar filter terpolarisasi melalui sudut g. Ketika
p adalah 0°, kita mengukur dalam arah vertikal dan horizontal. Foton yang terpolarisasi
secara vertikal melewati filter, dan foton yang terpolarisasi secara horizontal diserap.
Setelah p mencapai 90° kita akan mengukur foton dalam arah vertikal dan horizontal,
tetapi sekarang foton yang terpolarisasi secara vertikal diserap dan yang terpolarisasi
secara horizontal melewatinya. Dalam hal ini, f = 90° sesuai dengan ? = 90°, dan, secara
umum, kita dapat mengambil a = f.

Kesimpulannya, basis ortonormal terurut yang terkait dengan memutar filter terpo-
cos(p) ] |sin(ﬁ)])

larisasi dengan sudut putar 5 adalah ([_ sin(B)|” |cos(B)
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5.8 Eksperimen Filter Terpolarisasi

Dengan menggunakan model kita, kita menjelaskan eksperimen yang kita lihat di awal
pembahasan.

Dalam percobaan pertama kita memiliki dua kotak terpolarisasi. Satu mengukur
polarisasi ke arah 0° dan yang lainnya ke arah 90°. Tidak ada cahaya yang dibiarkan
melewati daerah tumpang tindih, seperti yang digambarkan pada Gambar 5.4.

Il B

(b) Sedikit tumpang tindih

() Dua lombar terpolarisasi (¢) Tumpang tindih sepenuhnya

Gambear 5.4: Dua kotak terpolarisasi.

Basis yang terkait dengan 0° adalah basis ortonormal baku. Basis yang terkait dengan
90° adalah sama, kecuali urutan elemennya telah diubah. Suatu foton yang melewati
filter pertama memiliki pengukuran yang membuatnya terpolarisasi secara vertikal dan

sekarang dalam keadaan (1)] Kita sekarang mengukurnya dengan filter kedua. Ini
memungkinkan melalui foton dengan vektor keadaan [(1)] dan menyerap foton dengan

vektor keadaan

oleh filter kedua.

Dalam percobaan tiga filter kita memiliki dua filter yang diatur seperti di atas. Kita
mengambil lembar ketiga dan memutarnya hingga 45°, dan menggeser lembar ini di
antara dua lainnya. Beberapa cahaya masuk melalui wilayah tumpang tindih ketiga
kotak. Ini digambarkan dalam Gambar 5.5.

ol Akibatnya, foton apa pun yang melewati filter pertama diserap

Gambar 5.5: Tiga Kotak Terpolarisasi

Basis terururut untuk ketiga filter tersebut adalah

(o ED2) (2] (6D
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Suatu foton yang melewati ketiga filter akan memiliki tiga pengukuran. Foton yang
melewati filter pertama akan berada dalam keadaan ol

Pengukuran kedua sesuai dengan melewati filter yang diputar sebesar 45°. Kita
perlu menulis ulang keadaan foton menggunakan basis yang sesuai.

12 W], 1 [

N = A RN
V2 V2

Probabilitas foton melewati filter kedua setelah melewati filter pertama adalah

2
(L) = —. Akibatnya, separuh foton yang melewati filter pertama akan melewati

V) 2
1

V2

filter kedua. Foton-foton tsb. sekarang akan berada di keadaan | Y1 |.

V2

Filter ketiga sesuai dengan melakukan pengukuran menggunakan basis ketiga. Kita
harus menulis ulang keadaan foton kita menggunakan basis ini.

1
23018
\/E

Filter ketiga memungkinkan foton yang sesuai dengan keadaan [(1)] Probabilitasnya

2
adalah : (_71_ =5 Akibatnya, setengah foton yang melewati dua filter pertama akan
2
melewati filter ketiga.
Kita telah menunjukkan bagaimana model matematika menghubungkan spin elek-
tron dengan polarisasi foton. Model ini juga persis seperti yang kita butuhkan untuk

mendeskripsikan qubit.

5.9 Qubit

Bit klasik bisa berupa 0 atau 1. Dapat diwakili oleh apa pun yang memiliki dua keadaan
yang saling eksklusif. Contoh standarnya adalah sakelar yang bisa dalam posisi hidup
atau mati. Dalam ilmu komputer klasik, pengukuran bit tidak termasuk dalam gam-
baran. Suatu bit adalah suatu bit. Bisa 0 atau 1, dan hanya itu saja. Tetapi untuk qubit
situasinya lebih rumit, dan pengukuran adalah bagian penting dari deskripsi matematis.
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Kita mendefinisikan qubit menjadi ket satuan apa pun di R?. Biasanya, jika diberi
qubit, kita ingin mengukurnya. Jika kita akan mengukurnya, kita juga perlu menyer-
takan arah pengukurannya. Ini dilakukan dengan memperkenalkan basis ortonormal
terurut (|bo), |b1)). Qubit dapat ditulis sebagai kombinasi linier yang sering disebut su-
perposisi linier dari vektor basis. Secara umum akan berbentuk dj |by) + d; |b1). Setelah
kita mengukur, keadaannya akan melompat ke |by) atau |b;). Probabilitas keberadaan-
nya |by) adalah d3; probabilitas |b;) adalah d2. Ini adalah model yang sama persis yang
telah kita gunakan, tetapi sekarang kita menghubungkan bit klasik 0 dan 1 ke vektor
basis. Kita akan mengaitkan vektor basis |by) dengan bit 0 dan vektor basis |b;) dengan
bit 1. Jadi ketika kita mengukur qubit d, |by) + d; |b;) kita akan mendapatkan 0 dengan
probabilitas d5 dan 1 dengan probabilitas d2.

Karena qubit bisa berupa ket satuan dan ada banyak ket satuan yang tak terhingga,
ada banyak kemungkinan nilai tak terhingga untuk suatu qubit. Ini tidak seperti kom-
putasi klasik, di mana kita hanya memiliki dua bit. Namun, penting untuk diperhatikan
bahwa untuk mendapatkan informasi dari qubit, kita harus mengukurnya. Saat kita
mengukurnya kita akan mendapatkan 0 atau 1, jadi hasilnya adalah bit klasik.

Kita akan memberikan beberapa contoh ilustrasi menggunakan Alice, Bob, dan Eve.

5.10 Alice, Bob, dan Eve

Alice, Bob, dan Eve adalah tiga karakter yang sering muncul dalam kriptografi. Al-
ice ingin mengirim pesan rahasia ke Bob. Sayangnya, Eve ingin menguping dengan
niat jahat. Bagaimana seharusnya Alice mengenkripsi pesannya sehingga Bob dapat
membacanya tetapi Eve tidak bisa? Ini adalah pertanyaan sentral kriptografi. Kita akan
melihatnya nanti. Tetapi untuk saat ini kita hanya akan berkonsentrasi pada Alice yang
mengirimi Bob aliran qubit.

Alice mengukur qubit menggunakan basis ortonormal, yang akan kita notasikan
sebagai (|ao),|a1)). Bob mengukur qubit yang dikirim Alice kepadanya menggunakan
basis ortonormal (|bo), |b1)) miliknya.

Misalkan Alice ingin mengirim 0. Dia dapat menggunakan alat pengukurnya untuk
mengurutkan qubit menjadi keadaan |ay) atau |a;). Karena dia ingin mengirim 0, dia
mengirim qubit dengan keadaan |ay). Bob mengukur dengan basis terurutnnya. Untuk
menghitung apa yang terjadi kita harus menulis |a) sebagai kombinasi linier dari vektor
basis Bob. Ini akan memiliki bentuk |ag) = dy|by) + d11by). Ketika Bob mengukur
qubit, salah satu dari dua hal yang terjadi: Entah ia melompat ke keadaan |b;) dengan
probabilitas d3 dan dia menulis 0, atau melompat ke keadaan |b;) dengan probabilitas
d? dan dia menulis 1.

Kita mungkin bertanya-tanya mengapa Bob dan Alice tidak memilih untuk meng-
gunakan basis yang sama. Jika mereka melakukan ini, Bob akan menerima 0 dengan
pasti setiap kali Alice mengirim 0 dan menerima 1 dengan pasti setiap kali Alice men-
girim 1. Ini benar, tapi ingat Eve. Jika dia juga memilih basis yang sama, maka dia juga
akan menerima pesan yang sama persis dengan Bob. Kita akan melihat nanti bahwa

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



Alice, Bob, dan Eve.. 179

ada alasan bagus mengapa Alice dan Bob mungkin memilih basis yang berbeda untuk
menggagalkan Eve.
Misalnya, Alice dan Bob mungkin memilih untuk mengukur qubit mereka meng-

gunakan salah satu basis
Y I
(l(l)] , [(1)]) atau basis [[ 1/15} |‘{§D
vl v

Perhitungannya persis seperti sebelumnya, di mana kita mempertimbangkan putaran ke
arah vertikal dan horizontal. Satu-satunya perubahan adalah kita mengganti N dengan
0 dan S dengan 1. Hanya bila Alice dan Bob memilih untuk menggunakan basis yang
sama, Bob akan berakhir dengan apa yang Alice ingin kirimkan. Bila mereka memilih
untuk menggunakan basis yang berbeda, maka separuh waktu Bob mendapatkan bit
yang benar, tetapi separuh waktu ia mendapatkan bit yang salah. Ini mungkin tampak
tidak terlalu berguna, tetapi kita akan melihat di akhir pembahasan ini bahwa Alice dan
Bob dapat menggunakan kedua basis ini untuk mengamankan komunikasi mereka.

Beberapa pembahasan dari sekarang, Alice dan Bob masing-masing akan memilih
satu dari tiga basis secara acak. Ini sesuai dengan mengukur putaran elektron ke arah
0°,120°, atau 240°. Kita perlu menganalisis semua kemungkinan, tetapi sekarang, untuk
memberikan contoh konkret, kita akan meminta Alice mengukur ke arah 240° dan Bob
di arah 120°.

Kita tahu basis ortonormal dalam arah 0 adalah

cos(0) | [sin(®)

- sin(@)_ ! hcos(@) '
=
(311
2 1172
1118
1)
2 2

Karena mengalikan ket dengan —1 menghasilkan ket yang ekivalen, kita dapat
menyederhanakan basis Alice menjadi

[412)

(Perhatikan bahwa ini adalah basis untuk arah 60° yang telah kita lihat sebelumnya,
dengan urutan vektor basis yang diubah. Tidak ada yang mengejutkan tentang hal ini.
Faktanya, itulah yang kita harapkan. Mengukur N pada arah 240° adalah tepat sama
seperti mengukur S dalam arah 60°.)

Akibatnya, basis Alice adalah

[e8)

dan Bob
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1
Jika Alice ingin mengirim 0, dia mengirim qubit tersebut | \%] Untuk menghitung

2
apa yang Bob ukur, kita perlu menulis ini sebagai suatu superposisi linier dari vektor

basisnya. Kita bisa mendapatkan amplitudo probabilitas dengan membentuk matriks
yang terdiri dari bra vektor basisnya kemudian mengalikan qubit dengan matriks ini.

1 =Tl —1
2 2 2 | — 2
2 2 2 2

Ini memberitahu kita hal itu bahwa

1 1 V3

2 1{ 2 V3|5

V3| = 3| Va| T2 |

2 2 2

Artinya ketika Bob mengukur qubit, dia mendapat 0 dengan probabilitas 1/4 dan 1
dengan probabilitas 3/4. Demikian pula, dapat diperiksa bahwa jika Alice mengirimkan
1, Bob akan mendapatkan 1 dengan probabilitas 1/4 dan 0 dengan probabilitas 3/4.

Ini juga dapat diperiksa, dan ini adalah latihan yang sangat baik, bahwa jika Alice
dan Bob memilih dari tiga basis, di mana yang ketiga adalah basis baku, dan berakhir
dengan basis yang berbeda, maka Bob selalu mendapatkan bit yang benar dengan
probabilitas 1/4.

5.11 Probabilitas Amplitudo dan Interferensi

Jika kata menjatuhkan batu ke dalam kolam, gelombang akan merambat keluar dari
tempat batu menghantam air. Jika kita menjatuhkan dua batu, gelombang yang mer-
ambat dari satu batu dapat mengganggu gelombang yang datang dari batu lainnya.
Jika gelombang berada dalam fase puncak atau palung bertepatan maka kita mendap-
atkan interferensi konstruktif: Amplitudo gelombang yang dihasilkan meningkat. Jika
gelombang keluar dari fase puncak yang satu bertemu palung yang lain maka kita
mendapatkan gangguan destruktif: Amplitudo gelombang yang dihasilkan berkurang.

Suatu qubit memiliki bentuk dy |by) + d; |by), di mana dy dan d; adalah amplitudo
probabilitas. Kuadrat dari bilangan-bilangan ini memberikan probabilitas bahwa qubit
melompat ke vektor basis yang sesuai. Probabilitas tidak boleh negatif, tetapi amplitudo
probabilitas bisa negatif. Fakta ini memungkinkan terjadinya gangguan konstruktif dan
destruktif.

Sebagai contoh, pertimbangkan qubit yang kita tunjukkan dengan |«) dan |—) Jika
kita mengukur salah satunya dalam basis standar, mereka akan melompat ke [T) atau || ).
Masing-masing memiliki kemungkinan 1/2 terjadi. Bila kita menerjemahkan ini kembali
ke bit, kita akan mendapatkan 0 atau 1 dengan probabilitas yang sama. Sekarang kita
mengambil superposisi dari dua qubit asli, [v) = % ) + % |—). Bila kita mengukur v
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dalam arah horizontal, kita akan mendapatkan |«) atau |—) dengan probabilitas yang
sama. Tetapi bila kita mengukur dalam arah vertikal kita mendapatkan 0 dengan pasti,

karena
1 1

val e

Istilah dalam |«) dan |—) yang memberi 0 telah ikut campur secara konstruktif, dan
istilah yang memberi 1 telah ikut campur secara destruktif.

Ini akan menjadi penting dalam hal algoritma kuantum. Kita ingin memilih kombi-
nasi linier dengan hati-hati sehingga istilah yang tidak diinginkan kita batalkan, tetapi
istilah yang kita minati diperkuat.

Ada beberapa hal yang sangat terbatas yang dapat kita lakukan dengan satu qubit,
tetapi satu hal yang dapat kita lakukan adalah mengaktitkan Alice dan Bob untuk
berkomunikasi dengan aman.

5.12 Alice, Bob, Eve, dan Protokol BB84

Kita sering ingin mengirim pesan aman. Semua perdagangan internet bergantung
padanya. Cara baku agar pesan dienkripsi dan didekripsi menggunakan dua langkah.
Langkah pertama adalah saat kontak pertama dibuat. Kedua pihak sepakat pada sebuah
kunci sebagai string panjang digit biner. Setelah keduanya memiliki kunci yang sama,
mereka kemudian menggunakannya untuk menyandikan dan mendekode pesan satu
sama lain. Keamanan metode berasal dari kunci. Tidak mungkin untuk memecahkan
kode pesan antara kedua pihak tanpa mengetahui kuncinya.

Alice dan Bob ingin berkomunikasi dengan aman. Eve ingin menguping. Alice
dan Bob ingin menyepakati sebuah kunci, tetapi mereka harus yakin bahwa Eve tidak
mengetahuinya.

Protokol BB84 mendapatkan namanya dari penemunya, Charles Bennett dan Gilles
Brassard, dan tahun diciptakannya, 1984. Ia menggunakan dua basis terurut ortonor-

mal: yang baku,
1{ |0
0|"(1])’

yang kita gunakan untuk mengukur putaran dalam arah vertikal, dan dilambangkan

dengan V, dan
1 1
([$} [$D
=111 111
V2l L2

yang kita gunakan untuk mengukur putaran dalam arah horizontal, dan dilambangkan
dengan H. Dalam kedua kasus, bit klasik 0 akan sesuai dengan vektor pertama dalam
basis berurutan dan 1 dengan vektor kedua.
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Alice memilih kunci yang ingin dia kirim ke Bob. Ini adalah rangkaian bit klasik.
Untuk setiap bit, Alice memilih salah satu dari dua basis V dan H secara acak dan
dengan probabilitas yang sama. Dia kemudian mengirim Bob qubit yang terdiri dari

vektor basis yang sesuai. Misalnya, jika dia ingin mengirim 0 dan memilih V, dia akan
1

mengirim [(1)], bila dia memilih H, dia akan mengirim :/15 . Dia mengikuti proses yang

V2

sama untuk setiap bit, mencatat basis mana yang dia gunakan untuk setiap bit. Jika
stringnya adalah 4n digit biner, dia akan berakhir dengan string dengan panjang 4n
yang terdiri dari Vs dan H;. (Alasan kita menggunakan 4n dan bukan n akan menjadi
jelas dalam sekejap, tetapi n seharusnya merupakan angka yang cukup besar.)

Bob juga memilih antara dua basis secara acak dan dengan probabilitas yang sama.
Dia kemudian mengukur qubit berdasarkan pilihannya. Bob melakukan ini untuk
setiap bit, dan dia mencatat basis mana yang telah dia gunakan. Pada akhir transmisi
dia juga berakhir dengan dua string dengan panjang 4n, satu terdiri dari O; dan 1, dari
pengukurannya, yang lainnya terdiri dari V; dan H; sesuai dengan basis yang dia pilih.

Alice dan Bob memilih basis untuk setiap bit secara acak. Separuh waktu mereka
berakhir menggunakan basis yang sama, sementara separuh waktu mereka menggu-
nakan basis yang berbeda. Jika mereka berdua memilih basis yang sama, maka Bob
akan mendapatkan bit yang dikirim Alice dengan pasti. Jika mereka memilih basis yang
berbeda, maka separuh waktu Bob mendapatkan bit yang benar, tetapi separuh waktu
itu adalah bit yang salah, tidak ada informasi yang dikirimkan ketika mereka memilih
basis yang berbeda.

Alice dan Bob sekarang membandingkan string V; dan H mereka melalui baris yang
tidak terenkripsi. Mereka menyimpan bit yang sesuai dengan waktu ketika mereka
berdua menggunakan basis yang sama dan menghapus bit yang sesuai dengan waktu
mereka menggunakan basis yang berbeda. Jika Eve tidak mencegat pesan tersebut,
keduanya berakhir dengan string digit biner yang sama yang memiliki panjang sekitar
2n. Mereka sekarang harus memeriksa untuk melihat apakah Eve mendengarkan.

Bila Eve mencegat qubit dalam perjalanan dari Alice ke Bob, dia benar-benar in-
gin mengkloningnya, mengirimkan satu salinan ke Bob dan mengukur qubit lainnya.
Sayangnya bagi Eve, ini tidak mungkin. Untuk memperoleh informasi apa pun, dia
harus mengukur qubit yang dikirim Alice, dan ini dapat mengubah qubit yang akan
berakhir sebagai salah satu vektor basis dalam basis yang dia pilih untuk diukur. Hal
terbaik yang bisa dia lakukan adalah memilih salah satu dari dua basis secara acak,
mengukur qubitnya, dan kemudian mengirimkan qubit tersebut ke Bob. Mari lihat
apa yang terjadi.

Alice dan Bob hanya tertarik pada pengukuran di mana mereka memilih basis
yang sama. Kita akan membatasi perhatian kita pada saat-saat ini. Ketika Alice dan
Bob setuju atas basis tersebut, sebagian Eve juga akan setuju, dan separuh waktu lagi
dia akan memilih basis yang lain. Jika ketiganya sepakat atas basis tersebut, maka
mereka semua akan mendapatkan bit yang sama dengan hasil pengukurannya. Bila
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Eve memilih basis yang salah, dia akan mengirim qubit yang berada di superposisi
keadaan basis Bob. Ketika Bob mengukur qubit ini, dia akan mendapatkan 0 dan 1
dengan probabilitas yang sama; dia akan mendapatkan bagian yang benar di paruh
waktu.

Kita sekarang kembali ke Alice dan Bob dan string bit panjang mereka, pada saat
ini, dari 2n. Mereka tahu bahwa jika Eve tidak mencegat qubit, string ini akan identik.
Tetapi mereka tahu bahwa jika Eve mencegat qubit, dia akan memilih basis yang salah
di sebagian waktu, dan dalam kasus ini Bob akan berakhir dengan paruh waktu yang
salah. Jadi, jika Eve mencegat qubit, seperempat bit Bob tidak akan sesuai dengan milik
Alice. Mereka sekarang membandingkan setengah dari 2n bit melalui baris yang tidak
terenkripsi. Jika mereka setuju pada semuanya, mereka tahu Eve tidak mendengarkan
dan dapat menggunakan 7 bit lainnya sebagai kuncinya. Bila mereka tidak setuju pada
seperempat bagian, mereka tahu bahwa Eve mencegat qubit mereka. Mereka tahu
bahwa mereka perlu mencari cara lain untuk mengamankan komunikasi mereka.

Ini adalah contoh yang bagus untuk mengirim satu qubit pada satu waktu. Namun,
ada sangat sedikit hal yang dapat kita lakukan dengan qubit yang tidak berinteraksi
satu sama lain. Di bab selanjutnya kita akan melihat apa yang terjadi jika kita memiliki
dua qubit atau lebih. Secara khusus, kita melihat fenomena lain yang bukan bagian
dari pandangan dunia klasik kita, tetapi memainkan bagian penting dari dunia kuantum
yaitu : keterjeratan (entanglement).
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Keterjeratan (Entanglement)

Sebelum membahas istilah "keterjeratan", kita memberikan sejarah istilah ini dalam
sudut pandang "fisika", yaitu mekanika kuantum. Disini kita memberikan paradoks
EPR (Einstein-Podolsky-Rose).

Prediksi berlawanan dari mekanika kuantum tentang sistem berkorelasi kuat per-
tama kali dibahas oleh Albert Einstein pada tahun 1935, dalam makalah bersama dengan
Boris Podolsky dan Nathan Rosen. Dalam studi ini, ketiganya merumuskan paradoks
Einstein-Podolsky-Rosen (paradoks EPR), sebuah eksperimen pemikiran yang berusaha
menunjukkan bahwa "deskripsi mekanika kuantum dari realitas fisik yang diberikan
oleh fungsi gelombang tidak lengkap." Namun, ketiga ilmuwan itu tidak menciptakan
kata "keterjeratan", mereka juga tidak menggeneralisasi sifat-sifat khusus dari keadaan
yang mereka pertimbangkan. Setelah makalah EPR, Erwin Schrodinger menulis surat
kepada Einstein dalam bahasa Jerman di mana ia menggunakan kata Verschrankung
(diterjemahkan sendiri sebagai keterjeratan) "untuk menggambarkan korelasi antara
dua partikel yang berinteraksi dan kemudian berpisah, seperti dalam eksperimen EPR."

Schrodinger tidak lama kemudian menerbitkan makalah yang menjelaskan dan
mendiskusikan gagasan "keterjeratan”. Dalam makalahnya, dia mengakui pentingnya
konsep tersebut, dan menyatakan: "Saya tidak akan menyebut [keterjeratan] satu mela-
inkan sifat karakteristik mekanika kuantum, yang memaksa seluruh keberangkatannya
dari garis pemikiran klasik." Seperti Einstein, Schrodinger tidak puas dengan konsep
keterjeratan, karena tampaknya melanggar batas kecepatan transmisi informasi yang
tersirat dalam teori relativitas. Einstein kemudian mencemooh keterjeratan sebagai
"spukhafte Fernwirkung" atau "aksi seram di kejauhan".

Makalah EPR menghasilkan minat yang signifikan di kalangan fisikawan, yang
mengilhami banyak diskusi tentang dasar-dasar mekanika kuantum (mungkin inter-
pretasi Bohm yang paling terkenal tentang mekanika kuantum), tetapi menghasilkan
relatif sedikit karya lain yang diterbitkan. Meskipun menarik, titik lemah dalam argu-
men EPR tidak ditemukan sampai tahun 1964, ketika John Stewart Bell membuktikan
bahwa salah satu asumsi kunci mereka, prinsip lokalitas, sebagaimana diterapkan pada
jenis interpretasi variabel tersembunyi yang diharapkan oleh EPR, secara matematis
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tidak konsisten. dengan prediksi teori kuantum.

Secara khusus, Bell menunjukkan batas atas, terlihat dalam pertidaksamaan Bell,
mengenai kekuatan korelasi yang dapat dihasilkan dalam teori apa pun yang mematuhi
realisme lokal, dan menunjukkan bahwa teori kuantum memprediksi pelanggaran batas
ini untuk sistem terjerat tertentu. Pertidaksamaannya dapat diuji secara eksperimental,
dan ada banyak eksperimen yang relevan, dimulai dengan karya perintis Stuart Freed-
man dan John Clauser pada tahun 1972 dan eksperimen Alain Aspect pada tahun 1982.
Sebuah terobosan eksperimental awal adalah karena Carl Kocher, yang pada tahun 1967
telah mempresentasikan suatu perangkat di mana dua foton berturut-turut dipancarkan
dari atom kalsium yang terbukti terjerat - kasus pertama cahaya tampak terjerat. Kedua
foton melewati polarizer paralel yang diposisikan secara diametris dengan probabilitas
lebih tinggi daripada yang diprediksi secara klasik tetapi dengan korelasi dalam ke-
sepakatan kuantitatif dengan perhitungan mekanis kuantum. Dia juga menunjukkan
bahwa korelasi hanya bervariasi pada (sebagai kuadrat kosinus) sudut antara pengatu-
ran polarizer dan menurun secara eksponensial dengan jeda waktu antara foton yang
dipancarkan. Perangkat Kocher, dilengkapi dengan polarizer yang lebih baik, digu-
nakan oleh Freedman dan Clauser yang dapat mengkonfirmasi ketergantungan cosinus
kuadrat dan menggunakannya untuk menunjukkan pelanggaran pertidaksamaan Bell
untuk satu set sudut tetap. Semua eksperimen ini telah menunjukkan kesepakatan
dengan mekanika kuantum daripada prinsip realisme lokal.

Selama beberapa dekade, masing-masing telah membuka setidaknya satu celah yang
memungkinkan untuk mempertanyakan validitas hasil. Namun, pada tahun 2015 se-
buah eksperimen dilakukan yang secara bersamaan menutup celah deteksi dan lokali-
tas, dan digembar-gemborkan sebagai "bebas celah"; percobaan ini mengesampingkan
kelas besar teori realisme lokal dengan pasti. Alain Aspect mencatat bahwa "celah
pengaturan-kemerdekaan" yang ia sebut sebagai "tidak masuk akal", namun, "celah sisa"
yang "tidak dapat diabaikan" belum ditutup, dan kehendak bebas/superdeterminisme
celah tidak dapat ditutup; mengatakan "tidak ada eksperimen, seideal itu, yang bisa
dikatakan benar-benar bebas celah."

Karya Bell mengangkat kemungkinan menggunakan korelasi super kuat ini sebagai
sumber komunikasi. Hal ini menyebabkan penemuan 1984 protokol distribusi kunci
kuantum, paling terkenal BB84 oleh Charles H. Bennett dan Gilles Brassard dan E91
oleh Artur Ekert. Meskipun BB84 tidak menggunakan keterjeratan, protokol Ekert
menggunakan pelanggaran pertidaksamaan Bell sebagai bukti keamanan [5].

Dalam bab ini kita mempelajari matematika keterjeratan. Untuk melakukan ini,
kita perlu memperkenalkan satu gagasan lagi dari aljabar linier: hasilkali tensor. Kita
mulai dengan melihat dua sistem tanpa interaksi di antara keduanya. Karena tidak ada
interaksi, kita dapat mempelajari setiap sistem dengan sendirinya, tanpa referensi ke
sistem lain, tetapi kita akan menunjukkan bagaimana kita dapat menggabungkan kedua
sistem menggunakan produk tensor. Kemudian kita perkenalkan hasil kali tensor dari
dua ruang vektor dan menunjukkan bahwa sebagian besar vektor dalam hasil kali ini
mewakili apa yang disebut sebagai keadaan terjerat.

Sepanjang bab ini akan ada dua qubit. Alice punya satu, dan Bob punya yang
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lain. Kita akan memulai bahasan kita dengan memeriksa kasus di mana tidak ada
interaksi antara sistem Alice dan Bob. Analisis ini pada awalnya mungkin tampak
membuat sesuatu yang sangat sederhana terlihat agak rumit, tetapi begitu kita telah
mendeskripsikan semuanya dalam bentuk produk tensor, akan menjadi cukup mudah
untuk memperluas gagasan yang mendasari ke kasus terjerat umum.

Pendekatan yang kita ambil, bagaimanapun, bukanlah pendekatan yang telah kita
ambil sejauh ini. Alih-alih menyajikan eksperimen fisik dan kemudian mendapatkan
model matematika, kita melanjutkan ke arah lain. Kita akan memperluas model kita
dengan cara yang sesederhana mungkin dan kemudian melihat prediksi model yang
harus ditemukan saat kita melakukan eksperimen. Kita menemukan bahwa model
memprediksi eksperimen secara akurat, tetapi kesimpulannya cukup mengejutkan.

6.1 Qubit Alice dan Bob Bukan Keterjeratan

Kita berasumsi bahwa Alice mengukur dengan basis ortonormal (|ao),|a1)) dan Bob
mengukur dengan basis ortonormal (|by),|b1)). Suatu qubit khas untuk Alice adalah
lv) = colag) + c1lar), dan untuk Bob adalah |[w) = dy|by) + dq1b;). Kita dapat meng-
gabungkan dua vektor keadaan ini menggunakan jenis perkalian baru yang kita sebut
perkalian tensor, menghasilkan vektor baru yang dilambangkan dengan |v) ® |w).

Sekarang |[v) ® [w) = (colap) + c11a1)) ® (do |bo) + d11b1)). Bagaimana kita mengalikan
kedua suku ini menggunakan hasil perkalian baru ini? Ya, kita melakukannya dengan
cara yang paling alami. Kita mengembangkannya seperti biasa kita mengalikan ekspresi
aljabar dari bentuk (a2 + b)(c + d). Kita menulis

(colao) + c1lar)) ® (do |bo) +d11b1)) = codolag) ® |bo) + cody lag) @ |b1)
+ cidy |a1) ® |bo) + cidq la1) ® |bq) .

Jika kita terbiasa dengan metode FOIL, kita harus menyadari bahwa inilah yang telah
kita lakukan. Untuk membuat terminologinya lebih sederhana, kita akan menggunakan
penjajaran dua ket untuk mengartikan hasil kali tensor, jadi [v)®|w) akan dilambangkan
sebagai [v) [w).

|0} lw) (co lao) + c1lar))(do bo) dy 1))

codo lao) [bo) + cody lag) |b1) + c1do la1) [bo) + cady lar) |b1) .

Meskipun ini hanyalah cara baku untuk mengalikan dua ekspresi, ada satu hal yang
harus kita perhatikan: Ket pertama dalam perkalian tensor adalah milik Alice, dan ket
kedua adalah milik Bob. Misalnya, |v) |w) berarti |[v) milik Alice dan |w) milik Bob.
Perkalian |w) |[v) berarti |w) milik Alice dan |[v) milik Bob. Jadi, secara umum, |v) |w)
tidak akan sama dengan |w) |[v). Istilah teknis untuk ini mengatakan perkalian tensor
tidak komutatif.

Alice mengukur dengan basis ortonormal (|ap),|a;)) dan Bob mengukur dengan
basis ortonormal (|by, ), |b1)). Kita mendeskripsikan qubit Alice dan Bob menggunakan
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notasi tensor. Deskripsi ini melibatkan empat erkalian tensor yang berasal dari vektor
basis: |ag) |bo),la0) |b1),1a1) lap) dan |a;) |b1). Keempat perkalian ini membentuk dasar
ortonormal untuk produk tensor sistem Alice dan Bob: Masing-masing perkalian ini
adalah vektor satuan, dan ortogonal satu sama lain.

Pada tahap ini, meskipun kita telah memperkenalkan notasi baru, kita belum mem-
perkenalkan sesuatu yang baru dalam hal konsep. Itu hanya informasi yang sudah kita
ketahui, tetapi dalam paket yang berbeda. Misalnya, bilangan cyd, adalah amplitudo
probabilitas. Kuadratnya memberikan probabilitas bahwa ketika Alice dan Bob men-
gukur qubit mereka, qubit Alice melompat ke gy, yaitu, dia membaca 0, dan qubit
Bob melompat ke by, yaitu, dia membaca 0. Tetapi kita sudah tahu bahwa probabilitas
bahwa qubit Alice akan melompat ke 4y adalah ¢} dan probabilitas bahwa qubit Bob
akan melompat ke by adalah 3. Jadi kita benar-benar tahu bahwa probabilitas bahwa ke-
duanya akan terjadi (keduanya membaca 00) adalah c2d?, yang, tentu saja, sama dengan

0%o-
(codo)*>. Dengan cara yang sama, bilangan cjd2, c3d; dan c7d; memberikan probabilitas

bahwa Alice dan Bob membaca masing—masoirzg 01,10, dan 11. (Ingatlah bahwa bagian
Alice selalu terdaftar sebelum milik Bob.)

Selanjutnya kita akan mengganti amplitudo probabilitas ini hanya dengan menggu-
nakan satu simbol, bukan dua. Dalam hal ini kita misalkan r = cody,s = codyi, t = c1dy
dan u = c1dy, jadi |[v) lw) = rlag) |bo) + slap) |b1) + tlai) |bo) + ulai)|by). Kita tahu bahwa
r» + s> + 2 + u*> = 1, karena mereka adalah amplitudo probabilitas. Kita juga tahu
bahwa ru = st, karena ru dan st sama dengan coc1dod;. Sekarang kita sampai pada ide
baru. Kita akan mendeskripsikan keadaan qubit Alice dan Bob dengan tensor berben-
tuk: rlag) |bo) + slap) |b1) + tlai) |bo) + ulai)|b1). Sekali lagi kita menetapkan itu bahwa
r* +s% + 2 + u* = 1, sehingga kita dapat memperlakukan r, s, t dan u sebagai amplitudo
probabilitas. Tapi kita tidak lagi bersikeras bahwa ru = st. Kita mengizinkan sebarang
nila dari r, s, t dan u asalkan jumlah kuadratnya adalah 1.

Diberikan suatu tensor berbentuk r |ap) |bo) + s |ao) |b1) + tlai) |bo) + ula;) |b1) dengan
r* + 5%+ 2+ u* = 1, ada dua kasus. Kasus pertama adalah saat ru = st. Dalam hal ini
kita mengatakan bahwa qubit Alice dan Bob tidak terjerat. Kasus kedua adalah saat
ru # st. Dalam hal ini kita mengatakan bahwa qubit Alice dan Bob terjerat. Aturan
ini mudah diingat jika suku-suku ditulis dengan subskrip sesuai urutan yang telah kita
tunjukkan: 00,01, 10, 11. Dalam urutan ini, ru adalah suku terluar dan st adalah bagian
dalam, jadi qubitnya adalah tidak terjerat bila hasil kali suku luar sama dengan hasil
kali suku dalam, dan terjerat bila hasil kali tidak sama.

Kita akan melihat contoh yang menggambarkan kedua kasus ini.

6.2 Perhitungan Qubit Bukan Keterjeratan

Misalkan kita diberi tahu bahwa qubit Alice dan Bob diberikan oleh

1 3 1 3
ACLON 27*; 0) ) + = a2 o) + 27‘% la) |ba)
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Kita dengan cepat menghitung perkalian dari amplitudo probabilitas luar dan dalam.

Kedua hasil kali sama dengan —3, jadi qubitnya bukan keterjeratan.

Amplitudo probabilitas memberi tahu kita apa yang terjadi ketika Alice dan Bob
sama-sama melakukan pengukuran. Mereka akan mendapatkan 00 dengan probabilitas

1 3 1 3
3 01 dengan probabilitas 3’ 10 dengan probabilitas 3 dan 11 dengan probabilitas 3

Yang sedikit lebih rumit adalah melihat apa yang terjadi bila hanya salah satu dari
mereka yang membuat pengukuran. Kita mulai dengan mengasumsikan bahwa Alice
akan melakukan pengukuran, tetapi Bob tidak. Untuk melakukan ini, kita mulai den-
gan menarik faktor-faktor persekutuan dari sudut pandang Alice. Kita menulis ulang
perkalian tensor sebagai

1 V3 1 V3 )
— b — b — b — b ].
|ao>(2\/§|o>+2\/§|1>)+|511>(2\/§|0>+2\/§|1)

Selanjutnya, kita ingin ekspresi yang di dalam tanda kurung menjadi vektor satuan,
jadi kita membagi dengan panjangnya di dalam tanda kurung dan mengalikannya
dengan panjangnya di luar, yang memberi kita

1 1 V3 1 1 3
@ |a0) (E |bo) + B |b1>) + @ |a1) (E |bo) + B |b1)

Kemudian kita dapat menarik faktor persekutuan di dalam tanda kurung. (Tapi

ingat itu Bob, jadi kita harus tetap di kanan.) Sehingga didapat

(g 0) (0 + it ).

Ditulis dalam bentuk ini, menjadi eksplisit bahwa kedadaan yang diberikan bukan
keterjeratan. Kita memiliki perkalian tensor qubit milik Alice dengan qubit milik Bob.

Dari sini kita dapat menyimpulkan bahwa bila Alice mengukurnya terlebih dahulu,
dia akan memperoleh 0 dan 1 dengan probabilitas yang sama. Pengukuran ini tidak
berpengaruh pada keadaan qubit Bob. Yang diberikan oleh

(5000 + */5|b1>).

\/—).

2
Kita juga dapat membaca dari ekspresi terfaktor bahwa bila Bob mengukur terlebih

dahulu dia akan mendapatkan 0 dengan probabilitas 411 dan 1 dengan probabilitas Z

Sekali lagi, jelas bahwa pengukuran Bob tidak berpengaruh pada qubit Alice.

Ketika qubit tidak terjerat, pengukuran salah satu qubit sama sekali tidak berpe-
ngaruh pada qubit lainnya. Situasinya sangat berbeda dengan qubit yang terjerat. Bila
qubit terjerat, pengukuran suatu qubit akan berpengaruh pada qubit lainnya. Kita
akan mengilustrasikan ini dengan sebuah contoh.
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6.3 Perhitungan Qubit yang terjerat

Misalkan kita diberi tahu bahwa qubit Alice dan Bob diberikan oleh

3 10 ) + 3 100 1) + = ) ) + Ol ).

Kita dengan cepat menghitung perkalian dari probabilitas luar dan dalam. Hasil
kali suku luar adalah 0. Karena hasil kali suku dalam tidak sama dengan 0, kedua qubit
terjerat.

Biasanya Alice dan Bob akan melakukan pengukuran. Seperti pada contoh sebelum-
nya, kita dapat menggunakan amplitudo probabilitas untuk memberi tahu kita apa yang
terjadi ketika Alice dan Bob sama-sama mengukur qubit mereka. Mereka akan men-

dapatkan 00 dengan probabilitas i, 01 dengan probabilitas }l' 10 dengan probabilitas

%, dan 11 dengan probabilitas 0. Perhatikan bahwa tidak ada hal aneh yang terjadi. Ini

adalah kalkulasi yang persis sama seperti pada kasus yang tidak terjerat.

Sekarang kita akan melihat apa yang terjadi jika hanya salah satu dari mereka
yang membuat pengukuran. Kita mulai dengan mengasumsikan bahwa Alice akan
melakukan pengukuran, tetapi Bob tidak. Untuk melakukan ini, kita mulai dengan
menarik faktor-faktor persekutuan dari sudut pandang Alice. Kami menulis ulang
produk tensor sebagai

1 1 1
o) (5 Iho) + 5 162)) + la) (@ o) +0 |b1>).

Seperti sebelumnya, kita ingin ekspresi yang di dalam tanda kurung menjadi vektor
satuan, jadi kita bagi dengan panjangnya di dalam tanda kurung dan mengalikannya
dengan panjangnya di luar, yang memberi kita

% a0) (% Ibo) + % |b1>) " % a1 (L [bo) + 0[1))

Dalam contoh sebelumnya, suku-suku di dalam tanda kurung adalah sama, dan kita
dapat mengeluarkan suku persekutuan ini sebagai faktor persekutuan. Tetapi dalam
hal ini suku dalam tanda kurung berbeda. Inilah artinya terjerat.

Amplitudo probabilitas di depan ket Alice memberi tahu kita bahwa ketika dia
mengukur, dia akan mendapatkan 0 dan 1 dengan probabilitas yang sama. Tapi ketika
Alice mendapat 0, qubitnya melompat ke |ay). Sistem gabungan melompat ke keadaan

tak terjerat |ag) (\/% |bo) + % Ibl)), dan qubit Bob tidak lagi terjerat dengan milik Alice.

Ini adalah (% 1bo) + % |b1>). Ketika Alice mendapat 1, lagi-lagi qubit Bob tidak lagi
terjerat dengan milik Alice. Ini adalah |b).
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Hasil pengukuran Alice mempengaruhi qubit Bob. Bila dia mendapat 0, qubit Bob
menjadi (% |bo) + % Ibl)). Bila dia mendapat 1, qubitnya menjadi |by). Ini memang
aneh. Alice dan Bob bisa jadi berjauhan. Segera setelah dia membuat pengukuran
qubit Bob menjadi tidak terjerat, tapi persisnya tergantung pada hasil Alice.

Untuk kelengkapannya, kita akan lihat apa yang terjadi saat Bob mengukur terlebih
dahulu. Kita mulai dengan perkalian tensor awal, yaitu

1 1 1
5 lao) |bo) + 5 lao) |b1) + —=la1) |bo) + Olaq) [b1) .
2

\/_

Menulis ulang dari sudut pandang Bob memberi,

(105

Seperti biasa, kita ingin ekspresi dalam tanda kurung menjadi vektor satuan, jadi
kita membagi dengan panjangnya yang di dalam tanda kurung dan mengalikannya
dengan panjangnya di luar, yang menghasilkan

ER I

1
) o) + (5 o) + 0l I

510 e 5 o+ (L) + 01 5 ).

Ketika Bob mengukur qubitnya, dia mendapat 0 dengan probabilitas 2 dan 1

dengan probabilitas i Saat Bob mendapat 0, qubit Alice melompat ke keadaan

(\% lag) + % |a1>). Ketika dia mendapat 1, qubitnya menjadi |ao).

Ketika orang pertama mengukur qubitnya, qubit orang kedua segera melompat ke
salah satu dari dua keadaan. Keadaan ini bergantung pada hasil pengukuran orang
pertama. Ini sangat berbeda dengan pengalaman sehari-hari kita. Nanti kita akan
melihat cara-cara cerdas untuk mengeksploitasi qubit yang terjerat, tetapi pertama-
tama kita membahas komunikasi superluminal.

6.4 Komunikasi Superluminal

Komunikasi superluminal adalah komunikasi yang lebih cepat dari kecepatan cahaya.
Dua kesimpulan yang tampaknya kontradiktif tampaknya dapat disimpulkan tentang
hal ini. Yang pertama adalah bahwa teori relativitas khusus Einstein memberi tahu kita
bahwa saat kita melakukan perjalanan lebih cepat, mendekati kecepatan cahaya, waktu
melambat. Bila kita dapat melakukan perjalanan dengan kecepatan cahaya, waktu
berhenti. Dan bila kita bergerak lebih cepat dari kecepatan cahaya, waktu akan mundur.
Teori ini juga memberi tahu kita bahwa saat kita mendekati kecepatan cahaya, massa
kita bertambah tanpa batas, yang berarti kita tidak akan pernah bisa mencapai kecepatan
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itu. Juga, sepertinya tidak mungkin kita bisa kembali ke masa lalu. Bila kita bisa, maka
kita mengalami semua skenario fiksi ilmiah di mana kita dapat mencegah terjadinya
beberapa peristiwa yang mengubah sejarah. Perjalanan waktu sepertinya menimbulkan
kontradiksi. Bukan hanya perjalanan fisik yang tampaknya dikesampingkan, tetapi
juga komunikasi. Jika kita bisa mengirim pesan kembali ke masa lalu, kita masih bisa
mengubah jalannya sejarah kita masih bisa merancang skenario di mana komunikasi
menyebabkan beberapa perubahan dramatis di masa sekarang misalnya, mencegah
kita dilahirkan. Jadi, salah satu pemikiran langsung kita adalah bahwa komunikasi
superluminal seharusnya tidak mungkin dilakukan.

Di sisi lain, anggaplah Alice dan Bob berada di sisi yang berlawanan dari alam
semesta dan memiliki sejumlah qubit yang terjerat. Ini adalah elektron yang keadaan
spinnya terjerat. Alice memiliki satu dari setiap pasangan elektron yang terjerat yang
dimilikinya, dan Bob memiliki yang lainnya. (Meskipun kita berbicara tentang elektron
terjerat, kita harus mengetahui dengan jelas bahwa elektron yang sebenarnya benar-
benar terpisah. Kondisi spin merekalah yang terjerat.)

Ketika Alice melakukan pengukuran pada salah satu elektronnya, keadaan spin dari
elektron yang bersangkutan yang dimiliki Bob secara instan melompat ke salah satu
dari dua keadaan yang berbeda. Seketika jelas lebih cepat dari kecepatan cahaya! Tidak
bisakah keterjeratan digunakan untuk komunikasi instan?

Misalkan setiap pasangan elektron terjerat berada dalam keadaan spin terjerat yang
baru saja kita bahas:

3 10 ) + 3 100 1) + = ) ) + Ol ).

Misalkan Alice mengukur putaran elektronnya sebelum Bob mengukur putaran
pasangannya. Kita telah melihat bahwa dia mendapatkan string acak 0 dan 1, dengan
setiap simbol muncul dengan probabilitas yang sama.

Anggaplah Bob mengukur putarannya sebelum Alice. Kemudian Alice mengukur
putarannya. Apa yang dia dapatkan sekarang? Saat Alice melakukan pengukuran,
keduanya akan melakukan pengukuran, jadi kita bisa menggunakan amplitudo proba-
bilitas dari ekspresi awal. Kita tahu bahwa mereka akan mendapatkan 00 dan 01 dengan

probabilitas i, 10 dengan probabilitas % dan 11 dengan probabilitas 0. Alhasil, Alice
1
5
Jadi, Alice mendapatkan string acak 0 dan 1, dengan setiap simbol muncul dengan prob-
abilitas yang sama. Tapi ini persis situasi yang sama seperti saat dia mengukur pertama
kali. Jadi Alice tidak tahu dari pengukurannya apakah itu dibuat sebelum atau sesudah
Bob. Semua keadaan yang terjerat berperilaku seperti ini. Bila tidak ada cara Alice
dan Bob dapat mengetahui dari pengukuran mereka siapa yang melakukan lebih dulu,
pasti tidak ada cara untuk mengirimkan informasi apa pun dari satu ke yang lain.

Kita telah menunjukkan bahwa Alice dan Bob tidak dapat mengirim informasi
ketika qubit mereka memiliki keadaan terjerat tertentu, tetapi argumennya menggen-

11 1 1
akan mendapatkan 0 dengan probabilitas 17155 dan 1 dengan probabilitas 5t 0=
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eralisasi ke keadaan terjerat apa pun. Tidak peduli apa kedaan qubit Alice dan Bob,
tidak mungkin bagi mereka untuk mengirim informasi hanya dengan mengukur qubit
mereka.

Sekarang kita telah melihat bahwa komunikasi superluminal tidak mungkin di-
lakukan, kita beralih ke tugas yang lebih biasa yaitu menulis produk tensor meng-
gunakan basis baku. Tapi setelah itu kita akan kembali ke eksplorasi qubit terjerat
menggunakan contoh jam kuantum dari bab sebelumnya.

6.5 Basis Baku untuk Perkalian Tensor

Basis baku untuk R? adalah ( (1) , ) Ketika Alice dan Bob menggunakan basis baku,
hasil-kali tensor memiliki bentuk:

1 ® 1 + 1< ® ® 1 + ® 0
"[0]®[0] "7 o] o] ™" 1)
Oleh karena itu, basis terurut baku untuk R?> ® R? adalah

[olelol[ol=[2}- o[- =)

Karena basisnya memiliki empat vektor, ini adalah ruang dimensi empat. Ruang
dimensi empat baku adalah R* dengan basis terurut adalah

0
1

0

1 1

ik

17 107 101 [O
of {1 (O] |0
o{"{of" {11710
0] 10] 10] |1

Kita mengidentifikasi vektor basis di R?> ® R? dengan yang ada di R*, pastikan bahwa
0
0
1

masing-masing adalah bersesuaian, yaitu
0
O_1®1 1_1®O _O®1 0_0®0
o (o~ |of”1of (o] " |1{"|{L| 1| (O|"{O] |1f " |1|
0 0 0 1

1 0
Cara termudah untuk mengingatnya adalah dengan konstruksi berikut:

b
ag 0 apby
b b b
ag o| _ e N /00141
ai ® bl | 9l |mbo|
a, b, a10q

Perhatikan juga bahwa subskrip mengikuti pengurutan biner baku: 00,01, 10,11.
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6.6 Bagaimana Kita Mengikat Qubit?

Tulisan ini membahas tentang matematika yang mendasari komputasi kuantum. Ini
bukan tentang bagaimana membuat komputer kuantum secara fisik. Kita tidak akan
menghabiskan banyak waktu untuk membahas detail eksperimen fisik, tetapi per-
tanyaan tentang bagaimana fisikawan menciptakan partikel terjerat adalah pertanyaan
yang sangat penting sehingga kita akan membahasnya secara singkat. Kita dapat merep-
resentasikan qubit yang terjerat baik oleh foton atau elektron yang terjerat. Meskipun
kita sering mengatakan bahwa partikel terjerat, yang sebenarnya kita maksud adalah
bahwa vektor yang menjelaskan keadaannya, tensor dalam R* ® IR?, terjerat. Partikel
yang sebenarnya terpisah dan, seperti yang baru saja kita catat, bisa sangat berjauhan.
Meskipun demikian, pertanyaannya tetap: Bagaimana cara kita membuat sepasang
partikel yang vektor keadaannya terjerat? Pertama, kita melihat bagaimana eksperimen
tisik menciptakan partikel yang terjerat. Kemudian kita melihat bagaimana gerbang
kuantum membuat qubit yang terjerat.

Metode yang paling umum digunakan saat ini melibatkan foton. Proses ini disebut
konversi turun parametrik spontan. Sinar laser mengirimkan foton melalui kristal
khusus. Sebagian besar foton hanya lewat, tetapi beberapa foton terpecah menjadi
dua. Energi dan momentum harus dipertahankan energi total dan momentum kedua
foton yang dihasilkan harus sama dengan energi dan momentum foton awal. Hukum
kekekalan menjamin bahwa keadaan yang mendeskripsikan polarisasi dua foton ter-
jerat.

Di alam semesta, elektron sering kali terjerat. Di awal pembahasan kita mendeskrip-
sikan eksperimen Stern dan Gerlach pada atom perak. Ingatlah bahwa elektron
berputar di orbit dalam dibatalkan, meninggalkan elektron tunggal di orbit luar un-
tuk memberikan putarannya ke atom. Orbit paling dalam memiliki dua elektron. Ini
terjerat sehingga putarannya dibatalkan. Kita dapat membayangkan vektor keadaan
yang menggambarkan putaran elektron ini sebagai

&b}l -5l bl

Elektron yang terjerat juga terjadi pada superkonduktor, dan elektron ini telah digu-
nakan dalam eksperimen. Namun, seringkali kita ingin memiliki partikel terjerat yang
berjauhan seperti yang akan kita lihat nanti ketika kita berbicara tentang uji Bell.

Masalah utama dalam penggunaan elektron terjerat yang berdekatan satu sama lain
dan kemudian memisahkannya adalah bahwa elektron memiliki kecenderungan untuk
berinteraksi dengan lingkungan. Sulit untuk memisahkan mereka tanpa ini terjadi. Di
sisi lain, foton terjerat jauh lebih mudah dipisahkan, meski lebih sulit diukur. Namun,
dimungkinkan untuk mendapatkan yang terbaik dari kedua dunia. Ini telah dilakukan
oleh tim internasional yang berbasis di Delft University of Technology dalam apa
yang mereka gambarkan sebagai tes Lonceng bebas celah. Mereka menggunakan dua
berlian yang dipisahkan sejauh 1,3 kilometer. Setiap berlian memiliki sedikit ketidak-
sempurnaan, atom nitrogen mengubah struktur kisi atom karbon di beberapa tempat.
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Elektron terjebak dalam cacat. Sebuah laser membangkitkan elektron di setiap berlian
sedemikian rupa sehingga kedua elektron memancarkan foton. Foton yang dipancar-
kan terjerat dengan putaran elektron yang dipancarkannya. Foton kemudian bergerak
menuju satu sama lain melalui kabel serat optik dan bertemu di pemisah berkas perala-
tan baku yang biasanya digunakan untuk membagi berkas foton menjadi dua, tetapi di
sini digunakan untuk mengikat dua foton. Foton kemudian diukur. Hasilnya adalah
dua elektron sekarang terjerat satu sama lain. (Kita akan menjelaskan mengapa tim
melakukan eksperimen ini di bab berikutnya.)

Dalam komputasi kuantum, kita biasanya akan memasukkan qubit yang tidak ter-
jerat dan mengikatnya menggunakan gerbang CNOT. Nanti kita akan menjelaskan den-
gan tepat apa itu gerbang, tetapi perhitungan sebenarnya hanya melibatkan perkalian
matriks. Kita melihat ini secara singkat.

6.7 Menggunakan Gerbang CNOT untuk Mengikat Qubit

Kita meninggalkan definisi sebenarnya tentang apa itu gerbang kuantum hingga nanti,
tetapi kita hanya akan membuat komentar sekarang karena mereka sesuai dengan basis
ortonormal atau ekivalen, dengan matriks ortogonal.

Basis terurut baku untuk ruang dimensi empat R* adalah

01 10
0] 10
1{"10
0] 11

17 [0
0f |1
0]710]”
0] 10

Gerbang CNOT berasal dari pertukaran urutan dua elemen terakhir. Ini meng-
hasilkan matriks untuk gerbang CNOT

S oo
o o= O
_ o o O
o= OO

Gerbang ini bekerja pada pasangan qubit. Untuk menggunakan matriks, semuanya
harus ditulis dengan menggunakan vektor empat dimensi. Kita melihat contoh.
Kita mulai dengan mengambil produk tensor tidak terjerat:

1
R
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Ketika kita mengirim qubit melalui gerbang, mereka diubah. Qubit yang dihasilkan
diperoleh dengan mengalikan dengan matriks.

100 0| [+ 1
01 00[{O| (0] 110
000 1| |0] v2[0

V2 . 2
001 0]|g + 1

Vektor terakhir ini sesuai dengan sepasang qubit terjerat hasil kali amplitudo dalam
adalah nol, yang tidak sama dengan hasil kali amplitudo luar. Ini dapat ditulis ulang

weboge 1 1] _[1] 1 [o] _Jo
lolelo] <&l

Kita akan sering menggunakan qubit terjerat dalam kondisi ini. Ini memiliki sifat
yang sangat bagus bahwa jika Alice dan Bob mengukur dalam basis baku, mereka

berdua akan mendapatkannya |(1)] bersesuaian dengan 0, atau keduanya akan didapat

|(1)] yang bersesuaian dengan 1. Kedua kasus tersebut kemungkinannya sama.

Kita memeriksa ini lebih lanjut dengan analogi jam kuantum.

6.8 Jam Quantum yang Terjerat

Ingat metafora jam kuantum. Kita hanya dapat bertanya tentang apakah jarum jam
menunjuk ke arah tertentu, dan jam akan menjawab ya atau menunjuk ke arah yang
berlawanan.

] sesuai dengan menunjuk ke dua belas, dan [0] untuk

Kita memisalkan vektor [1 1

0

1

0+

menunjuk ke enam. Pertimbangkan sepasang jam dalam keadaan terjerat \/% [(1)] ®

V2 (1

dalam keadaan ini. Misalkan kita memiliki seratus jam ini, dan kita memiliki seratus
mitra. Kita berdua akan menanyakan pertanyaan yang sama berulang kali: Apakah
tangan menunjuk ke arah dua belas?

Dalam skenario pertama, kita tidak saling menghubungi. Kita hanya memeriksa jam
satu per satu dan mengajukan pertanyaan. Setiap kali jam akan menjawab ya atau tidak.
Kita akan menulis 1 jika ya, dan O jika tidak. Setelah kita selesai mengajukan pertanyaan,
kita memiliki string 0 dan 1. Kita menganalisis string kita dan anda menganalisis string
anda. Kedua string tersebut merupakan urutan acak dari 0 dan 1. Kedua digit muncul
dengan frekuensi yang hampir sama. Kita sekarang menghubungi satu sama lain dan

L [O] ® [(1)] Faktanya, pertimbangkan seratus pasang jam, yang masing-masing pasang
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membandingkan string. Baik string anda dan string kita sama. Di semua seratus tempat,
stringnya sesuai.

Dalam skenario kedua, kita masing-masing memiliki seratus jam. Kali ini kita mem-
buat kesepakatan yang akan anda ukur terlebih dahulu. Anda akan mengajukan per-
tanyaan anda pada satu jam, dan saya akan menanyakan pertanyaan saya setengah jam
kemudian. Selama setengah jam di antara pertanyaan kita, anda akan menelepon kita
dan memberi tahu kita jawaban jam kita. Di akhir percobaan, kita berdua memiliki string
0 dan 1. Kedua string itu cocok di setiap tempat. Setiap kali anda menelepon kita dan
memberi tahu kita apa hasil pengukuran kita, anda benar. Bisakah kita menyimpulkan
bahwa pengukuran anda memengaruhi pengukuran kita?

Nah, misalkan sekarang kita memberi tahu anda bahwa kita curang. Kita tidak
mengikuti aturan. Sebenarnya, kita menanyakan pertanyaan jam setengah jam sebelum
anda menanyakan pertanyaan anda. Kita tahu jawaban anda sebelum anda melakukan-
nya. Panggilan anda hanya mengkonfirmasikan apa yang kita ketahui.

Tidak ada cara dari data yang anda ketahui apakah kita mengikuti aturan atau tidak
atau kita curang. Tidak ada cara anda dapat mengetahui apakah kita mengajukan
pertanyaan kita sebelum atau setelah anda menanyakan pertanyaan anda.

Tidak ada penyebab di sini, hanya korelasi. Seperti yang kita lihat sebelumnya,
kita tidak dapat menggunakan jam yang terjerat ini untuk mengirim pesan di antara
kita. Namun prosesnya masih misterius. Albert Einstein menggambarkan keterjeratan
sebagai tindakan menyeramkan dari kejauhan. Saat ini banyak orang akan mengatakan
bahwa tidak ada tindakan, hanya korelasi. Tentu saja, kita dapat berdalih tentang
definisi "tindakan", tetapi bahkan jika kita setuju bahwa tidak ada tindakan, tampaknya
ada sesuatu yang menyeramkan sedang terjadi.

Misalkan anda dan kita memiliki sepasang jam kuantum yang terjerat, dan kita
berbicara di telepon satu sama lain. Tak satu pun dari kita yang mengajukan pertanyaan
pada jam kita, jadi mereka masih terjerat. Dalam keadaan ini, bila anda menanyakan
jam anda; pertanyaan anda akan memiliki kesempatan yang sama untuk mendapatkan
jawaban bahwa tangan menunjuk ke dua belas atau enam. Tetapi begitu kita menga-
jukan pertanyaan pada jam kita, anda tidak lagi memiliki kesempatan yang sama untuk
mendapatkan salah satu dari dua jawaban. Anda akan mendapatkan jawaban yang
persis sama dengan kita.

Korelasi ini tidak akan menakutkan bila ketika jam kita diikat itu diputuskan, tetapi
tidak kita ketahui, apakah kedua tangan kita menunjuk ke dua belas atau enam. Kita
harus menunggu sampai salah satu dari kita mengajukan pertanyaan, dan begitu salah
satu dari kita tahu jawabannya, begitu pula yang lain.

Tapi ini bukan yang dijelaskan oleh model kita. Model kita mengatakan bahwa kepu-
tusan ke arah mana tangan kita menunjuk tidak dibuat sebelumnya. Itu dibuat hanya
ketika yang pertama dari kita mengajukan pertanyaan kita. Inilah yang membuatnya
seram.

Pada bab selanjutnya kita akan melihat ini secara mendetail. Kita akan melihat
model yang menggabungkan korelasi dengan cara yang intuitif dan tidak menyer-
amkan. Sayangnya, itu salah. John Stewart Bell datang dengan tes cerdik yang menun-
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jukkan bahwa penjelasan sederhana itu tidak benar dan bahwa keseraman misterius
harus tetap ada.
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Kita telah melihat model matematis dari sebagian kecil mekanika kuantum yang me-
nyangkut spin partikel atau polarisasi foton, dan itu memberi kita matematika yang
mendeskripsikan qubit. Ini adalah model baku, sering disebut interpretasi Kopen-
hagen setelah kota tempat Niels Bohr tinggal dan bekerja.

Beberapa fisikawan hebat di awal abad ke-20, termasuk Albert Einstein dan Irwin
Schrodinger, tidak menyukai model ini, dengan interpretasinya tentang keadaan yang
melompat dengan probabilitas yang diberikan ke keadaan basis. Mereka keberatan
dengan penggunaan probabilitas dan konsep aksi dari kejauhan. Mereka berpikir bahwa
harus ada model yang lebih baik dengan menggunakan "variabel tersembunyi" dan
"realisme lokal". Mereka tidak keberatan menggunakan model Kopenhagen untuk
melakukan penghitungan, tetapi mereka berpikir bahwa seharusnya ada teori yang
lebih dalam yang akan menjelaskan mengapa penghitungan menghasilkan jawaban
yang benar, sebuah teori yang menghilangkan keacakan dan menjelaskan misterinya.

Bohr dan Einstein sama-sama tertarik pada filsafat mekanika kuantum dan melaku-
kan serangkaian perdebatan tentang arti sebenarnya dari teori tersebut. Dalam bab ini
kita akan melihat dua sudut pandang mereka yang berbeda. Kita mungkin bertanya-
tanya apakah kita menyimpang dan bahwa landasan filosofis tidak diperlukan untuk
memahami komputasi kuantum. Kita semua sekarang tahu bahwa pandangan Einstein
dan Schrodinger salah dan bahwa model Kopenhagen dianggap sebagai deskripsi baku.
Tetapi Einstein dan Schrédinger adalah ilmuwan yang brilian, dan ada sejumlah alasan
untuk mempelajari argumen mereka.

Alasan pertama adalah bahwa perdebatan antara Bohr dan Einstein berfokus pada
realisme lokal. Kita akan menjelaskan lebih lanjut tentang ini sebentar lagi, tetapi
pada dasarnya realisme lokal berarti bahwa sebuah partikel hanya dapat dipengaruhi
oleh sesuatu yang berubah di sekitarnya. Praktisnya, kita semua adalah realis lokal,
tetapi kuantum Mekanika menunjukkan kepada kita bahwa kita salah. Bagi kita, model
Einstein adalah model yang alami dan benar, setidaknya menurut kita. Ketika kita
pertama kali mendengar tentang keterjeratan kuantum, asumsi alami kita adalah men-
gasumsikan model yang mirip dengan Einstein. Kita juga mungkin berpikir tentang
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keterjeratan secara tidak benar. Argumen ini penting bagi filosofi fisika dan membantu
kita memahami bahwa kemisteriusan tidak dapat dihilangkan.

John Stewart Bell adalah seorang fisikawan Irlandia. Dia merancang tes cerdik yang
bisa membedakan antara kedua model. Banyak yang terkejut bahwa model itu bukan
hanya filosofi, tetapi juga teori yang dapat diuji. Kita telah mempelajari hanya sebagian
kecil dari matematika yang dibutuhkan untuk mekanika kuantum, tetapi itulah yang
dibutuhkan untuk memahami hasil Bell. Tesnya sudah dilakukan beberapa kali. Sulit
untuk menghilangkan semua kemungkinan bias dalam penyiapan eksperimen ini, tetapi
semakin banyak celah yang mungkin telah dikecualikan. Hasilnya selalu sesuai dengan
interpretasi Kopenhagen. Karena hasil Bell adalah salah satu yang terpenting di abad
ke-20 dan kita memiliki mesin matematika yang berbaris, masuk akal untuk melihatnya.

Kita mungkin masih bertanya-tanya apa hubungannya semua ini dengan komputasi
kuantum. Kita akan melihat di akhir bab ini bahwa ide di balik pertidaksamaan Bell da-
pat digunakan untuk mengirim pesan terenkripsi. Juga, qubit terjerat yang digunakan
Bell akan muncul kembali saat kita melihat algoritma kuantum. Jadi bab ini memiliki
koneksi ke komputasi kuantum. Tetapi alasan utama bab ini adalah karena menurut
kita materi ini menarik, dan kita harap anda juga.

Kita mulai dengan melihat qubit terjerat yang kita perkenalkan di bab sebelumnya
dan melihat apa yang terjadi bila kita mengukurnya dalam basis yang berbeda. Kita
memulai analisis kita menggunakan model baku model Kopenhagen yang telah kita
lihat di bab-bab sebelumnya.

7.1 Qubit yang terjerat dalam Basis-basis Berbeda

Di bab terakhir kita melihat dua jam terjerat di dalam keadaan

&b}l 5l

Kita mengamati bahwa jika Alice dan Bob masing-masing memiliki salah satu dari
jam itu, dan keduanya bertanya apakah jarumnya menunjuk ke arah dua belas, kedua-
nya akan mendapatkan jawaban bahwa memang benar atau menunjuk ke arah enam.
Kedua kemungkinan itu sama-sama mungkin, tetapi baik Alice dan Bob mendapatkan
jawaban yang persis sama. Sekarang kita bertanya apa yang terjadi jika Alice dan Bob
mengubah arah pengukuran mereka. Misalnya, apa yang terjadi jika mereka berdua
bertanya apakah tangannya menunjuk ke empat? Kita tahu bahwa jam akan menjawab
bahwa jarum jam menunjuk ke arah empat atau ke sepuluh, tetapi apakah Alice dan
Bob akan mendapatkan jawaban yang persis sama? Apakah kedua jawaban sama-sama
mungkin?

Pertama, kita memberikan argumen intuitif untuk dua qubit dalam keadaan terjerat

gt e R
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Dua elektron mungkin mewakili keadaan ini. Misalkan Alice dan Bob mengukur
putaran elektron mereka ke arah 0°. Jika Alice mendapat N, Bob mendapat S. Jika Alice
mendapat S, Bob mendapat N. Seperti yang kita sebutkan sebelumnya, ini mungkin
mewakili dua elektron dalam atom di mana spinnya dibatalkan. Tapi kita berharap
putarannya membatalkan ke segala arah, jadi kita berharap bahwa bila Alice dan Bob
memilih basis pengukuran baru, mereka masih akan berputar ke arah yang berlawanan.
Simetri juga tampaknya menyiratkan bahwa kedua arah harus memiliki kemungkinan
yang sama.

Argumen intuitif ini membawa kita pada dugaan bahwa bila kita telah menjerat di

dalam keadaan
6]l <l

dan kemudian tulis ulang keadaan ini menggunakan basis ortonormal baru (|bo), [b1)),
kita harus mendapatkannya \/% |bo) ®1|bo) + % |b1) ®|b1). Tentu saja, argumen kita bersifat
intuitif dan dengan jelas membuat argumen intuitif tentang sesuatu yang kontraintuitif
seperti mekanika kuantum tidak sepenuhnya persuasif, tetapi dalam hal ini kita benar,
seperti yang akan kita buktikan sekarang.

Buktikan bahwa
& b] ol <l

% 1bo) ® [bo) + % by ® Jby).

Kita mulai dengan menulis kets |by) dan |b;) sebagai vektor kolom. Kita memisalkan

sama dengan

|bg) = Z dan |b;) = 2] Selanjutnya kita menyatakan vektor basis standar kita se-
bagai kombinasi linier dari vektor basis baru. Kita melakukan ini dengan cara baku

(menggunakan peralatan kedua di akhir bab 2). Kita mulai dengan [1] Persamaannya

£ allo-e
o =il <
oo = e+l
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Mengatur ulang suku-suku di sebelah kanan menghasilkan

fifelof <l o]

yang dapat ditulis ulang sebagai

bl 0] |4] |0]
Jadi, o
1®1_a®a+c®c
0] 7 (0] [b] (O] " |4f " [O

Perhitungan serupa menunjukkan hal itu bahwa

0] ® 0] B 4] 2 0] N ¢ ] 2 0]
hl_ _1_ - _b_ hb_ _d_ _d_.
Menambahkan dua hasil ini memberi kita
1 1 0 of _ |a a 0 c c 0
ol®lo| T11|® (1] = [6|®\lo]F|p|) T |a|®\|o] t|a

bl o[

|bo) ® |bo) + |b1) ® |b1) .

Jadi

1 [1] 1], 1 [o] [o] 1 1
lolo a1l - e room

Hasil ini memberi tahu kita bahwa jika Alice dan Bob memiliki qubit yang terjerat

dengan keadaan % (1)] ® [(1)] + \/% (1)] ® (1)] dan jika keduanya memilih untuk mengukur

qubit mereka sehuBungan dengan suatu basis ortonormal (|by), |b1)), kedaan terjerat
dapat ditulis ulang sebagai % 1bo) |bo) + % |b1) |b1). Saat pengukuran pertama dibuat,
keadaan melompat ke salah satunya |by) |by) atau |b;) |b1), di mana kedua kondisi yang
sekarang tidak terjerat ini sama-sama mungkin terjadi. Konsekuensinya adalah ketika
Alice dan Bob sama-sama mengukur qubit mereka, mereka berdua akan mendapatkan
0 atau keduanya akan mendapatkan 1, dan keduanya kemungkinan besarnya sama.
Untuk hasil Bell, kita ingin mengukur qubit yang terjerat menggunakan tiga basis
yang berbeda. Ini adalah basis yang sesuai dengan memutar perangkat pengukur kita
melalui 0°,120°, dan 240°. Untuk jam kita yang terjerat, kita menanyakan satu dari tiga
pertanyaan, apakah tangan menunjuk ke dua belas, ke empat, atau ke delapan. Bila kita
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menunjukkan basis ini dengan (|T), 1)), ("), I\\)) dan (|}, [,/")), maka berikut adalah
tiga deskripsi dari keadaan terjerat yang persis sama:

1 1 1 1 1
EITHTH@IUIU, ﬁl\'ﬂ\H EI\H'\), \/§|/>|'/>+ EI/‘)I/).

Sekarang kita beralih ke Einstein dan melihat bagaimana dia memandang keadaan
terjerat ini.

1

7.2 Einstein dan Realisme Lokal

Gravitasi memberikan contoh yang baik untuk menjelaskan realisme lokal. Hukum
gravitasi Newton memberikan rumus yang memberi tahu kita kekuatan gaya antara
dua massa. Bila kita memasukkan ukuran massa, jarak mereka, dan konstanta gravitasi,
rumusnya memberikan ukuran gaya tarik. Hukum Newton mengubah fisika. Ini
dapat digunakan, misalnya, untuk menunjukkan bahwa planet yang mengorbit bintang
bergerak dalam orbit elips. Tetapi meskipun ia memberi tahu kita nilai gaya, ia tidak
memberi tahu kita mekanisme yang menghubungkan planet ke matahari.

Meskipun hukum gravitasi Newton berguna untuk perhitungan, ia tidak menje-
laskan bagaimana gravitasi bekerja. Newton sendiri prihatin tentang hal ini. Semua
orang mengira bahwa harus ada teori yang lebih dalam yang menjelaskan aksi gravi-
tasi. Berbagai proposal dibuat, seringkali melibatkan "aether" yang seharusnya menem-
bus alam semesta. Meskipun tidak ada konsensus tentang bagaimana mekanisme di
balik gravitasi bekerja, ada konsensus bahwa gravitasi bukanlah tindakan seram dari
kejauhan dan beberapa penjelasan akan ditemukan. Ada kepercayaan pada apa yang
sekarang kita sebut realisme lokal.

Hukum gravitasi Newton digantikan oleh teori gravitasi Einstein. Teori Einstein
tidak hanya memperbaiki Newton dalam hal prediksi pengamatan astronomi secara
akurat yang tidak dapat disimpulkan menggunakan teori Newton, tetapi juga mem-
berikan penjelasan tentang bagaimana gravitasi bekerja. Ini menggambarkan lengkun-
gan ruang-waktu. Sebuah planet bergerak sesuai dengan bentuk ruang-waktu tempat-
nya berada. Tidak ada aksi seram dari kejauhan. Teori Einstein tidak hanya lebih tepat,
tetapi juga memberikan gambaran tentang bagaimana gravitasi bekerja, dan deskripsi
ini bersifat lokal. Sebuah planet bergerak menurut bentuk ruang di sekitarnya.

Interpretasi Kopenhagen tentang mekanika kuantum, tentu saja, memperkenalkan
kembali ide aksi seram ini dari kejauhan. Saat kita mengukur sepasang qubit terjerat,
keadaannya segera berubah, bahkan jika qubit tersebut secara fisik berjauhan. Filsafat
Einstein tampaknya sepenuhnya alami. Dia baru saja menghilangkan aksi seram dari
teori gravitasi, dan sekarang sedang diajukan lagi. Perbedaannya sekarang adalah Bohr
tidak percaya bahwa ada teori yang lebih dalam yang dapat menjelaskan mekanisme di
balik tindakan ini. Einstein tidak setuju.

Einstein yakin dia bisa membuktikan bahwa Bohr salah. Bersama Boris Podolsky
dan Nathan Rosen, dia menulis makalah yang menunjukkan bahwa teori relativitas
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khususnya menyiratkan bahwa informasi tidak dapat bergerak lebih cepat daripada ke-
cepatan cahaya, tetapi tindakan seketika dari jarak jauh berarti informasi dapat dikirim
dari Alice ke Bob secara seketika. Masalah ini dikenal sebagai paradoks EPR, untuk
Einstein-Podolsky-Rosen.

Saat ini, paradoks EPR biasanya dideskripsikan dalam istilah spin, dan beginilah
cara kita melakukannya, tetapi ini bukan cara Einstein dan kawan-kawan menjelaskan
masalahnya. Mereka mempertimbangkan posisi dan momentum dua partikel yang
terjerat. David Bohm-lah yang merumuskan kembali masalah dalam istilah spin. Ru-
musan Bohm adalah salah satu yang secara praktis selalu digunakan sekarang, dan itu
adalah rumusan yang digunakan John Stewart Bell untuk menghitung ketidaksamaan
pentingnya. Meskipun Bohm memainkan peran utama dalam mendeskripsikan dan
merumuskan kembali paradoks tersebut, namanya biasanya dihilangkan.

Pada bab terakhir kita menunjukkan bahwa penafsiran Kopenhagen tidak memu-
ngkinkan informasi dikirim lebih cepat dari kecepatan cahaya, jadi meskipun paradoks
EPR sebenarnya bukan sebuah paradoks, masih ada pertanyaan apakah bisa ada penje-
lasan itu menghilangkan aksi seram.

7.3 Einstein dan Variabel Tersembunyi

Dalam pandangan klasik, fisika bersifat deterministik jika kita mengetahui semua kon-
disi awal hingga presisi tak terbatas, maka kita dapat memprediksi hasilnya dengan
pasti. Tentu saja, kita hanya dapat mengetahui kondisi awal hingga beberapa pre-
sisi terbatas, yang berarti bahwa akan selalu ada kesalahan kecil dalam pengukuran,
perbedaan kecil antara nilai terukur dan nilai sebenarnya. Seiring berjalannya waktu,
kesalahan ini dapat berkembang hingga kita tidak dapat membuat prediksi yang masuk
akal tentang apa yang terjadi dalam jangka panjang. Ide ini membentuk dasar untuk
apa yang umumnya dikenal sebagai ketergantungan sensitif pada kondisi awal. Ini
menjelaskan mengapa meramalkan cuaca selama lebih dari seminggu sangat tidak da-
pat diandalkan. Namun, penting untuk diingat bahwa teori yang mendasari bersifat
deterministik. Cuaca tampaknya tidak dapat diprediksi, tetapi ini bukan karena beber-
apa keacakan yang melekat, hanya saja kira tidak dapat membuat pengukuran yang
cukup akurat.

Bidang lain di mana probabilitas dimasukkan ke dalam fisika klasik adalah dalam
hukum tentang gas, hukum termodinamika, tetapi sekali lagi teori yang mendasarinya
masih deterministik. Jika kita mengetahui dengan tepat kecepatan dan massa setiap
molekul dalam gas, secara teori kita dapat memprediksi dengan akurat apa yang terjadi
pada setiap molekul di masa depan. Dalam praktik, tentu saja, ada terlalu banyak
molekul untuk dipertimbangkan satu per satu, jadi kita mengambil nilai rata-rata dan
melihat gas dari sudut pandang statistik.

Pandangan klasik dan deterministik inilah yang dimaksud Einstein ketika dia den-
gan terkenal mengatakan bahwa Tuhan tidak bermain dadu dengan alam semesta.
Dia merasa bahwa penggunaan probabilitas dalam mekanika kuantum menunjukkan
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bahwa teori tersebut tidak lengkap. Harus ada teori yang lebih dalam, mungkin meli-
batkan variabel baru, yang deterministik tetapi terlihat probabilistik jika kita tidak
menganggap semua ini sebagai variabel yang belum diketahui. Variabel yang belum
diketahui ini dikenal sebagai variabel tersembunyi.

7.4 Penjelasan Klasik tentang Keterjeratan

Kita mulai dengan jam kuantum kita dalam keadaan \/% [TYITY + % [LY[1). Alice dan
Bob akan mengajukan pertanyaan tentang apakah tangan itu menunjuk ke dua belas.
Model kuantum mengatakan bahwa Alice dan Bob akan mendapatkan jawaban yang
persis sama: yaitu menunjuk ke dua belas atau ke enam. Kedua jawaban tersebut ke-
mungkinannya sama. Kita benar-benar dapat melakukan eksperimen yang mengukur
putaran elektron yang terjerat. Hasil eksperimental persis seperti yang diprediksi model
kuantum. Bagaimana kita menjelaskan ini dengan model klasik?

Penafsiran klasik untuk situasi sebelumnya cukup sederhana. Elektron memiliki
putaran pasti ke segala arah. Elektron yang terjerat melalui beberapa interaksi lokal.
Sekali lagi, kita menarik variabel tersembunyi dan teori yang lebih dalam. Kita tidak
tahu persis apa yang terjadi, tetapi ada beberapa proses lokal yang menempatkan elek-
tron dalam keadaan konfigurasi spin yang persis sama. Saat mereka terjerat, arah
putaran dipilih untuk kedua elektron.

Ini bisa dibandingkan dengan kita diberi setumpuk kartu yang kita kocok. Kita
kemudian mengambil satu kartu tanpa melihatnya. Kita memotong kartu menjadi dua
dan meletakkan bagiannya dalam dua amplop, sepanjang waktu tanpa mengetahui
kartu mana yang telah dipilih. Kita kemudian mengirimkan kartu tersebut ke Bob dan
Alice, yang tinggal di berbagai belahan alam semesta. Alice dan Bob tidak tahu kartu
apa yang mereka miliki. Bisa jadi siapa saja dari lima puluh dua orang, tetapi begitu
Alice membuka amplopnya dan melihat sekumpulan berlian, dia tahu bahwa kartu
Bob juga merupakan sekumpulan berlian. Tidak ada tindakan dari kejauhan, dan tidak
ada kejadian menyeramkan yang terjadi.

Untuk hasil Bell, kita perlu mengukur qubit terjerat kita dalam tiga arah berbeda.
Kita kembali ke analogi jam terjerat kita. Kita akan menanyakan satu dari tiga per-
tanyaan, tentang apakah tangan menunjuk ke dua belas, ke empat, atau ke dela-
pan. Model teoritis kuantum memprediksi bahwa untuk setiap pertanyaan jawaban-
nya adalah tangan menunjuk ke arah yang ditanyakan atau menunjuk ke arah yang
berlawanan. Untuk setiap pertanyaan, kedua jawaban memiliki kemungkinan yang
sama. Tetapi ketika Alice dan Bob menanyakan pertanyaan yang persis sama, mereka
berdua akan mendapatkan jawaban yang persis sama. Kita dapat mendeskripsikan ini
secara klasik dengan memberikan jawaban yang pada dasarnya sama seperti sebelum-
nya.

Ada beberapa proses lokal yang melibatkan jam. Kita tidak mencoba menjelaskan
dengan tepat bagaimana hal ini dilakukan, tetapi hanya menarik variabel tersembunyi,
ada beberapa teori yang lebih dalam yang menjelaskannya. Tetapi ketika jam-jam
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itu terjerat, jawaban pasti untuk ketiga pertanyaan itu dipilih. Ini dapat dibandingkan
dengan kita memiliki tiga tumpukan kartu, masing-masing dengan punggung berwarna
berbeda. Kita mengambil kartu dari dek biru, dari dek merah dan dek hijau. Kami
memotong tiga kartu ini menjadi dua dan mengirimkan tiga bagian kepada Alice dan
tiga bagian lainnya kepada Bob. Jika Alice melihat kartu hijaunya dan melihat jack of
diamonds, dia tahu bahwa green card Bob juga merupakan jack of diamonds.

Untuk jam kuantum kita, teori klasik mengatakan bahwa ada jawaban pasti untuk
setiap pertanyaan yang sudah ditentukan sebelum kita menanyakannya. Sebaliknya,
teori kuantum mengatakan bahwa jawaban atas pertanyaan tersebut tidak ditentukan
sampai saat kita menanyakannya.

7.5 Pertidaksamaan Bell

Bayangkan kita membuat aliran pasang qubit yang kita kirim ke Alice dan Bob. Setiap
pasang qubit berada dalam kondisi terjerat % [TYIT) + % [L)]1). Alice secara acak

memilih untuk mengukur qubitnya ke arah 0°,120°, atau 240°. Masing-masing arah

ini dipilih secara acak, masing-masing dengan probabilitas =. Alice tidak repot-repot

melacak arah yang telah dipilihnya, tetapi dia mencatat apakah dia mendapat 0 atau 1
sebagai jawabannya. (Ingat, 0 berhubungan dengan vektor basis pertama dan 1 dengan
yang kedua.) Segera setelah Alice mengukur qubitnya, Bob memilih salah satu dari

1
tiga arah yang sama secara acak, masing-masing dengan probabilitas -, dan mengukur

qubitnya. Seperti Alice, dia tidak mencatat arah, hanya hasil apakah dia memperoleh
0 atau 1.

Dengan cara ini, Alice dan Bob menghasilkan string panjang 0 dan 1. Mereka
kemudian membandingkan simbol string dengan simbol. Jika mereka setuju pada
simbol pertama, mereka menuliskan A. Jika mereka tidak setuju pada simbol pertama,
mereka menuliskan D. Kemudian mereka melihat simbol kedua dan menuliskan A atau
D tergantung pada apakah simbol setuju atau tidak. Mereka melanjutkan dengan cara
ini melalui seluruh string mereka.

Dengan cara ini mereka menghasilkan string baru yang terdiri dari As dan Ds. Berapa
proporsi string yang terdiri dari As? Bell menyadari bahwa model mekanika kuantum
dan model klasik memberikan bilangan yang berbeda untuk jawabannya.

7.6 Jawaban Mekanika Kuantum

Qubit berada dalam keadaan spin terjerat adalah % ITYT) + % 1) I1). Kita telah menga-
mati bahwa jika Alice dan Bob sama-sama memilih arah pengukuran yang sama, maka
mereka akan mendapatkan jawaban yang sama. Pertanyaannya adalah apa yang terjadi
jika mereka memilih basis yang berbeda.
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Kita akan mengambil kasus ketika Alice memilih (|\,),|\)) dan Bob memilih
(1) ,17)). Keadaan terjerat adalah % ITYIT) + % [1) 1), yang dapat ditulis dalam basis
Alice sebagai % NGO N+ % IV IN). Ketika Alice membuat pengukurannya, keadaan-

nya melompat ke [\) [\,) atau [\ ) |\ ); keduanya sama-sama mungkin. Jika melompat
ke [\\) "\y), dia akan menuliskan 0. Jika melompat ke [\ ) |\ ), dia akan menuliskan 1.

Bob sekarang harus melakukan pengukurannya. Misalkan setelah pengukuran Al-
ice bahwa qubit dalam keadaan [\) |\,), jadi qubit Bob ada di keadaan |Y\). Untuk
menghitung hasil pengukuran Bob kita harus menulis ulang menggunakan basis Bob.
(Kita melakukan penghitungan serupa sebagaimana telah dibahas dalam Bagian 5.10.)

Menulis semuanya menggunakan ket dua dimensi, kita memiliki:

1 1 3
N e e e

T2 T2 2

2 2

Kita mengalikan |\,) dengan matriks dengan baris yang diberikan oleh bra dari basis

Bob, yaitu
_1 _\B 1 1
2 |2
{ } |_£] - |£]
P - 2 2

Ini memberitahu kita bahwa |\) = % |+ % |”). Saat Bob melakukan pengukuran,

N =

[
NI~ N

1
dia akan mendapatkan 0 dengan probabilitas 1 dan 1 dengan probabilitas Z Jadi,

1
saat Alice mendapat 0, Bob akan mendapat 0 dengan probabilitas 1 Mudah untuk

memeriksa kasus lainnya. Jika Alice mendapat 1, probabilitas Bob juga mendapatkan
1 adalah i

Kasus-kasus lain semuanya serupa: Jika Bob dan Alice mengukur ke arah yang
berbeda, mereka akan setuju 1 dari waktu dan tidak setuju 1 dari waktunya.

Untuk meringkas: Sepertiga dari waktu mereka mengukur ke arah yang sama dan
selalu setuju; dua pertiga dari waktu mereka mengukur ke arah yang berbeda dan hanya
menyetujui seperempat dari pengukuran ini. Ini memberikan proporsi As dalam string
yang terdiri dari As dan Ds sebagai

Kesimpulannya adalah model mekanika kuantum memberikan jawaban bahwa
dalam jangka panjang proporsi As harus setengah.

Sekarang kita melihat model klasik.
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7.7 Jawaban Klasik

Pandangan klasik adalah bahwa pengukuran di segala arah ditentukan sejak awal.
Ada tiga arah. Pengukuran di setiap arah dapat menghasilkan 0 atau 1. Ini memberi
kita delapan konfigurasi: 000,001,010, 011,100,101,110,111, di mana digit paling kiri
memberi kita jawaban jika kita mengukurnya di basis (|T),[})), angka tengah memberi
kita jawaban jika kita mengukurnya dalam basis (|\,),|\)), dan digit paling kanan
memberi kita jawaban itu jika kita mengukurnya dalam basis (I./),|,)).

Keterjeratan hanya berarti bahwa konfigurasi untuk qubit Alice dan Bob identik
jika qubit Alice memiliki konfigurasi 001, begitu juga dengan konfigurasi Bob. Kita
sekarang harus mencari tahu apa yang terjadi ketika Alice dan Bob memilih arah.
Misalnya, jika elektron mereka berada dalam konfigurasi 001 dan Alice mengukur
menggunakan basis (|T),]])), dan Bob mengukur menggunakan basis ketiga, maka
Alice akan mendapatkan pengukuran 0 dan Bob pengukuran 1, dan mereka akan tidak
setuju.

Tabel di bawah ini memberikan semua kemungkinan. Kolom kiri memberikan
konfigurasi, dan baris atas memberikan kemungkinan untuk basis pengukuran Alice
dan Bob. Kita akan menggunakan huruf untuk mewakili basis. Kita menunjukkan
(IT), 1)), dengan a, (I\,),I\\)) dengan b, dan (|/),|,7)), dengan c. Kita akan membuat
daftar basis Alice terlebih dahulu dan kemudian basis Bob. Jadi, misalnya, (b, c) berarti
Alice memilih (|\), [\)), dan Bob memilih (|,/),|”)). Entri dalam tabel menunjukkan
apakah pengukuran sesuai atau tidak.

Arah Pengukuran |
Config. W(a,a) {(ab) (a,c) (ba) (bb) (bc) (c,a) (c,b) (c.c)

Q00 A A A A A A A A A
001 A A D A A D D D A
010 A (B A [ A D A (b] A
N1l A (] D o A A D A A
L0 A i) D D A A D A A
101 A (b A [ A D A (b] A
110 A A (8] A A D D D A
111 A A A A A A A A A

Kita tidak tahu probabilitas yang harus ditetapkan ke konfigurasi. Ada delapan ke-
mungkinan konfigurasi, jadi mungkin tampak masuk akal bahwa masing-masing terjadi
dengan probabilitas 3 tetapi mungkin tidak semuanya sama. Analisis matematis kita

tidak akan membuat asumsi tentang nilai probabilitas ini. Namun, kita dapat menetap-
kan probabilitas pasti ke arah pengukuran. Baik Bob dan Alice memilih masing-masing
dari tiga basis mereka dengan probabilitas yang sama, sehingga masing-masing dari

sembilan kemungkinan pasangan basis terjadi dengan probabilitas —.

Perhatikan bahwa setiap baris berisi setidaknya lima A, memberi tahu kita bahwa
diberikan sepasang qubit dengan konfigurasi apa pun, probabilitas untuk mendapatkan

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



Jawaban Klasik.. 209

Asetidaknya g . Karena probabilitas mendapatkan A minimal g untuk setiap konfigurasi

5
spin, kita dapat menyimpulkan bahwa probabilitas keseluruhan harus minimal 9 tidak

peduli berapa proporsi waktu kita mendapatkan satu konfigurasi.
Kita sekarang mendapatkan hasil Bell. Model teori kuantum memberi tahu kita
bahwa urutan Alice dan Bob akan sama persis di separuh waktu. Model klasik memberi

tahu kita bahwa urutan Alice dan Bob akan sesuai setidaknya 5 dari waktu. Ini memberi

kita ujian untuk membedakan antara dua teori.

Bell menerbitkan pertidaksamaannya pada tahun 1964. Sayangnya, ini terjadi sete-
lah kematian Einstein dan Bohr, jadi tidak ada yang menyadari bahwa akan ada cara
eksperimental untuk memutuskan perdebatan mereka.

Sebenarnya melakukan percobaan itu rumit. John Clauser dan Stuart Freedman per-
tama kali melakukannya pada tahun 1972. Ini menunjukkan bahwa prediksi mekanika
kuantum benar. Para peneliti, bagaimanapun, harus membuat beberapa asumsi yang
tidak dapat diperiksa, meninggalkan beberapa kemungkinan bahwa pandangan klasik
masih bisa benar. Percobaan tersebut telah diulangi dengan kecanggihan yang semakin
meningkat. Itu selalu sesuai dengan mekanika kuantum, dan sekarang tampaknya ada
sedikit keraguan bahwa model klasik salah.

Ada tiga masalah potensial dengan eksperimen paling awal. Yang pertama adalah
Alice dan Bob terlalu dekat satu sama lain. Kedua, pengukuran mereka kehilangan ter-
lalu banyak partikel yang terjerat. Yang ketiga adalah bahwa pilihan arah pengukuran
Alice dan Bob tidak benar-benar acak. Jika para peneliti dekat satu sama lain, secara
teori pengukuran dapat dipengaruhi oleh beberapa mekanisme lain. Misalnya, segera
setelah pengukuran pertama dilakukan, foton bergerak untuk memengaruhi penguku-
ran kedua. Untuk memastikan bahwa hal ini tidak terjadi, pengukur harus terpisah
cukup jauh untuk mengetahui bahwa interval waktu antara pengukurannya kurang
dari waktu yang diperlukan foton untuk bergerak di antara keduanya. Untuk mengata-
si celah ini, foton terjerat digunakan. Tidak seperti elektron terjerat, foton terjerat dapat
menempuh jarak jauh tanpa berinteraksi dengan dunia luar.

Sayangnya, sifat tidak mudah berinteraksi dengan dunia luar ini membuatnya sulit
untuk diukur. Dalam eksperimen yang melibatkan foton, banyak foton yang terjerat
lolos dari pengukuran, sehingga secara teoritis mungkin terdapat beberapa bias se-
leksi yang terjadi pada hasil yang mencerminkan sifat sampel nonrepresentatif. Un-
tuk mengatasi celah bias seleksi, elektron telah digunakan. Tetapi jika elektron digu-
nakan, bagaimana kita memisahkan elektron yang terjerat cukup jauh sebelum kita
mengukurnya?

Persis seperti inilah masalah yang dipecahkan oleh tim dari Delft, yang telah kita
sebutkan di bab sebelumnya, dengan menggunakan elektron yang terperangkap dalam
berlian yang terjerat foton. Eksperimen mereka tampaknya telah menutup kedua celah
tersebut secara bersamaan.

Masalah keacakan lebih sulit. Jika interpretasi Kopenhagen benar, menghasilkan ali-
ran bilangan acak itu mudah. Jika kita mempertanyakan interpretasi ini yang berkaitan
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dengan keacakan, bagaimanapun, kita perlu menguji deretan angka dan melihat apakah
itu acak. Ada banyak tes untuk mencari pola yang mendasari di antara angka-angka
tersebut. Tes ini, sayangnya, hanya dapat membuktikan negatif. Jika sebuah string
gagal dalam pengujian, maka kita tahu string tersebut tidak acak. Lulus tes adalah per-
tanda baik, tetapi itu bukan bukti bahwa string itu acak. Yang bisa kita katakan adalah
bahwa tidak ada string yang dihasilkan mekanis kuantum gagal dalam tes keacakan.

Cara cerdas telah dipilih untuk memastikan bahwa arah yang dipilih Alice untuk
diukur tidak berkorelasi dengan Bob. Tetapi sekali lagi, tidak mungkin untuk menge-
sampingkan kemungkinan bahwa beberapa teori variabel tersembunyi menentukan
apa, menurut kita, hasil acak yang tidak berkorelasi.

Kebanyakan orang menganggap bahwa Einstein telah terbukti salah, tetapi teorinya
masuk akal. Bell, khususnya, percaya bahwa teori klasik lebih baik dari dua teori
tersebut sampai dia melihat hasil eksperimennya, berkata, "Ini sangat rasional sehingga
saya pikir ketika Einstein melihatnya, dan yang lain menolak untuk melihatnya, dia
adalah orang yang rasional. Orang-orang lain, meskipun sejarah telah membenarkan
mereka, mengubur kepala mereka di pasir. ... Jadi bagi saya, sayang sekali ide Einstein
tidak berhasil. Hal yang masuk akal tidak akan berhasil."

Kita setuju total dengan Bell. Ketika kita pertama kali menemukan ide-ide ini,
menurut kita pandangan Einstein adalah yang paling wajar untuk diambil. Kita terkejut
bahwa Bohr sangat yakin bahwa itu salah. Hasil Bell, yang sering disebut teorema Bell,
membuat Bell dinominasikan untuk Hadiah Nobel bidang fisika. Banyak orang berpikir
bahwa jika dia tidak meninggal karena stroke pada usia yang relatif muda yaitu enam
puluh satu tahun, dia akan menerimanya. Menariknya, ada sebuah jalan di Belfast yang
dinamai berdasarkan teorema Bell ini mungkin satu-satunya teorema yang dapat kita
masukkan ke Google Maps dan mendapatkan lokasi.

Kita harus meninggalkan asumsi standar tentang realitas lokal. Ketika partikel
terjerat, tetapi mungkin berjauhan, kita hendaknya tidak memikirkan spin sebagai sifat
lokal yang terkait dengan masing-masing partikel secara terpisah; itu adalah sifat global
yang harus dipertimbangkan dalam kaitannya dengan pasangan partikel.

Sebelum kita meninggalkan diskusi tentang mekanika kuantum, kita juga harus
melihat satu aspek lain yang tidak biasa dari teori tersebut.

7.8 Pengukuran

Dalam deskripsi mekanika kuantum, kita mendeskripsikan vektor keadaan sebagai
loncat ke vektor basis saat melakukan pengukuran. Semuanya deterministik sampai
kita membuat pengukuran, lalu melompat ke salah satu vektor basis. Probabilitas
untuk melompat ke masing-masing vektor basis diketahui secara pasti, tetapi masih
merupakan probabilitas. Teori berubah dari deterministik menjadi probabilistik ketika
kita melakukan pengukuran.
Dalam teori umum mekanika kuantum, solusi dari persamaan gelombang Schrodinger

yang runtuh saat pengukuran dilakukan. Erwin Schrédinger, dari persamaan eponim,
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sangat tidak nyaman dengan gagasan gelombang runtuh ke keadaan yang diberikan
oleh probabilitas.

Masalah yang signifikan adalah apa yang kita maksud dengan pengukuran tidak
ditentukan. Ini bukan bagian dari mekanika kuantum. Pengukuran menyebabkan
lompatan, tapi apa yang kita maksud dengan pengukuran? Kadang-kadang kata ob-
servasi digunakan sebagai pengganti pengukuran, dan ini telah membuat beberapa
orang berbicara tentang kesadaran yang menyebabkan lompatan, tetapi ini tampaknya
tidak mungkin. Penjelasan standar adalah bahwa pengukuran melibatkan interaksi
dengan perangkat makroskopik. Alat pengukur cukup besar sehingga dapat dideskrip-
sikan menggunakan fisika klasik dan tidak harus dimasukkan ke dalam analisis teoretis
kuantum bahwa setiap kali kita melakukan pengukuran, kita harus berinteraksi secara
tisik dengan objek yang diukur, dan interaksi ini menyebabkan lompatan. Namun
penjelasan ini tidak sepenuhnya memuaskan. Tampaknya deskripsi yang masuk akal,
tetapi kurang presisi secara matematis.

Berbagai interpretasi mekanika kuantum telah diajukan, masing-masing berusaha
menghilangkan sesuatu yang tampaknya bermasalah dalam interpretasi Kopenhagen.

Interpretasi many-worlds membahas masalah pengukuran dengan mengatakan bah-
wa hanya tampak vektor keadaan melompat ke salah satu kemungkinan, tetapi sebe-
narnya ada alam semesta yang berbeda dan masing-masing kemungkinan adalah ke-
jadian aktual di salah satu dari banyak alam semesta. Versi kata di alam semesta ini
melihat satu hasil, tetapi ada versi lain dari kata di alam semesta lain yang melihat hasil
lainnya.

Mekanika Bohmian menangani pengenalan probabilitas. Ini adalah teori determin-
istik di mana partikel berperilaku seperti partikel klasik, tetapi ada juga entitas baru
yang disebut gelombang pilot yang memberikan sifat nonlokalitas.

Ada banyak orang yang sangat percaya pada masing-masing teori ini. Misalnya,
David Deutsch, yang akan kita temui nanti, percaya pada pandangan banyak dunia.
Tetapi saat ini tidak ada tes ilmiah yang menunjukkan bahwa satu rangkaian keyakinan
lebih disukai daripada yang lain, tidak seperti teori variabel tersembunyi lokal yang me-
nunjukkan bahwa eksperimen pertidaksamaan Bell terbukti salah. Semua interpretasi
konsisten dengan teori matematika kita. Setiap interpretasi adalah cara untuk mencoba
menjelaskan bagaimana teori matematika berhubungan dengan kenyataan. Mungkin,
pada titik tertentu akan ada seorang jenius berwawasan seperti Bell yang dapat me-
nunjukkan bahwa interpretasi yang berbeda mengarah pada kesimpulan berbeda yang
dapat dibedakan secara eksperimental, dan eksperimen tersebut kemudian akan mem-
beri kita alasan untuk memilih satu interpretasi di atas yang lain. Tetapi pada titik ini,
sebagian besar fisikawan menganut interpretasi Kopenhagen. Tidak ada alasan yang
meyakinkan untuk tidak menggunakan interpretasi ini, jadi kita akan menggunakannya
tanpa komentar lebih lanjut mulai sekarang.

Topik terakhir dari bab ini menunjukkan bahwa teorema Bell bukan hanya untuk

kepentingan akademis. Ini sebenarnya dapat digunakan untuk memberikan cara aman
berbagi kunci untuk digunakan dalam kriptografi.
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7.9 Protokol Ekert untuk Distribusi Kunci Kuantum

Pada tahun 1991, Artur Ekert mengusulkan metode berdasarkan qubit terjerat yang
digunakan dalam uji Bell. Ada banyak variasi kecil. Kita akan menyajikan versi yang
menggunakan presentasi hasil Bell kita.

Alice dan Bob menerima aliran qubit. Untuk setiap pasangan, Alice menerima
satu dan Bob menerima yang lain. Keadaan spin terjerat. Mereka selalu di kedaan
LIDIN + 1L IL).

Jika Alice dan Bob mengukur qubit masing-masing menggunakan basis ortonormal
yang sama, maka kita melihat bahwa mereka akan mendapatkan 0 atau 1 dengan
probabilitas yang sama, tetapi keduanya akan mendapatkan jawaban yang persis sama.

Kita bisa membayangkan sebuah protokol di mana Alice dan Bob sama-sama memu-
tuskan untuk mengukur qubit mereka dalam basis baku setiap saat. Mereka akan be-
rakhir dengan string bit yang persis sama, dan string tersebut akan menjadi urutan
acak 0 dan 1, yang tampaknya merupakan cara yang bagus untuk memilih dan men-
gomunikasikan kunci. Masalahnya, tentu saja, ini tidak sedikit pun aman. Jika Eve
mencegat qubit Bob, dia dapat mengukurnya dalam basis baku dan kemudian mengir-
imkan qubit tak terjerat yang dihasilkan ke Bob. Hasilnya adalah Alice, Bob, dan Eve
semuanya berakhir dengan rangkaian bit yang identik.

Solusinya adalah mengukur qubit menggunakan pilihan acak tiga basis persis
seperti yang kita lakukan dengan uji Bell. Seperti pada protokol BB84, untuk setiap
pengukuran Alice dan Bob tuliskan hasil dan basis yang mereka pilih. Setelah mereka
melakukan pengukuran 31, mereka membandingkan urutan basis yang mereka pilih.
Ini bisa dilakukan pada saluran yang tidak aman, mereka hanya mengungkapkan basis,
bukan hasil. Mereka akan menyetujui sekitar # dari mereka. Di setiap tempat mereka
telah memilih basis yang sama mereka akan membuat pengukuran yang sama. Ked-
uanya akan memiliki 0, atau keduanya memiliki 1. Ini memberi mereka sebanyak n
string 0 dan 1. Ini akan menjadi kunci mereka jika Eve tidak mendengarkan.

Mereka sekarang menguji Eve. Jika Eve menguping, dia harus melakukan penguku-
ran. Kapanpun dia melakukannya, keadaan terjerat menjadi tidak terjerat. Alice dan
Bob melihat string 0 dan 1 yang berasal dari saat mereka memilih basis yang berbeda.
Ini menghasilkan dua string 0 dan 1 dengan panjang sekitar 2n. Dari penghitungan
pertidaksamaan Bell, mereka tahu bahwa jika keadaan mereka terjerat, di setiap tempat

mereka seharusnya hanya menyetujui 1 dari waktu. Namun, jika Eve mengukur salah

satu qubit, proporsi waktu yang mereka setujui berubah. Misalnya, jika Eve mengukur
qubit sebelum Alice dan Bob melakukan pengukuran mereka, sangatlah mudah untuk
memeriksa semua kemungkinan untuk menunjukkan bahwa proporsi waktu yang dis-

etujui Alice dan Bob meningkat menjadi g Ini memberi mereka ujian untuk kehadiran

Eve. Mereka menghitung proporsi kesepakatan. Jika hal ini adalah i, mereka dapat

menyimpulkan bahwa tidak ada yang mengganggu dan menggunakan kuncinya.
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Protokol Ekert memiliki fitur berguna yang prosesnya menghasilkan kunci. Tidak
ada digit yang perlu dibuat dan disimpan sebelumnya, sehingga menghilangkan salah
satu ancaman keamanan utama enkripsi. Protokol ini telah berhasil dilakukan di labo-
ratorium menggunakan foton terjerat.

Setelah menyimpulkan pengenalan konsep kuantum, topik berikutnya yang akan
diperkenalkan adalah komputasi klasik. Ini adalah topik bab selanjutnya.
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Logika Klasik, Gerbang, dan Sirkuit

Dalam bab ini kita secara singkat mempelajari komputasi klasik, menyajikan ide-ide
dalam urutan kronologis yang ringkas. Kita mulai dengan fungsi dan logika boolean,
yang pertama kali diperkenalkan oleh George Boole pada akhir abad kesembilan be-
las. Pada tahun 1930-an, Claude Shannon mempelajari aljabar boolean dan menyadari
bahwa boolean fungsi dapat dijelaskan dengan menggunakan sakelar listrik. Kompo-
nen listrik yang sesuai dengan fungsi boolean disebut gerbang logika. Menyusun fungsi
boolean menjadi ilmu yang mempelajari sirkuit yang melibatkan gerbang ini. Kita akan
mulai dengan mempelajari fungsi boolean dalam istilah logika; kemudian kita akan me-
nunjukkan bagaimana menerjemahkan semuanya menjadi sirkuit dan gerbang. Materi
yang sampai saat ini dianggap standar dan termuat dalam setiap teks pengantar ilmu
komputer. Tetapi setelah ini kita melihat beberapa ide yang biasanya bukan bagian dari
pengantar standar.

Pada 1970-an, fisikawan pemenang Hadiah Nobel Richard Feynman tertarik pada
komputasi dan, selama beberapa tahun di awal 1980-an, dia memberikan kursus kom-
putasi di California Institute of Technology. Ceramah ini akhirnya ditulis sebagai Feyn-
man Lectures on Computation. Minat Feynman dalam komputasi sebagian karena
interaksinya dengan pandangan aneh Edward Fredkin dan Fredkin tentang fisika dan
komputasi. Fredkin percaya bahwa alam semesta adalah komputer, dan karena hukum
tisika dapat dibalik, kita harus mempelajari perhitungan yang dapat dibalik dan gerbang
yang dapat dibalik. Tetapi meskipun tesis Fredkin yang menyeluruh tidak diterima se-
cara luas dalam komunitas fisika, dia diakui memiliki beberapa gagasan yang brilian
dan tidak konvensional. Salah satunya adalah komputer bola biliar. Buku Feynman
mencakup diskusi tentang gerbang yang dapat dibalik dan menunjukkan bagaimana
komputasi apa pun dapat dilakukan dengan memantulkan bola satu sama lain.

Kita mengambil pendekatan Feynman. Ternyata gerbang yang dapat dibalik itu
persis seperti yang kita butuhkan untuk komputasi kuantum. Komputer bola biliar
membuat Feynman berpikir tentang partikel yang berinteraksi, bukan bola. Itu adalah
inspirasi untuk karyanya tentang komputasi kuantum, tetapi kita memasukkannya di
sini terutama karena kesederhanaan dan kecerdikannya.
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8.1 Logika

Pada akhir abad kesembilan belas George Boole menyadari bahwa bagian-bagian ter-
tentu dari logika dapat diperlakukan secara aljabar bahwa ada hukum logika yang
dapat diekspresikan dalam bentuk aljabar. Kita mengadopsi cara standar sekarang un-
tuk memperkenalkan logika boolean dengan menggunakan tabel kebenaran untuk tiga
operasi dasar bukan, dan, dan atau.

8.2 Negasi

Jika suatu pernyataan benar, maka negasinya salah, dan sebaliknya jika pernyataan itu
salah, maka negasinya benar. Misalnya, pernyataan 2 + 3 = 5 benar, dan negasinya
2 +3 # 5 salah. Alih-alih memberikan contoh pernyataan yang konkret, kita sering
membiarkan simbol P, Q, dan R digunakan mereka. Jadi, sebagai contoh, 2 +3 =5
mungkin diwakili oleh P. Simbol — singkatan dari bukan; jika P mewakili pernyataan
2 +3 = 5, maka —P adalah singkatan dari 2 + 3 # 5. Kemudian kita dapat meringkas
sifat dasar negasi menggunakan simbol kita: Jika P benar, maka —P salah. Jika P salah,
maka —P benar.

Untuk membuat segalanya lebih ringkas, kita dapat menggunakan simbol B dan S
masing-masing untuk menunjukkan benar dan salah Kita kemudian dapat mendefini-
sikan sifat menggunakan tabel

8.3 Dan

Simbol untuk dan adalah A Jika kita memiliki dua pernyataan P dan Q, kita dapat
menggabungkannya untuk membentuk P A Q. Pernyataan P A Q benar jika dan hanya
jika kedua pernyataan komponen P dan Q benar. Kita mendefinisikan dan dengan tabel
berikut, di mana dua kolom pertama memberikan kemungkinan untuk nilai kebenaran
P dan Q dan kolom ketiga memberi kita nilai kebenaran yang sesuai dari P A Q

PAQ

| | 9w
N W n| WO
0| | »n| w9 >
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8.4 Atau
Simbol untuk atau adalah Vv dan ditentukan oleh tabel berikut:
P/ Q|PVQ
B | B B
B|S B
S| B B
S| S S

Perhatikan bahwa P V Q bernilai benar jika P dan Q bernilai benar, sehingga P vV Q
bernilai benar jika salah satu dari P atau Q benar dan juga jika keduanya benar. Ini
adalah atau yang digunakan dalam matematika dan kadang-kadang disebut inklusif
atau. Eksklusif atau didefinisikan sebagai benar jika salah satu, tetapi tidak keduanya,
dari P dan Q benar. Salah jika keduanya salah, tetapi juga salah jika keduanya benar.
Eksklusif atau dilambangkan dengan @. Tabel kebenarannya ada di bawah ini.

P[Q[P®Q
B|B| &S
B|S| B
S|B| B
S[Ss| s

(Nanti kita akan melihat mengapa simbol eksklusif atau menyerupai tanda plus itu
sesuai dengan penjumlahan modulo dua.)

8.5 Aljabar Boolean

Kita mulai dengan menunjukkan cara membuat tabel kebenaran untuk ekspresi biner
apa pun. Untuk konkret kita akan membangun tabel kebenaran dari —(—P A =Q). Ini
dilakukan dalam beberapa langkah. Pertama kita tuliskan tabel kemungkinan untuk P

dan Q.

0| | 9| W
| W n| WO

Kemudian kita melampirkan kolom untuk =P dan —Q, menulis dalam nilai kebenaran
yang sesuai dalam setiap kasus.

P{Q[=-P[-0
B|B| S| S
B|S| S| B
SIB|B | S
S[S| B | B

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



218 Logika Klasik, Gerbang, dan Sirkuit..

Selanjutnya kita menambahkan kolom untuk =P A —=Q. Ini benar hanya dalam kasus
ketika =P dan —Q adalah benar.

PI[Q[-P[-Q]-PA-Q
B|B|S | S S
B|S[S | B S
SIB| B S S
S|SB | B B

Akhirnya, kita sampai ke kolom yang terkait dengan —(—P A —=Q). Pernyataan ini benar
jika dan hanya jika =P A =Q bernilai salah.

P|Q|=-P|-Q|-PA-Q ]| =(=PA-Q)
B|B| S | S S B
B|S| S | B S B
S|B| B | S S B
S|S| B | B B S

Menghilangkan kolom perantara yang sesuai dengan langkah-langkah perantara meng-
hasilkan tabel berikut:

Pl Q| =(=PA=Q)
B|B B
B|S B
S| B B
S|S S

8.6 Logika Ekivalen

Perhatikan bahwa nilai kebenaran dalam tabel untuk —(-P A =Q) identik dengan nilai
kebenaran dalam tabel untuk PV Q. Mereka memiliki nilai kebenaran yang persis sama
dalam setiap kasus. Kita mengatakan bahwa pernyataan P vV Q dan —(—P A =Q) secara
logis ekivalen. Kita menulis: PV Q = =(=P A =Q).

Ini berarti bahwa kita tidak perlu menggunakan atau. Setiap kasus di mana atau
terjadi dapat diganti menggunakan ekspresi yang melibatkan — dan A.

Bagaimana dengan eksklusif atau, yang kita tulis dengan ®? Bisakah kita mengganti
ini dengan ekspresi yang hanya melibatkan penggunaan - dan A? Kita bisa, dan
sekarang kita akan menunjukkan bagaimana melakukan ini.

Kita mempertimbangkan tabel kebenaran untuk ©.

PoQ

PlQ
B|B
B|S
S|B
S|s

| | ™| »n
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Kita mencari entri nilai B di kolom ketiga. Yang pertama terjadi ketika P memiliki
nilai B dan Q memiliki nilai S. Suatu ekspresi yang memberi kita nilai B hanya untuk
nilai-kebenaran tertentu dari P dan Q adalah P A =Q.

Nilai B berikutnya di kolom ketiga terjadi ketika P memiliki nilai S dan Q memiliki
nilai B. Ekspresi yang memberi kita nilai B hanya untuk nilai kebenaran tertentu dari P
dan Q adalah =P A Q.

Ini adalah satu-satunya tempat di mana nilai B muncul di kolom ketiga. Untuk
mendapatkan ekspresi yang ekivalen dengan yang kita inginkan, sekarang kita meng-
gabungkan semua ekspresi yang telah kita buat sejauh ini menggunakan V, jadi

PeQ=PA-Q)V (=PAQ).
Kita tahubahwa PV Q = =(=P A =Q). Menggunakan ini untuk menggantikan Vv didapat
P& Q= =(=(PA=Q)A (=(=P AQ))).

Sekali lagi, ini berarti bahwa kita tidak perlu menggunakan @. Setiap kasus di mana
® terjadi dapat diganti menggunakan ekspresi yang melibatkan — dan A. Metode yang
baru saja kita gunakan untuk mengganti ® menggunakan — dan A bekerja secara umum.

8.7 Kelengkapan Fungsional

Kita dapat menganggap operator logika yang telah kita perkenalkan sebagai fungsi.
Misalnya, A adalah fungsi yang memiliki dua masukan, P dan Q, dan memberi kita satu
keluaran; = memiliki satu masukan dan satu keluaran.

Kita bisa menemukan fungsi kita sendiri yang memiliki sejumlah input yang mengam-
bil nilai B dan S dan dalam setiap kasus memberi kita nilai B atau S; fungsi seperti itu
disebut fungsi boolean. Untuk membuat segala sesuatunya lebih konkret, kita akan
menemukan fungsi yang memiliki tiga input yang akan kita beri label P, Q dan R. Kita
sebut fungsi kita f(P, Q,R). Untuk mendefinisikan fungsi kita, kita harus melengkapi
kolom ketiga pada tabel berikut.

f(P,Q,R)

N N N nl WG| w9 9w
N 0| | W N | 9 WO
0| | | [ n| | n| 9| =

Ada delapannilai yang perlu diisi. Ada dua pilihan untuk setiap nilai, memberi kita total
28 kemungkinan fungsi. Kita akan menunjukkan bahwa tidak peduli bagaimana kita
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memilih fungsi kita, kita dapat menemukan ekspresi ekivalen yang hanya menggunakan
fungsi — dan A.
Kita menggunakan metode yang persis sama yang kita gunakan untuk menun-
jukkannya :
P®Q=(PA-QV(-PAQ)

Kita mulai dengan mencari nilai B di kolom terakhir. Untuk membantu mempermudah
untuk diikuti, kita akan menggunakan fungsi spesifik yang diberikan oleh tabel berikut,
tetapi metode yang kita gunakan akan berfungsi untuk fungsi boolean apa pun.

f(B,Q,R)

NN N n| 5O 9| 9| 9|
N | | W | | 9 O
| G| | [ | T || =

N DN ™ N N T N n

Nilai B pertama terjadi ketika P dan R memiliki nilai B, dan Q memiliki nilai S. Sebuah
fungsi yang memberi kita nilai B hanya untuk kumpulan nilai kebenaran ini adalah
P A =Q A R. Nilai B berikutnya terjadi ketika P dan R memiliki nilai S dan Q memiliki
nilai B. Fungsi yang memberi kita nilai B hanya untuk himpunan nilai kebenaran ini
adalah -P A Q A =R. Nilai B akhir terjadi ketika P, Q, dan R semuanya memiliki nilai
S. Sebuah fungsi yang memberi kita nilai B hanya untuk himpunan nilai kebenaran ini
adalah =P A =Q A =R.
Ekspresi yang mengambil nilai B hanya dalam tiga kasus ini adalah

(PA=QAR)V(=PAQA=R)V (=P A-QA =R).

Jadi,
f(BLQR)=(PA-QAR)V(=PAQA-R)V (=PA-QA-R).

Langkah terakhir adalah mengganti V menggunakan fakta bahwa
PV Q=-=(=PA-=Q).
Mengganti kejadian pertama memberi
f(P,Q,R)==(=(PA=QAR)A=(=PAQA—=R))V (=P A=Q A —R).

Mengganti kejadian kedua memberi tahu kita bahwa f(P, Q, R) secara logis ekivalen
dengan
“(=[=(=(PA=QAR)A=(=PAQA=R))] A=[-PA-Q A =R]).
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Metode ini bekerja secara umum. Jika f adalah fungsi yang didefinisikan oleh
tabel kebenaran, maka f secara logis ekivalen dengan beberapa ekspresi yang hanya
melibatkan fungsi — dan A. Karena kita bisa menghasilkan fungsi boolean apa pun yang
menggunakan hanya dua fungsi ini, kita katakan bahwa {-, A}, adalah suatu himpunan
yang secara fungsional lengkap dari operator boolean.

Mungkin tampak mengejutkan bahwa kita dapat menghasilkan fungsi apa pun yang
ditentukan oleh tabel kebenaran hanya dengan menggunakan - dan A, tetapi yang luar
biasa, kita dapat melakukannya lebih baik lagi. Ada operator biner yang disebut Nand,
dan fungsi boolean apa pun secara logis ekivalen dengan beberapa ekspresi yang hanya
menggunakan operator Nand.

8.8 Nand

Nand adalah kata portmanteau yang dibentuk dari penggabungan not dan and (bukan
dan). Ini dilambangkan dengan 7. Ini dapat didefinisikan oleh

def

PTQ==(PAQ),
atau, ekivelen dengan tabel kebenaran berikut:
PIQ|PTQ
B|B S
B|S B
S|B B
S|S B

Kita tahubahwa {—, A} adalah sekumpulan operator yang secara fungsional lengkap, se-
hingga untuk menunjukkan bahwa Nand dengan sendirinya secara fungsional lengkap
sehingga setiap operator boolean dapat ditulis ulang sebagai fungsi ekivalen yang hanya
menggunakan Nand dan kita hanya perlu menunjukkan bahwa keduanya dan dan tidak
memiliki padanan ekspresi yang ditulis hanya dalam istilah Nand.

Perhatikan tabel kebenaran berikut, yang hanya mempertimbangkan pernyataan P,
lalu P A P dan terakhir —(P A P).

PIPAP | —~(PAP)
B| B S
S| s B

Perhatikan bahwa kolom terakhir memiliki nilai kebenaran yang sama dengan —P, yang
memberi tahu kita bahwa
-P =-(P ADP),

tetapi —(P A P) adalah hanyalah P T P, jadi
P1TP=-P
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Ini menunjukkan bahwa kita dapat mengganti semua kemunculan not (bukan) dengan
Nand. Sekarang kita mengalihkan perhatian kita ke dan. Perhatikan bahwa

PAQ=-(=(PAQ)).
Sekarang ~(P A Q) =P T Q, jadi

PAQ=-(PTQ).

Kita sekarang dapat mengganti bukan menggunakan identitas sebelumnya untuk men-
dapatkan

PAQ=PTQTE®TQ).

Henry M. Sheffer, pada tahun 1913, pertama kali mempublikasikan fakta bahwa
Nand dengan sendirinya sudah lengkap secara fungsional. Charles Sanders Peirce
juga mengetahui fakta ini pada akhir abad kesembilan belas, tetapi seperti kebanyakan
karyanya yang sangat orisinal, hal itu tetap tidak diterbitkan sampai lama kemudian.
(Sheffer menggunakan simbol | untuk Nand. Banyak penulis menggunakan, atau telah
menggunakan, simbol Sheffer daripada . Ini disebut goresan Sheffer.)

Variabel Boolean mengambil salah satu dari dua nilai. Kita telah menggunakan B
dan S untuk ini, tetapi kita dapat menggunakan dua simbol apa pun. Secara khusus,
kita dapat menggunakan 0 dan 1. Keuntungan dari mengganti B dan S dengan 0 dan
1 adalah kita dapat menganggap fungsi boolean sebagai operasi pada bit. Inilah yang
akan kita lakukan mulai sekarang.

Ada dua pilihan bagaimana kita bisa melakukan substitusi. Ketentuannya adalah
bahwa 0 menggantikan S dan 1 menggantikan B, dan inilah yang akan kita gunakan.
Perhatikan bahwa secara konvensional kita mencantumkan B sebelum S, tetapi O se-
belum 1. Akibatnya, tabel kebenaran yang ditulis dalam istilah 0 dan 1 membalik
urutan baris ketika ditulis dalam istilah B dan S. Ini seharusnya tidak menimbulkan
kebingungan, tetapi hanya untuk menegaskan intinya, berikut adalah dua tabel untuk
PV Q:

PIQ[PVQ PIO[PVQO
B|B| B 00| o0
B| S| B o1 1
S[B| B 10| 1
STs| s 111 1

8.9 Gerbang

Berbagai orang menyadari bahwa jika logika dapat diekspresikan dalam bentuk al-
jabar, maka mesin dapat dirancang untuk melakukan operasi logika, tetapi yang paling
berpengaruh sejauh ini adalah Claude Shannon, yang menunjukkan bahwa semua al-
jabar boolean dapat dilakukan dengan menggunakan sakelar listrik. Ini adalah salah
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satu ide fundamental yang mendasari desain sirkuit dari semua komputer modern.
Hebatnya, dia melakukan ini saat masih menjadi mahasiswa master di MIT.

Pada interval waktu diskrit, pulsa listrik ditransmisikan atau tidak. Jika pada inter-
val waktu yang tepat kita menerima pulsa listrik, maka kita menganggap ini sebagai
mewakili nilai kebenaran B atau, ekivalen, nilai bit 1. Jika pada interval waktu yang
tepat kita tidak menerima pulsa listrik, maka kita menganggap ini sebagai mewakili
nilai kebenaran S atau, ekivalen, nilai bit 0.

Kombinasi sakelar yang sesuai dengan operator biner kita disebut gerbang. Gerbang
umum memiliki diagram khusus yang terkait dengannya. Kita melihat beberapa di
antaranya.

Gerbang Bukan (Not)

Gambar 8.1 menunjukkan simbol untuk gerbang NOT. Ini dapat dianggap sebagai kabel
yang masuk dari kiri dan keluar dari kanan. Jika kita memasukkan 1, kita mendapatkan
output 0. Jika kita memasukkan 0, kita mendapatkan output 1.

— Do

Gambar 8.1: Gerbang Not

Gerbang Dan

Gambar 8.2 menunjukkan simbol gerbang Dan. Sekali lagi, itu dibaca dari kiri ke
kanan. Ini memiliki dua input yang dapat berupa 0 atau 1 dan satu output. Gambar 8.3
menunjukkan empat kasus.

=Dx

Gambar 8.2: Gerbang Dan

1 1 h 0— ]
- - - D

Gambar 8.3: Empat kemungkinan input ke gerbang Dan.
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Gerbang Atau

Gambar 8.4 menunjukkan simbol untuk gerbang Atau, bersama dengan input dan
output untuk empat kasus.

B B D B

Gambar 8.4: Empat kemungkinan input ke gerbang Atau.

Gerbang Nand

Gambar 8.5 menunjukkan simbol gerbang NAND, bersama dengan input dan output
untuk empat kasus.

] U —
:ﬂ[' :[r—_ri_/)b_1lJ—__>O_'r'|—i_ '

Gambar 8.5: Empat kemungkinan input ke gerbang NAND.

8.10 Sirkuit

Kita bisa menghubungkan gerbang bersama untuk membentuk sirkuit. Terlepas dari
namanya, tidak ada yang melingkar tentang sirkuit. Mereka linier dan dibaca dari kiri
ke kanan. Kita memasukkan bit kita ke kabel di sebelah kiri dan membaca output dari
kabel di sebelah kanan. Kita akan melihat contoh yang sesuai dengan fungsi boolean
yang kita lihat sebelumnya.

Kita mulai dengan ekspresi boolean —(—P A =Q). Sirkuit yang sesuai dapat diberikan
menggunakan gerbang. Ini ditunjukkan pada Gambar 8.6, di mana kabel yang masuk
dan keluar gerbang telah diberi label dengan ekspresi yang sesuai. Ingatlah bahwa
PV Q = —(=P A =Q), sehingga rangkaian pada Gambar 8.6 ekivalen dengan gerbang
Atau.

P— = 5 —
= AP =
S a —PASQ
] .‘_[\\,3‘3— (=P A =0}
Q e e -
& ok

Gambar 8.6: Sirkuit untuk =(=P A =Q).

Contoh kita selanjutnya adalah P T P. Kita ingin memasukkan nilai yang sama,
P, ke kedua input gerbang NAND kita. Memisahkan sinyal input menjadi dua de-
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ngan menghubungkan kabel tambahan mencapai ini. Proses pemisahan sinyal menjadi
beberapa salinan ini disebut fan-out. Gambar 8.7 menunjukkan sirkuit ini.

Gambar 8.7: Sirkuit untuk P T P.

Kita tahu bahwa P T P = —P, jadi rangkaian pada Gambar 8.7 ekivalen dengan
gerbang NOT (Bukan).

Contoh terakhir kita adalah ekspresi biner (P T Q) T (P T Q). Mendapatkan dua copy
(P T Q), sekali lagi kita perlu menggunakan fan-out. Gambar 8.8 menunjukkan sirkuit
ini.

f ] 3
— D—— T T O

Gambar 8.8: Sirkuit untuk (P T Q) T (P T Q).

Kita tahubahwa PAQ =[P T Q) T (P T Q),jadi rangkaian pada Gambar 8.8 ekivalen
dengan gerbang DAN.

8.11 NAND adalah suatu Gate Universal

Sebelumnya kita menunjukkan bahwa fungsi boolean Nand berfungsi lengkap. Di
bagian ini kita mengulangi argumen menggunakan gerbang.

Argumen kita dimulai dengan menunjukkan bahwa kita dapat mengganti kemun-
culan atau dengan menggunakan identitas

PV Q= (=P A-Q).

Sirkuit yang sesuai, ditunjukkan pada Gambar 8.6, menunjukkan bahwa kita tidak
perlu menggunakan gerbang ATAU.

Argumen tersebut dilanjutkan dengan menunjukkan bahwa setiap fungsi boolean
dapat dikonstruksikan dengan menggunakan kombinasi bukan dan dan. Akibatnya,
kita dapat membangun sirkuit yang menghitung fungsi boolean hanya menggunakan
gerbang BUKAN dan DAN.

Maka kita menunjukkan bahwa bukan dan dan dapat dihasilkan oleh Nand yang
menunjukkan bahwa Nand dengan sendirinya secara fungsional lengkap. Pernyataan
analogi benar untuk gerbang NAND. Kita dapat mengimplementasikan fungsi boolean
apa pun menggunakan sirkuit yang hanya menggunakan gerbang NAND. Alih-alih
menggunakan istilah fungsional lengkap, istilah standarnya adalah gerbang bersifat
universal, jadi NAND adalah gerbang universal. Tapi mari kita lihat ini lebih detail.
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Sirkuit pada Gambar 8.7 dan 8.8 menunjukkan bagaimana menghilangkan gerbang
BUKAN dan DAN, menggantinya dengan gerbang NAND. Tapi perhatikan bahwa
kita juga harus menggunakan fan-out. Operasi ini mengambil satu bit informasi dan
mengeluarkan dua bit keluaran yang identik dengan bit masukan. Tampaknya jelas
bahwa kita bisa melakukan ini; itu hanya perlu menghubungkan satu bagian kabel ke
yang lain, tetapi kita akan melihat nanti bahwa kita tidak dapat melakukan operasi ini
jika menyangkut bit kuantum.

8.12 Gerbang dan Komputasi

Gates adalah blok bangunan fundamental dari komputer modern. Selain melakukan
operasi logis, kita dapat menggunakan gerbang untuk menghitung. Kita tidak akan
menunjukkan bagaimana ini bisa dilakukan. (Pembaca yang tertarik harus melihat
buku luar biasa Code oleh Charles Petzold, di mana ia memulai dengan sakelar dan
menunjukkan bagaimana membangun komputer.) Tetapi kita akan memberikan contoh
untuk membantu menggambarkan bagaimana ide-ide yang mendasari penambahan
dapat diimplementasikan.
Ingat eksklusif atau, dilambangkan dengan @. Ini didefinisikan oleh:

0®0=0, O0®1=1 1®0=1, 1®1=0.

Ini dapat dibandingkan dengan menambahkan bilangan bulat ganjil dan genap. Kita
tahu:

genap + genap = genap,
genap + ganjil = ganijil,
ganjil + genap = ganijil,

ganjil + ganjil genap.

Penambahan ?ganjil? dan ?genap? ini sering disebut penjumlahan modulo 2. Jika
kita memisalkan O berarti ?genap? dan 1 berarti ?ganjil,? modulo 2 penjumlahan
diberikan oleh @. Inilah mengapa simbol tersebut mengandung tanda plus. (Seringkali
lebih mudah untuk menghitung dengan © memikirkan penjumlahan, daripada meng-
gunakan eksklusif atau.)

Gerbang eksklusif atau dinotasikan dengan XOR dan dilambangkan dengan simbol
yang ditunjukkan pada Gambar 8.9.

»

Gambar 8.9: Gerbang XOR.
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Kita akan menggunakan gerbang ini untuk membangun apa yang disebut suatu
setengah penjumlah (half-adder). Ini adalah sirkuit yang menambahkan dua digit biner.
Untuk memahami apa yang sedang terjadi, kita akan membandingkannya dengan pen-
jumlah setengah desimal. Jika kita memiliki dua digit yang jumlahnya kurang dari
sepuluh, maka kita tambahkan saja. Misalnya, 2 +4 =6,3 +5 = 8.

Namun, jika jumlah digitnya lebih dari sepuluh, kita menulis digit yang sesuai, tetapi
kita harus ingat untuk memasukkan satu digit untuk langkah komputasi berikutnya.
Jadi, misalnya, 7 + 5 = 2, dan kita memiliki suatu simpanan 1.

Setengah penjumlah biner melakukan komputasi analog. Kita dapat membangun-
nya menggunakan gerbang XOR dan gerbang DAN. Gerbang XOR menghitung bagian
digit, dan gerbang DAN menghitung simpanan (carry).

0+ 0 =0, dengan simpanan = 0;
0+1 =1, dengan simpanan = 0;
1+0 =1, dengan simpanan = 0;
1+1 =0, dengan simpanan = 1.

Suatu sirkuit yang melakukan ini ditunjukkan pada Gambar 8.10. (Dalam gambar

ini, persimpangan kabel yang memiliki titik-titik menunjukkan operasi fan-out. Penye-
berangan tanpa titik berarti kabel saling bersilangan, tetapi tidak terhubung.)

Gambar 8.10: Sirkuit Setengah Penambahan

Ll s

F bt

Untuk menjumlahkan 6 dan 5 kita mungkin mendapatkan digit 1 dan simpanan 1,
tetapi ada kemungkinan kita memiliki simpanan 1 dari langkah pertama perhitungan,
dalam hal ini, digitnya adalah 2 dan simpanan 1. Penambah penuh memperhitungkan
kemungkinan simpinan masuk dari langkah sebelumnya.

Kita tidak akan menggambar sirkuit untuk penambah biner penuh, tetapi itu bisa
dilakukan. Karena semua gerbang kita dapat diganti dengan gerbang NAND, kita
dapat membangun penambah hanya dengan menggunakan gerbang NAND dan fan-
out. Memang, kita dapat membangun seluruh komputer hanya dengan menggunakan
dua komponen ini.
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8.13 Memori

Kita telah menunjukkan cara menggunakan gerbang untuk logika dan menunjukkan
bagaimana kita dapat menggunakan gerbang untuk melakukan aritmatika, tetapi untuk
membangun komputer kita juga harus dapat menyimpan data. Ini juga bisa dilakukan
dengan menggunakan gerbang. Ini akan membawa kita terlalu jauh untuk menjelaskan
secara rinci bagaimana melakukan ini, tetapi ide utamanya adalah membuat flip-flop.
Ini dapat dibangun dari gerbang menggunakan umpan balik. Output dari gerbang
diumpankan kembali ke input. Contoh penggunaan dua gerbang NAND ditunjukkan
pada Gambar 8.11. Kita tidak akan menjelaskan cara menerapkannya, tetapi kita akan
mengakhiri dengan berkomentar bahwa setelah kita mulai menggunakan umpan balik,
penting untuk mendapatkan waktu input dan output yang tepat. Di sinilah jam masuk,
mengirimkan pulsa listrik pada interval waktu yang konstan.

Gambar 8.11: Flip-flop menggunakan dua gerbang NAND.

8.14 Komputasi Dapat Dibalik (Reversible)

Sekarang kita telah memberikan beberapa gagasan tentang bagaimana komputer dapat
dibangun dari gerbang klasik, kita mulai mempelajari gerbang yang dapat dibalik.

Gerbang dapat dipanggil sebagai fungsi boolean. Misalnya, gerbang DAN mengam-
bil dua masukan boolean dan menghasilkan keluaran boolean. Seringkali cara termudah
untuk merepresentasikan ini adalah melalui tabel. (Tabel ini persis sama dengan yang
kita sebut tabel kebenaran.)

DAN
Input | Ouput
0 0 0
0 1 0
1 0 0
11 1

Kita juga dapat merepresentasikan penambahan-separuh (half-adder) menggunakan
tabel. Kali ini ada dua masukan dan dua keluaran.

Pada bagian ini kita akan melihat gerbang yang dapat dibalik. Ini sesuai dengan
fungsi yang dapat dibalik. Diberikan sebuah keluaran, dapatkah kita menentukan apa
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Half-adder

Input Crutput

digit | carry

masukan itu? Jika kita bisa dalam setiap kasus, fungsinya bisa dibalik gerbang itu bisa
dibalik.

Melihat DAN, jika kita mendapatkan output 1, maka kita tahu bahwa nilai input
pasti sama-sama 1, tetapi jika kita mendapatkan nilai output 0 ada tiga pasang nilai
input yang memiliki output ini, dan jika kita adalah tidak diberi informasi lain, kita
tidak tahu mana dari tiga kemungkinan yang benar-benar dimasukkan. Akibatnya,
DAN bukanlah gerbang yang dapat dibalik.

Separuh-penjumlah juga tidak bisa dibalik. Ada dua pasang nilai masukan yang
memberikan digit 1 dan simpanan 0. Dalam kedua kasus ini kita memiliki dua bit ma-
sukan, tetapi tidak mendapatkan dua bit keluaran. Kita kehilangan beberapa informasi
saat melakukan penghitungan.

Studi tentang gerbang yang dapat dibalik dan perhitungan yang dapat dibalik dimu-
lai dengan melihat termodinamika komputasi. Shannon mendefinisikan entropi untuk
informasi. Entropi juga didefinisikan dalam termodinamika. Nyatanya, dari sinilah
Shannon mendapatkan idenya. Seberapa dekat kedua entropi ini terkait satu sama
lain? Bisakah beberapa teori komputasi diekspresikan dalam termodinamika? Secara
khusus, dapatkah seseorang berbicara tentang energi minimum yang dibutuhkan un-
tuk melakukan penghitungan? John von Neumann menduga bahwa ketika informasi
hilang, energi dikeluarkan, ia menghilang sebagai panas. Rolf Landauer membuk-
tikan hasilnya dan memberikan energi seminimal mungkin untuk menghapus satu bit
informasi. Jumlah energi ini disebut limit Landauer (Landauer limit).

Namun, jika penghitungannya dapat dibalik, tidak ada informasi yang hilang dan
secara teoritis dapat dilakukan tanpa kehilangan energi.

Kita akan melihat tiga gerbang reversibel: gerbang CNOT, Toffoli, dan Fredkin.

8.15 Gerbang Bukan Terkontrol (Controlled Not Gate)

Gerbang bukan terkontrol atau gerbang CNOT mengambil dua input dan memberikan
dua output. Input pertama disebut bit kontrol. Jika 0, maka itu tidak berpengaruh pada
bit kedua. Jika bit kontrol adalah 1, ia bertindak seperti gerbang BUKAN pada bit
kedua. Bit kontrol adalah bit masukan pertama dan dilambangkan oleh x. Bit ini tidak
berubah dan menjadi keluaran pertama. Output kedua sama dengan input kedua jika
bit kontrol adalah 0, tetapi dibalik ketika bit kontrol adalah 1. Fungsi ini diberikan oleh
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f(x,v) = (x,x ® y) atau ekivalen dengan tabel berikut:

CNaT

Input | Output

X x| o xay

Perhatikan bahwa operasi ini dapat dibalik. Diberikan pasangan nilai keluaran,
hanya ada satu pasang nilai masukan yang sesuai dengannya.

Kita dapat membangun sirkuit yang melakukan operasi ini dengan menggunakan
fan-out dan gerbang XOR. Ini ditunjukkan pada Gambar 8.12.

¥

Gambar 8.12: Sirkuit CNOT.

Namun, ini bukanlah gambar yang paling umum digunakan. Gambar biasa adalah
versi sederhana yang ditunjukkan pada Gambar 8.13.

o fau X @y
Gambar 8.13: Representasi biasa dari gerbang CNOT.

Gerbang CNOT tidak hanya dapat dibalik, tetapi juga memiliki sifat bagus yang
merupakan kebalikannya sendiri. Artinya jika anda menempatkan dua gerbang CNOT
secara seri, dimana output dari gerbang pertama menjadi input gerbang kedua, output
dari gerbang kedua identik dengan input gerbang pertama. Gerbang kedua mem-
batalkan apa yang dilakukan gerbang pertama. Untuk melihat ini, kita tahu bahwa
menerapkan gerbang CNOT sekali diberikan oleh

f(x/y) =(x,a® y)

Menggunakan keluaran ini sebagai masukan dari gerbang CNOT lain didapat

fxxoy)=(xx0x0Yy) = (v, y).
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Disisi kita gunakan fakta bahwax@®x =0dan0@ y = y.
Kita mulai dengan input (x, y), dan output setelah melewati gerbang dua kali adalah
(x, v), kembali ke tempat kita memulai.

Gerbang Toffoli

Gerbang Toffoli, yang diciptakan oleh Tommaso Toffoli, memiliki tiga masukan dan
tiga keluaran. Dua input pertama adalah bit kontrol. Mereka membalik bit ketiga jika
keduanya 1, jika tidak bit ketiga tetap sama. Karena gerbang ini seperti gerbang CNOT,
tetapi memiliki dua bit kontrol, kadang-kadang disebut gerbang CCNOT. Fungsi yang
menjelaskan fungsi gerbang ini adalah: T(x,y,z) = (x,y,(x A y) ® z) Ini juga dapat
diberikan dalam bentuk tabel berikut:

Gerba l'!g)TaﬂoIi

[nput Output

xl{ylefa|¥| (xay)®2)

Diagram standar untuk gerbang ini berasal dari diagram gerbang CNOT (Gam-
bar 8.14).

z—f——(x A ¥y)E=
Gambear 8.14: Gerbang Toffoli

Kita dapat melihat dari tabel bahwa gerbang Toffoli dapat dibalikkan setiap tiga
kali lipat nilai keluaran sesuai dengan tepat satu tiga kali lipat nilai masukan. Seperti
gerbang CNOT, gerbang ini juga memiliki sifat balikannya sendiri.

Kita tahu T(x, y,z) = (x, y, (x Ay)®z). Sekarang, gunakan output sebagai file masukan
baru dan menerapkan T lagi memberikan:

Ty, (XA @2) =y, xAY)S(XAY)®2) = (X, Y,2).
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Disini kita gunakan fakta bahwa (x Ay) @ (x Ay) =0dan0®z = z.

Gerbang Toffoli juga bersifat universal. Ingatlah bahwa kita dapat membangun
sirkuit boolean apa pun hanya dengan menggunakan gerbang NAND dan fan-out.
Untuk menunjukkan bahwa gerbang Toffoli bersifat universal, cukup jika kita dapat
menunjukkan cara menggunakannya untuk menghitung keduanya.

Gerbang NAND
indexgerbang!Nand dideskripsikan oleh f(x, y) = =(x A y), jadi kita ingin cara mema-
sukkan x dan y dan mendapatkan keluaran —(x A y). Karena kita menggunakan ger-
bang Toffoli, kita akan memasukkan tiga nilai dan mendapatkan keluaran dari tiga nilai.
Sekarang —(x A y) secara logis ekivalen dengan (x A y) ®1. Kita dapat memilih nilai input
ketiga untuk selalu bernilai 1, dan kita dapat mengabaikan nilai output tambahan. Kita
gunakan

Tx,y, )=y, @xAy)®l)=(xy ~(xAy)
untuk menunjukkan bahwa kita dapat meniru gerbang NAND dengan memasukkan x
dan y dan membaca entri ketiga dari keluaran.

Kita bisa menggunakan ide serupa untuk menyebarluaskan. Kita ingin memasukkan
hanya satu nilai x dan menerima dua output yang keduanya x. Sekali lagi, gerbang
Totfoli memiliki tiga masukan dan tiga keluaran. Kita dapat memilih dua input lain
selain dari x untuk diperbaiki dan selama kita mendapatkan beberapa x untuk dua
output, kita dapat mengabaikan yang ketiga. Ini bisa dilakukan dengan

T(x,1,0) = (x,1,x).

Akibatnya, sirkuit boolean apa pun dapat dibangun hanya dengan menggunakan ger-
bang Toffoli.

Konstruksi ini menggambarkan sesuatu yang sering muncul ketika kita menggu-
nakan gerbang yang dapat dibalik. Jumlah input harus sama dengan jumlah out-
put, tetapi seringkali kita ingin menghitung hal-hal di mana jumlah input dan output
berbeda. Kita selalu dapat melakukan ini dengan menambahkan bit ekstra, sering dise-
but bit ancilla, ke masukan, atau dengan mengabaikan bit yang merupakan keluaran.
Bit keluaran yang diabaikan kadang-kadang disebut bit sampah. Dalam contoh di mana
kita menunjukkan bahwa fan-out dapat dilakukan menggunakan gerbang Toffoli, kita
memiliki T(x,1,0) = (x,1,x) Input 1 dan 0 adalah bit ancilla, dan angka 1 pada output
adalah bit sampah.

Gerbang Fredkin

Gerbang Fredkin juga memiliki tiga input dan tiga output. Input pertama adalah bit
kontrol. Jika nilainya 0, input kedua dan ketiga tidak berubah. Jika bit kontrol adalah
1, ia menukar input kedua dan ketiga, output kedua adalah input ketiga dan output
ketiga adalah input kedua. Ia didefinisikan oleh

F©O,y,2) =(0,y,2),F1,y,2) = (1,z,y).
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Hal ini, secara ekivalen, diberikan oleh tabel berikut: Dapat dilihat dengan mudah dari

Gerbang Fredkin

[ pust Ourput

I |
L1011 (1(0
I |
I |

tabel bahwa gerbang Fredkin dapat dibalik dan, seperti gerbang CNOT dan Toffoli, ger-
bang itu adalah balikannya sendiri. Tabel juga memiliki sifat bahwa jumlah nilai-nilai 1
untuk setiap input sama dengan jumlah nililai-nilai 1 pada output yang sesuai. Kitaakan
menggunakan fakta ini nanti ketika kita membangun gerbang Fredkin menggunakan
bola bilyar. (Saat membangun gerbang bola bilyar, kita ingin mereka memiliki sifat
bahwa jumlah bola yang masuk sama dengan jumlah bola yang keluar.) Gambar 8.15
menunjukkan diagram untuk gerbang ini.

—_—

Gambear 8.15: Gerbang Fredkin

Perhatikan bahwa, F(0,0,1) = (0,0,1) dan F(1,0,1) = (1,1,0), jadi untuk kedua
kemungkinan nilai x didapat
F(x,0,1) = (x,x, —x),

memberi tahu kami bahwa kita dapat menggunakan gerbang Fredkin untuk penyebaran
dan penolakan. Untuk fan-out, kita menganggap x sebagai bit sampah. Untuk negasi,
kita menganggap kedua nila-nilai dari x sebagai bit sampah.

Jika kita menempatkan z sama dengan 0 kita memperoleh:

F(0,0,0) = (0,0,0); F(0,1,0)=(0,1,0); F(1,0,0)=(1,0,0); F(1,1,0)=(1,0,1).
Kita bisa menulis ini lebih ringkas sebagai

F(x,y,0) = (x, " x Ay, x A y).
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Ini memberitahu kita bahwa kita dapat menggunakan gerbang Fredkin untuk memban-
gun gerbang DAN (0 adalah bit tambahan, dan x dan —x A y adalah bit sampah).
Karena rangkaian boolean apa pun dapat dibangun hanya dengan menggunakan
gerbang BUKAN dan DAN bersama dengan fan-out, kita dapat membangun rangkaian
boolean apa pun hanya dengan menggunakan gerbang Fredkin. Seperti gerbang Toffoli,
gerbang Fredkin bersifat universal.
Kita mendefinisikan gerbang Fredkin sebagai berikut:

FO,y,2)=(0,y,2),F1,y,2) = (1,z,y),

tetapi kita akan memberikan definisi lain yang ekivalen.

Gerbang ini mengeluarkan tiga angka. Output angka pertama selalu sama dengan
input pertama x. Angka kedua adalah 1jikax =0dany =1ataujikax =1danz =1,
yang dapat kita nyatakan sebagai (—x A y) V (x A z). Output ketiga adalah 1 jika x = 0
dan z = 1 atau jika x = 1 dan y = 1, yang dapat kita nyatakan sebagai (—x A z) V (x A z).
Akibatnya, kita dapat mendefinisikan gerbang ini dengan

Fx,y,2) = (x,(-x Ay) V (x Az),(mx A z) V (x A 2)).

Ini terlihat agak menakutkan dan tampaknya jauh lebih rumit daripada sekadar mengin-
gat bahwa jika x = 0, maka baik y maupun z tidak berubah; jika x = 1, maka y dan z
dialihkan. Namun, ada satu tempat di mana rumus rumit ini berguna, dan itu di bagian
berikutnya, ketika kita menunjukkan cara membangun gerbang ini menggunakan bola
biliar.

8.16 Komputasi Bola Biliar

In 1

In2 —(I> Out 2A In2

i T t Out 2B I ! 1 T i 1 Out 2B

B | NN

Out 1 Out 1

.

¥ Out 2A

Gambar 8.16: Gerbang sakelar bola biliar.

Kita belum membahas bagaimana sebenarnya membangun gerbang. Mereka semua
dapat dibangun dari sakelar dan kabel dengan potensi listrik atau ketidakhadirannya
yang mewakili bit 1 dan 0. Fredkin menunjukkan bahwa mereka juga dapat dibuat
menggunakan bola biliar yang memantul satu sama lain dan cermin yang ditempatkan
secara strategis. Cermin hanyalah dinding kokoh tempat bola memantul. (Mereka
disebut cermin karena sudut datang sama dengan sudut pantul.) Gerbang bola bilyar
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adalah perangkat teoretis; diasumsikan bahwa semua tumbukan lenting sempurna se-
hingga tidak ada energi yang hilang. Suatu contoh gerbang sederhana, yang disebut
gerbang sakelar, ditunjukkan pada Gambar 8.16. Dalam gambar-gambar ini, garis solid
mewakili dinding; garis kisi dibuat untuk membantu melacak pusat bola.

Pada gambar di sebelah kiri sebuah bola baru saja masuk melalui Input 1. Karena
kita belum memasukkan bola ke Input 2, bola hanya menggelinding tanpa hambatan
dan keluar melalui Output 1. Gambar di sebelah kanan menunjukkan situasi yang sama
ketika satu bola masuk melalui Input 2 dan kita tidak mengirim bola melalui Input 1:
Bola menggelinding keluar tanpa hambatan dari Output 2A.

Ada dua kemungkinan lain untuk mengirim bola melalui dua slot input. Tidak
mengherankan, jika kita tidak memasukkan bola, maka tidak ada bola yang keluar. Ka-
sus terakhir dan paling rumit adalah ketika bola dikirim melalui kedua input. Asum-
sinya adalah bahwa bola memiliki ukuran, massa, kecepatan yang sama dan dima-
sukkan secara bersamaan. Gambar 8.17 menunjukkan apa yang terjadi.

Inl

In 2 Out 2A
' ce—

3 OutlB

Ot |

Gambar 8.17: Dua bola memasuki gerbang sakelar.

Pertama bola bertabrakan satu sama lain, lalu keduanya memantul dari dinding
diagonal (atau cermin), lalu bertabrakan lagi. Akhirnya, mereka keluar. Satu keluar
melalui Output 1 dan yang lainnya dengan Output 2 B. (Jalur pusat bola ditunjukkan
oleh panah tebal.)

Kita dapat menunjukkan keberadaan bola dengan 1 dan ketidakhadiran dengan 0,
dan kemudian kita dapat meringkas apa yang dilakukan gate dalam suatu tabel Gerbang
Sekakelar. Kita dapat membuat tabel dengan nilai yang sama menggunakan pernyataan

Gerbang Sekakelar,

Input Output

1 {2]1)2A |28

x,y,7x Aydanx A y.
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Ini memungkinkan kita untuk menggambarkan sakelar sebagai kotak hitam den-
gan input dan output yang diberi label dengan tepat, seperti yang digambarkan pada
Gambar 8.18.

Gambar 8.18: Gerbang Sekakelar dengan input dan output berlabel.

Gambar ini memberi tahu kita di mana bola masuk dan keluar dari gerbang. Jika
sebuah bola masuk melalui x, sebuah bola harus keluar melalui x. Jika sebuah bola
masuk melalui y, sebuah bola akan keluar melalui pintu keluar —x A y jika tidak ada
bola yang masuk melalui x dan akan keluar melalui pintu keluar x A y jika ada juga bola
yang masuk melalui x. Pada titik ini kita mungkin sedikit khawatir dengan kenyataan
bahwa dalam kasus ketika dua bola masuk, bola-bola itu bertukar karena bola yang
keluar melalui x adalah bola yang masuk melalui y dan bola yang keluar dari x A y
adalah bola yang masuk melalui x. Tapi ini bukan masalah. Kita menganggap bola
tidak bisa dibedakan, kita hanya melacak di mana ada bola, bukan dari mana asalnya
bola.

Kita juga dapat membalikkan gerbang seperti yang digambarkan pada Gambar 6.19.
Kita harus sedikit berhati-hati dalam menafsirkan ini. Jika sebuah bola masuk melalui
-x A y, maka tidak akan ada bola yang masuk melalui x, dan dengan demikian bola
langsung melintas. Jika sebuah bola masuk melalui x A y maka akan ada bola yang
masuk melalui x, dan akibatnya keduanya akan bertabrakan. Satu bola keluar melalui
bagian atas gerbang dan satu keluar melalui keluaran di sebelah kiri. Ini berarti bahwa
bola akan keluar melalui output kiri jika salah satu —x A y atau x A y, sehingga pintu
keluar ini dapat diberi label (—x A y) V (x A y). Namun, (—x A y) V (x A y) secara logis
setara dengan y, yang berarti membalikkan gerbang hanya membalikkan panah tetapi
meninggalkan semua label yang sama.
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Kita sekarang dalam posisi untuk membangun gerbang Fredkin. Ingat itu
Fix,y,2) = (x,(=x Ay) V (x Az),(mx Az) V (x A Y)).

Kita membutuhkan konstruksi yang memasukkan x, y dan z dan output x, (-x A
Y) V(x Az)dan (-x A z) V (x A y). Ini dapat dilakukan dengan empat gerbang sake-
lar dan banyak kecerdikan. Itu digambarkan pada Gambar 8.19. Dalam gambar ini,

v

I

(xAFIvi{=x Az {(x AV (~x A

Gambar 8.19: Gerbang Fredkin dibangun dari gerbang sakelar.

sudut siku-siku di jalur diperoleh dengan memantulkan cermin yang ditempatkan se-
cara diagonal. Interaksi lain hanya terjadi di gerbang sakelar. Lintasan jalan tidak
menunjukkan tabrakan; bola melewati titik persimpangan pada waktu yang berbeda.
Untuk memastikan bahwa bola tidak bertabrakan di tempat yang tidak seharusnya dan
bertabrakan di tempat yang seharusnya, kita selalu dapat menambahkan penundaan
ke jalur dengan menambahkan sedikit jalan memutar ke jalur menggunakan cermin.
Misalnya, kita dapat menambahkan sedikit penundaan dengan mengubah jalur garis
lurus menjadi seperti yang digambarkan pada Gambar 8.20.

 — e
Gambar 8.20: Penundaan ditambahkan ke jalur garis lurus.

Dengan meletakkan cermin di tempat yang tepat dan menambahkan penundaan,
kita dapat membangun gerbang sehingga output sejajar dengan input dan ketika bola
masuk pada saat yang sama mereka keluar pada saat yang sama. (Hal ini digambarkan
pada Gambar 8.21) Kita kemudian dapat membentuk sirkuit yang berisi lebih dari
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satu gerbang Fredkin. Karena gerbang Fredkin bersifat universal, ia dapat digunakan
untuk membangun rangkaian boolean apa pun. Akibatnya, setiap sirkuit boolean dapat
dibangun hanya dengan menggunakan bola bilyar dan cermin.

Gambar 8.21: Gerbang Fredkin bola biliar untuk digunakan di sirkuit.

Fredkin percaya bahwa alam semesta adalah komputer. Dia tidak meyakinkan Feyn-
man tentang hal ini, tetapi komputer bola bilyar membuatnya terkesan. Seperti yang
mereka berdua sadari, kesalahan kecil apa pun pada posisi atau kecepatan bola akan
menghasilkan kesalahan yang akan merambat dan diperkuat. Tumbukan tidak pernah
elastis sempurna; selalu ada gesekan dan panas hilang. Komputer bola biliar jelas hanya
sebuah mesin teoritis, bukan sesuatu yang bisa dikonstruksi dalam praktek. Tapi mesin
ini memang menyulap gambar atom memantul satu sama lain, dan itu membuat Feyn-
man mempertimbangkan gerbang berdasarkan mekanika kuantum daripada mekanika
klasik. Kita melihat ide ini di bab berikutnya.
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Gerbang Kuantum dan Sirkuit

Gerbang dan sirkuit kuantum adalah perpanjangan alami dari gerbang dan sirkuit
klasik. Mereka juga merupakan cara berpikir lain tentang matematika yang menjelaskan
pengiriman qubit dari Alice ke Bob.

Kita bepergian dengan kereta api. Seringkali kereta yang kita naiki tidak bergerak,
dengan kereta lain juga berhenti hanya beberapa inci dari jendela kita. Satu kereta
akan bergerak perlahan. Kadang-kadang tidak mungkin untuk mengetahui apakah
itu kereta saya atau kereta lain yang bergerak tanpa menoleh untuk melihat ke luar
jendela di sisi yang berlawanan. Kita bisa saja maju ke depan, atau kereta yang bergerak
ke arah berlawanan bisa maju ke depan. Kedua skenario cocok. Analisis yang sama
berlaku untuk pengukuran Bob. Kita dapat menganggap Bob sedang memutar alat
pengukurnya, atau kita dapat menganggap Bob menjaga peralatannya searah dengan
Alice, tetapi entah bagaimana qubit tersebut diputar dalam perjalanan dari Alice ke
Bob. Ketika Alice dan Bob berjauhan, sering kali masuk akal untuk menganggap
peralatan Bob sedang diputar. Tapi kita akan mengirim qubit ke diri kita sendiri. Kita
dapat menganggap peralatan kita berputar selama waktu tempubh, tetapi lebih alami
untuk menganggap peralatan sebagai tetap dan qubit sedang diputar. Kita menganggap
rotasi terjadi antara waktu dikirim dan waktu diukur. Mengirim qubit melalui gerbang
kuantum melakukan rotasi ini. Sebelumnya kita mengatakan bahwa memilih arah
untuk mengukur qubit kita sesuai dengan memilih matriks ortogonal. Sekarang kita
memikirkan arah yang kita ukur sebagai tetap dan matriks ortogonal sesuai dengan
gerbang yang dilewati qubit. Sebelum kita melihat contoh, kita akan memperkenalkan
beberapa nama baru untuk basis ket.

9.1 Qubit

Karena kita akan menganggap alat pengukur kita sudah diperbaiki, kita hanya perlu
menggunakan satu basis berurutan untuk mengirim dan menerima qubit. Basis alami
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untuk memilih adalah yang standar (l(l)] , [(1)

(IT),11)). Tetapi kita juga menghubungkan vektor pertama dalam basis terurut ke bit
0 dan vektor kedua ke 1. Sekarang karena kita hanya akan menggunakan basis ini,
masuk akal untuk memberi ket kita nama baru yang mencerminkan bagaimana mereka

]) Sebelumnya kita menyatakan ini sebagai

berhubungan dengan bit. Kita memisalkan |0) menunjukkan [(1)] dan [1) menunjukkan

0
1l
Secara umum qubit akan memiliki bentuk a¢ |0)+4; |[1), dimana aé + ai* = 1. Ketika kita
mengukurnya, keadaan melompat ke |0) dan kita membaca 0, atau keadaan melompat
ke |1) dan kita membaca 1. Yang pertama terjadi dengan probabilitas 4], yang kedua
dengan probabilitas a2.

Biasanya kita memiliki sistem dengan lebih dari satu qubit, artinya kita harus mem-
bentuk produk tensor. Untuk sistem dengan dua qubit, basis terurut yang mendasarinya

[ole[olof=[2} < o} b )

Ini dapat ditulis sebagai (|0) ®1[0),]0)®1),[1) ®[0),|1) ®[1)). Seperti yang telah kita
catat sebelumnya, kita sering menekan simbol produk tensor, dan karenanya kita
menulis produk lebih ringkas sebagai (|0) |0),10) [1),[1) |0}, [1)[1)). Akhirnya, kita mem-
buat konvensi bahwa kita memisalkan |ab) menyatakan |a) |[b) , memberikan representasi
(100y,101),110),]11)) yang pendek dan mudah dibaca.

Bagaimana ini terhubung ke gerbang? Inilah yang akan kita pertimbangkan selan-
jutnya. Kita mulai dengan memeriksa kembali gerbang CNOT.

9.2 Gerbang CNOT

Seperti yang kita lihat, gerbang CNOT klasik mengambil dua bit input dan memberikan
dua bit output. Ini didefinisikan oleh tabel: Kita memperluas ini ke qubit dengan cara

CNaT

Input | Output

X x| o xay

alami menggantikan 0 dengan |0) , dan 1 dengan [1) . Tabel menjadi:
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CNOT

Input

X ¥

Cutput

X x @y

|0y
|

|0}
|1}
|1}
|1}

|0)
|1}

|0} o)

|0 i
|1}
|1}

1)
o)

Ini dapat ditulis lebih ringkas menggunakan notasi ringkas kita untuk produk tensor,

sehingga didapat tabel berikut:

CNOT
Input | Output
100) |00)
101) |01)
110) [11)
111) [10)

Tabel memberi tahu kita apa yang terjadi pada vektor basis. Kita kemudian memperluas
ke kombinasi linier dari vektor basis dengan cara yang jelas sebagai berikut:

CNOT(r|00) +5s]01) +t[10) + u[11)) = |00) + s|01) + u [10) + £]|11).

Itu hanya membalik amplitudo probabilitas [10) dan |11).

Kita tetap menggunakan diagram yang kita gunakan sebelumnya untuk gerbang
CNOT, tetapi kita harus berhati-hati dalam menafsirkannya. Untuk bit klasik, bit yang
memasuki kabel atas di sebelah kiri, meninggalkan kabel atas di sebelah kanan tidak
berubah. Ini masih berlaku untuk qubit jika qubit teratas adalah 0 atau 1, tetapi tidak

berlaku untuk qubit lainnya.

Sebagai contoh, kita mengambil % |0) + % |1) sebagai qubit atas dan |0) untuk qubit
bawah.

Dalam hal ini input adalah (% |0) + \/Li |1>) ®10) = % |00) + % |10), Ini dikirim oleh
gerbang CNOT ke keadaan % |00) + % 111).

Lim+-Ln .

mALI AL * l
L oo+ == 11}
Vo Ve

0 —H—

Gambar 9.1: Diagram CNOT
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Keadaan ini, seperti yang kita kenali dari percobaan EPR, adalah keadaan terjerat.
Akibatnya, kita tidak dapat menetapkan keadaan individual ke kabel atas dan bawah
di sisi kanan. Kita menggambar diagram sebagaimana diberikan oleh Gambar 9.1.

Kabel mewakili elektron atau kita. Ini adalah objek yang terpisah dan dapat ber-
jauhan. Kita akan sering berbicara tentang qubit atas dan qubit bawah dan mengang-
gapnya berjauhan. Tapi, ingat, jika mereka terjerat, pengukuran pada satu akan mem-
pengaruhi keadaan yang lain.

Contoh ini menggambarkan bagaimana kita akan sering menggunakan gerbang ini.
Kita dapat memasukkan dua qubit yang tidak terjerat dan menggunakan gerbang untuk
menjeratnya.

9.3 Gerbang Kuantum

Perhatikan bahwa gerbang CNOT mengubah vektor basis. Permutasi vektor basis
dalam basis ortonormal terurut memberikan basis ortonormal terurut lainnya, dan kita
tahu bahwa yang terkait dengan salah satu basis ini adalah matriks ortogonal. Akibat-
nya, matriks yang sesuai dengan gerbang CNOT adalah ortogonal. Faktanya, semua
gerbang reversibel yang kita perkenalkan di bab terakhir mengubah vektor basis. Mereka
semua sesuai dengan matriks ortogonal.

Ini memberi kita definisi gerbang kuantum. Mereka hanya operasi yang dapat
dijelaskan oleh matriks ortogonal.

Sama seperti untuk komputasi klasik, kita ingin merakit kumpulan kecil gerbang
sederhana yang dapat kita hubungkan bersama untuk membentuk sirkuit. Kita mulai
dengan melihat gerbang paling sederhana, gerbang yang bekerja hanya pada satu qubit.

9.4 Gerbang Kuantum Bertindak pada Satu Qubit

Dalam komputasi klasik dan reversibel, hanya ada dua kemungkinan operator boolean
yang bekerja pada satu bit: identitas yang membiarkan bit tidak berubah, dan BUKAN,
yang membalik nilai 0 dan 1. Untuk qubit, ada banyak kemungkinan gerbang yang tak
terhingga!

Kita mulai dengan melihat dua gerbang kuantum yang sesuai dengan identitas klasik
dan keduanya membiarkan qubit 0 dan 1 tidak berubah. Kemudian kita akan melihat
dua gerbang kuantum yang sesuai dengan membalik qubit 0 dan 1. Keempat gerbang
ini dinamai Wolfgang Pauli dan disebut transformasi Pauli.

9.5 Gerbangldan Z

Gerbang I adalah matriks identitas |(1) (1)]
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Kita akan melihat bagaimana I bekerja pada sebarang qubit a,|0) + a; |1), sehingga
didapat

(a0 0) + 1)) = [(1) (1’] [”O] - [Zj] = 0010) +a 11).

ay

Tidak mengherankan, I bertindak sebagai identitas dan membiarkan qubit sama sekali

0 -1
bagaimana Z bertindak pada sebarang qubit 4 |0) + a; |1), sehingga didapat

tidak berubah. Gerbang Z didefinisikan oleh matriks 10 ] Sekali lagi, mari kita lihat

Z(a0 |0 + m 1)) = [(1) _01] [”O] - [_”0 ] = 0010) ~ a1 11).

a a,

Jadi, Z membiarkan amplitudo probabilitas dari |0) tidak berubah, tetapi mengubah
tanda amplitudo probabilitas [1). Tapi mari kita lihat apa yang dilakukan Z sedikit lebih
hati-hati.

Pertama, kita akan melihat cara kerjanya pada vektor basis. Kita memiliki Z(|0)) = |0)
dan Z(|]1)) = —0). Tetapi ingat bahwa vektor keadaan ekivalen dengan vektor keadaan
itu dikalikan dengan -1, jadi —[1) ekivalen dengan [1); akibatnya, Z mempertahankan
kedua vektor basis, tetapi itu bukan identitasnya. Jadi, jika kita menerapkan Z ke qubit
% 10) + % 1), kita medapatkan

1 1
— 10y = — 1),
\/§|> \/§|>

dan, seperti yang kita tunjukkan sebelumnya bahwa % |0) + % |1) dapat dibedakan dari
% |0) — % 1), ia tidak ekivalen dengan % |0) — % 1).
Meskipun transformasi Z mempertahankan kedua vektor basis, itu mengubah setiap

qubit lainnya! Operasi mengubah tanda amplitudo probabilitas ini kadang-kadang
disebut mengubah fase relatif qubit.

9.6 Gerbang X danY

Kebanyakan penulis mendefinisikan matriks Y menjadii = V—1 kali matriks yang telah
kita berikan. Kita telah memilih untuk tidak menggunakan bilangan kompleks. Pili-
han kita untuk Y sedikit menyederhanakan banyak hal ketika kita mempertimbangkan
pengkodean superpadat dan teleportasi kuantum. Dengan demikian gerbang X dan Y
diberikan oleh: Keduanya sesuai dengan BUKAN karena mereka menukar |0) dan |1).
Gerbang X hanya membalik, sedangkan Y membalik dan mengubah fase relatif;

SR
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9.7 Gerbang Hadamard

Gerbang terakhir dan terpenting yang bekerja pada satu bit adalah gerbang Hadamard,
H. Didefinisikan oleh
I
[ ¢ } _ 1 ll 1 ] '
v vl ov2lb A

Gerbang ini sering digunakan untuk menempatkan vektor basis standar ke dalam
superposisi:

1 1
H(|0)) = —(|0) + |1 H(|1)) = —(|0) = [1)).
(10)) \/E(l ) +11) (1)) \/§(|> 1))

Dalam diagram, gerbang yang bekerja pada satu qubit dilambangkan oleh persegi
dengan huruf yang sesuai digambar di tengah. Misalnya, gerbang Hadamard yang
bekerja pada satu bit dilambangkan dengan berikut ini.

7]
L]

Kita telah menamai lima gerbang kuantum yang bekerja hanya pada satu . Tentu
saja, ada lebih banyak lagi. Rotasi apa pun akan memberi kita matriks ortogonal, dan
jumlahnya tak terhingga, semuanya dapat dianggap sebagai gerbang.

9.8 Apakah Ada Gerbang Kuantum Universal?

Dalam komputasi klasik, kita menemukan bahwa setiap fungsi boolean dapat diberikan
oleh sirkuit yang hanya menggunakan gerbang Fredkin, memberi tahu kita bahwa
gerbang Fredkin bersifat universal. Kita juga melihat bahwa NAND, bersama dengan
penyebaran, bersifat universal. Apakah ada gerbang kuantum universal?

Dalam kasus klasik, hanya ada banyak fungsi boolean berhingga dengan sejumlah
variabel tertentu. Hanya ada dua fungsi boolean dari satu variabel. Ada empat dari dua
variabel. Secara umum, ada 2" fungsi yang mungkin dengan n variabel. Hal-hal yang
sangat berbeda dengan gerbang kuantum. Seperti yang telah kita lihat, ada banyak
kemungkinan gerbang yang tak terhingga yang dapat bekerja hanya pada satu qubit.
Jika kita mengambil jumlah gerbang yang terbatas dan menghubungkannya dengan
jumlah cara yang terbatas, kita akan mendapatkan jumlah sirkuit yang terbatas. Jadi,
tidak mungkin memiliki jumlah gerbang yang terbatas menghasilkan jumlah sirkuit
yang tidak terbatas.

Jawaban singkat untuk pertanyaan apakah ada himpunan terbatas gerbang kuantum
yang universal adalah "tidak". Namun, meskipun tidak mungkin memiliki jumlah
gerbang kuantum terbatas yang akan menghasilkan setiap rangkaian kuantum lain
yang mungkin, orang-orang telah menunjukkan bahwa ada kumpulan gerbang terbatas
yang dapat digunakan untuk mendekati setiap rangkaian yang mungkin, tetapi kita
tidak akan membahasnya ini. Semua sirkuit yang kita butuhkan dapat dibangun dari
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gerbang yang telah kita perkenalkan; lima yang bekerja hanya pada satu qubit, dan
satu, gerbang CNOT, yang bekerja pada dua qubit.

9.9 Tidak Ada Teorema Kloning

Kita pertama kali menemukan operasi fan-out ketika kita melihat sirkuit klasik. Satu
kabel input terhubung ke dua kabel output. Sinyal input dibagi menjadi dua salinan
identik.

Kita kemudian melihat gerbang reversibel. Untuk ini, jika kita memiliki dua output,
maka kita juga harus memiliki dua input. Kita bisa mendapatkan operasi fan-out dengan
menggunakan ancilla bit yang mengambil input kedua selalu 0. Salah satu cara untuk
melakukan ini adalah dengan gerbang CNOT.

CNOT(|010)) = 10710}), CNOT(]1)|0)) = [1)[1)) , jadi CNOT(|x)[0) = |x) |x)), jika |0)
adalah |0) atau |1) . Sayangnya, jika |x) bukan |0) atau [1), kita tidak akan mendapatkan
dua salinan. Kita melihat ini ketika kita memasukkan (% |0) + % |1>) |0) ke gerbang
CNOT. Itu menghasilkan keadaan terjerat, bukan dua salinan qubit kiri. Kita dapat
menggunakan CNOT untuk menyalin bit klasik, tetapi bukan qubit umum.

Istilah fan-out terbatas pada komputasi klasik. Kita menggunakan kata kloning untuk
ide analog dalam komputasi kuantum. Kloning seperti fan-out, tetapi untuk qubit. Kita
ingin membuat salinan tidak hanya bit klasik tetapi juga qubit. Kita menginginkan
gerbang yang memasukkan qubit umum |x) dan masukan kedua tetap |0) (suatu bit
ancilla) dan mengeluarkan dua salinan |x). Berikut ini diagram gerbang yang kita
inginkan.

G

Pertanyaan kloning menjadi pertanyaan apakah gerbang G bisa ada atau tidak.
Kita akan menunjukkan bahwa itu tidak bisa, menunjukkan bahwa tidak mungkin
untuk mengkloning qubit umum. Kita melakukan ini dengan mengandaikan ada ger-
bang seperti itu dan kemudian menunjukkan bahwa dua konsekuensi yang kontradiktif
mengikuti secara logis dari asumsi ini. Karena argumen kita secara logis masuk akal
dan kontradiksi tidak boleh terjadi, kita menyimpulkan bahwa asumsi awal kita bahwa
G ada adalah salah. Inilah argumennya.

Andaikan G ada, kita tahu bahwa sifat kloningnya memberikan:

L. G(10)10) = 10 10).
2. G(11)10)) = 1) [1).
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3 (5100 + S m)0) = (5100 + ) (100 + ),

Ketiga pernyataan ini dapat disajikan kembali untuk memberikan:

1. G(j00)) = |00).

2. G(110)) = [11).
1
3, G(% 00) + 2= 10)) = 5(100) +[01) + [10) + [11)).

Gerbang G, seperti semua operator matriks, harus linier, yang berarti bahwa

1 1 1 1
G|— —10)| = —G —G(|10)).
( \5|00>+ \/EI 0>) N (1007) + N (110))

Mengganti G(|00)) dan G(|10)) menggunakan pernyataan (1) dan (2) memberikan

1 1
—100) + —

1 1
G|—100 —_—
( 00+ AR

TR

Tetapi pernyataan (3) menyatakan bahwa

|10>) = 111).

1 1 1
G($ |00) + ﬁ IIO)) = §(|OO> +101) +[10) + [11)).

Namun, kontradiksi terjadi

% |00) + % [11) # %(IOO) +101) + [10) + [11)).

Jadi kita telah menunjukkan bahwa jika G ada maka dua hal yang tidak sama harus
sama. Ini adalah kontradiksi. Satu-satunya kesimpulan logis adalah bahwa G tidak
dapat eksis, dan tidak mungkin membangun gerbang yang mengkloning qubit umum.
Argumen yang kita berikan menggunakan |0) untuk bit ancilla. Tidak ada yang istimewa
tentang ini. Argumen yang sama persis dapat digunakan nilai apa pun yang dipilih
untuk bit ini.

Ketidakmampuan untuk mengkloning qubit memiliki banyak konsekuensi pent-
ing. Ktai ingin dapat membuat cadangan file dan mengirim salinan file ke orang lain.
Menyalin ada di mana-mana. Komputer kita sehari-hari didasarkan pada arsitektur
von Neumann, yang sangat didasarkan pada kemampuan untuk menyalin. Ketika
kita menjalankan sebuah program, kita selalu menyalin bit dari satu tempat ke tempat
lain. Dalam komputasi kuantum ini tidak mungkin untuk qubit umum. Jadji, jika kom-
puter kuantum yang dapat diprogram dirancang, mereka tidak akan didasarkan pada
arsitektur kita saat ini.

Pada awalnya, fakta bahwa kita tidak dapat mengkloning qubit tampak seperti
kelemahan serius, tetapi ada beberapa komentar penting yang perlu dibuat.
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Seringkali kita ingin mencegah penyalinan. Kita ingin mengamankan data kita, kita
tidak ingin komunikasi kita disadap. Di sini, seperti yang kita lihat dengan Eve, fakta
bahwa kita tidak dapat mengkloning qubit dapat digunakan untuk keuntungan kita,
mencegah salinan yang tidak diinginkan dibuat.

Komentar kedua sangat penting sehingga layak mendapatkan bagiannya sendiri.

9.10 Komputasi Kuantum versus Komputasi Klasik

Qubit |0) dan [1) sesuai dengan bit 0 dan 1. Jika kita menjalankan gerbang CNOT
kuantum hanya menggunakan qubit |0) dan |1), dan tidak ada superposisi, maka perhi-
tungannya persis sama dengan menjalankan gerbang CNOT klasik dengan 0 dan 1. Hal
yang sama berlaku untuk versi kuantum dari gerbang Fredkin. Karena gerbang Fred-
kin klasik bersifat universal dan gerbang kuantum Fredkin hanya menggunakan |0) dan
|1) setara dengan gerbang klasik, kita dapat melihat bahwa rangkaian kuantum dapat
menghitung apa pun yang dapat dihitung oleh rangkaian klasik. Sifat tanpa kloning
mungkin tampak mengkhawatirkan, tetapi tidak membatasi kita untuk melakukan per-
hitungan klasik dengan cara apa pun.

Ini adalah hasil yang mendalam. Ini menunjukkan bahwa jika kita membandingkan
komputasi klasik dan kuantum, kita tidak boleh menganggapnya sebagai jenis kom-
putasi yang berbeda. Komputasi kuantum mencakup semua komputasi klasik. Ini
adalah bentuk perhitungan yang lebih umum. Qubit adalah unit dasar komputasi,
bukan bit.

Sekarang kita telah melihatbeberapa gerbang dasar, kita akan mulai menghubungkan-
nya bersama untuk membentuk sirkuit.

9.11 Bell Sirkuit

Kita menyebut sirkuit kuantum berikut sirkuit Bell. Untuk melihat fungsinya, kita akan

nll

L7

memasukkan empat pasang qubit yang membentuk basis standar. Kita mulai dengan
|00) = 10)10). Qubit pertama dijalankan oleh gerbang Hadamard yang mengubahnya
menjadi % 10) + \/% |1), sehingga sistem dua qubit memiliki keadaan

1 1 1 1
—10) + — |1} }[0) = — |00) + — [10
(«ﬁ|>+«/§|>)|> «/El >+\/§|>
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di tahap ini. Kita sekarang menerapkan gerbang CNOT. Ini membalik [10) ke [11) ,
11;1enllberil<an keadaan akhir % |00) + % [11). Kita dapat mewakili situasi dengan gambar
erikut.

0y — H]

T b L jo0) + L= |11}
[0y £ )

.

Kita akan meringkas ini dengan

B(00Y) = —— 00} + —= [11).

V2 V2

Hal yang serupa kita mendapatkan

B(O1) = %mw%um,
B(I10)) = %szm—\%un,
B(11)) = %mn—%uoy

Masing-masing output ini terjerat. Karena input membentuk basis ortonormal untuk
R*, output juga harus membentuk basis ortonormal. Basis ini, terdiri dari empat ket
yang terjerat, disebut basis Bell.

Ingatlah bahwa cara untuk mengetahui apakah matriks persegi A ortogonal adalah
dengan menghitung ATA, di mana A" adalah matriks transpos yang diperoleh dari A
dengan menukar baris dan kolom. Jika kita mendapatkan matriks identitas I, maka ma-
triks tersebut ortogonal dan kolom-kolom matriks tersebut memberikan basis ortonor-
mal. Jika kita tidak mendapatkan identitasnya, maka matriks tersebut tidak ortogonal.
Kita telah mendefinisikan gerbang kita menjadi ortogonal, sehingga mereka semua
memiliki sifat ini. Faktanya, semua gerbang yang telah kita perkenalkan dalam bab ini,
dengan satu pengecualian dari matriks Pauli Y, juga memiliki sifat bahwa ketika kita
mengambil matriks transpos, kita akan mendapatkan matriks yang sama persis den-
gan yang kita mulai. Akibatnya, untuk semua gerbang ini, AA = I. Ini memberitahu
kita bahwa jika kita menerapkan gerbang dua kali berturut-turut, kita akan mendap-
atkan output yang tidak berubah dari input. Kali kedua kita menerapkan gerbang, itu
membatalkan apa yang kita lakukan ketika kita menerapkannya pertama kali.

Kita akan melihat beberapa penggunaan rangkaian Bell sebentar lagi, tetapi pertama-
tama kita menggunakan fakta bahwa gerbang Hadamard dan gerbang CNOT adalah
kebalikannya sendiri. Perhatikan rangkaian Gambar 9.2.

Jika kita mengirim sepasang qubit melalui rangkaian, hal pertama yang terjadi adalah
gerbang Hadamard diterapkan, dan kemudian kita menerapkan gerbang CNOT. Tin-
dakan ini segera dibatalkan oleh penerapan kedua gerbang CNOT. Akhirnya, pener-
apan kedua gerbang Hadamard membatalkan tindakan yang dilakukan oleh gerbang
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Gambar 9.2: Rangkaian Hadamard

Hadamard awal. Hasilnya adalah sirkuit tidak mengubah apa pun. Keluaran qubit
identik dengan qubit yang dimasukkan. Bagian kedua dari sirkuit membalikkan apa
yang dilakukan babak pertama.

Ini berarti bahwa rangkaian berikut, yang akan kita sebut rangkaian Bell terbalik,
membalikkan aksi rangkaian Bell.

E—T

Secara khusus, kita tahu apa yang terjadi jika kita memasukkan vektor dari basis
Bell. Ini akan memberi kita vektor dalam basis standar.

Jika kita menginputkan % |00) + % |11), itu akan menghasilkan output [00).

Jika kita menginputkan % |01) + % |10), itu akan menghasilkan output |01).

Jika kita menginputkan % |00) — % |11), itu akan menghasilkan output [10).

Jika kita menginputkan % |01) — % |10), itu akan menghasilkan output |11).

Sekarang kita memiliki sifat dasar dari rangkaian Bell, kita akan melihat bagaimana

hal itu dapat diterapkan untuk melakukan beberapa hal yang sangat menarik. Kita
melihat pengkodean superdense dan teleportasi kuantum.

9.12 Pengkodean Superdense

Pengaturan awal untuk pengkodean superdense dan teleportasi kuantum adalah sama.
Dua elektron memiliki keadaan spin terjerat % |00) + \/% [11). Salah satu elektron
diberikan kepada Alice dan yang lainnya kepada Bob. Mereka kemudian melakukan
perjalanan jauh, keduanya berhati-hati untuk tidak melakukan pengukuran elektron
masing-masing, mempertahankan keadaan terjerat.

Dalam pengkodean superpadat (superdense), Alice ingin mengirimi Bob dua bit in-
formasi klasik, yaitu, satu dari kemungkinan berikut: 00,01, 10,11. Dia akan melakukan
ini dengan mengirimkan Bob satu qubit elektronnya. Kita akan menguraikan prosedur
yang tepat dalam beberapa saat, tetapi pertama-tama kita akan menganalisis masalah
untuk melihat apa yang ingin kita lakukan.

Awalnya, sepertinya solusinya mudah. Alice akan mengirimi Bob sebuah qubit
a9 |0) +a; [1). Adabanyak sekali pilihan untuk qubit, apa pun yang memenuhi a% + a% =
akan dilakukan. Tentunya, pasti mudah untuk membangun cara mentransmisikan dua
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bit informasi satu dari empat kemungkinan jika kita diizinkan untuk mengirim sesuatu
yang bisa menjadi salah satu dari jumlah tak terbatas. Masalahnya, tentu saja, Bob tidak
pernah tahu apa itu qubit. Dia bisa mendapatkan informasi hanya dengan mengukur.
Dia akan mengukur putaran dalam basis standar dan mendapatkan [0) atau |1). Jika
Alice mengirimnya a, [0)+a; |1), dia akan mendapatkan |0) dengan probabilitas a% dan|1)
dengan probabilitas a?. Jika dia mendapat 0|0}, dia tidak tahu apa-apa tentang a, kecuali
fakta bahwa itu bukan nol. Bob bisa mendapatkan paling banyak satu bit informasi dari
setiap qubit. Untuk mendapatkan dua bit informasi, dia harus mengekstrak satu bit
dari partikel yang dikirim Alice, tetapi dia juga harus mengekstrak satu bit dari partikel
yang dimilikinya.

Alice dan Bob masing-masing memiliki satu elektron. Akhirnya Bob akan memiliki
kedua elektron dan akan mengukur putarannya. Bob akan memiliki beberapa sirkuit
kuantum dengan dua kabel keluar. Jika Alice ingin mengirim 00, kita perlu mengatur
hal-hal sehingga sebelum Bob mulai mengukur, elektron atas dalam keadaan |0) dan
elektron bawah dalam keadaan |0), yaitu, pasangan elektron dalam keadaan tidak ter-
jerat |00) saja sebelum Bob mengukur putaran mereka. Demikian pula, jika Alice ingin
mengirim 01, kita ingin pasangan elektron berada dalam keadaan |01) tepat sebelum
Bob melakukan pengukurannya. Keadaan akhir harus [10) jika Alice ingin mengirim
10, dan [11) jika Alice ingin mengirim 11.

Pengamatan terakhir adalah Bob harus melakukan hal yang sama pada setiap pasan-
gan elektron yang diterimanya. Dia tidak dapat melakukan hal yang berbeda tergantung
pada apa yang Alice coba kirimkan, karena dia tidak tahu apa yang dia coba kirimkan.
Itulah intinya!

Gagasan di balik metode ini adalah bahwa Alice akan bertindak pada elektronnya
dalam salah satu dari empat cara. Setiap cara akan menghasilkan keadaan qubit menjadi
salah satu vektor basis dalam basis Bell. Bob kemudian akan menjalankan pasangan
qubit melalui rangkaian Bell terbalik untuk mendapatkan keadaan tidak terjerat yang
benar.

Alice memiliki empat sirkuit kuantum, satu untuk masing-masing pilihan dua bit.
Setiap sirkuit menggunakan gerbang Pauli. Sirkuit diberikan di bawah ini.

1] [x]

| Bty L2
S_Ir_kl_J_i_t_urlt_:_J_l_{_l}_!) Sirk_u_i_t’u n_ﬂ_.lk 01)

Z] 7]

L=l ||

Slrkuit untuk 10, Sirkuit untuk 11

Kita akan melihat apa yang terjadi pada qubit dalam setiap kasus. Awalnya, qubit
Alice dan Bob terjerat. Mereka berada di keadaan % |00) + % [11) yang akan kami tulis

sebagai

1 1
—10)®10)+ — 1) ®|1
\/E|>®|>+\/§I>®I>
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Ketika Alice mengirimkan elektronnya melalui sirkuit yang sesuai, ketnya berubah.
Perhatikan bahwa sirkuit Alice tidak mempengaruhi elektron Bob dengan cara apa pun.
Kita akan melakukan perhitungan dalam setiap kasus.

Jika Alice ingin mengirim 00, maka dia tidak melakukan apa-apa. Keadaan yang
dihasilkan untuk qubit tetap sebagai keadaan % |00) + \/% [11).

Jika Alice ingin mengirim 01, dia menggunakan X. Ini menukar |0) dan [1) nya.
Keadaan baru akan menjadi \/% 1)®]0)+ % |0)®][1), yang bisa kita tulis sebagai % [10) +

L 101).

2
v Jika Alice ingin mengirim 10, dia menggunakan Z. Persimpangan ini meninggalkan
|0) saja tetapi mengubah [|1) menjadi —[1). Keadaan baru akan menjadi % |0) ® |0) +
%(— 1)) ® |1), yang bisa kita tulis sebagai % |00) — % [11).

Jika Alice ingin mengirim 11, dia menggunakan Y. Qubit berakhir dengan keadaan
terjerat % [10) — % |01).

Perhatikan bahwa keadaan yang dihasilkan ini persis seperti yang dia inginkan.
Masing-masing adalah vektor basis Bell yang berbeda. Sekarang dia mengirimi Bob
elektronnya. Ketika Bob memiliki elektronnya, dia dapat menggunakan sirkuit yang
memasukkan qubit yang telah dikirim Alice dan yang selalu dimilikinya. Dia menggu-
nakan sirkuit Bell terbalik.

Jika Alice mengirim 00, ketika Bob menerima qubit, mereka akan berada dalam
keadaan % |00) + % [11). Dia mengirimkan ini melalui sirkuit Bell terbalik. Ini men-
gubah keadaan menjadi |00) . Ini tidak terjerat. Bit atas adalah |0) seperti bit bawah.
Bob sekarang mengukur qubit. Dia mendapat 00.

Jika Alice mengirim 01, ketika Bob menerima qubit, mereka akan berada dalam
keadaan % [10) + % |01). Dia mengirimkan ini melalui sirkuit Bell terbalik. Ini men-
gubah keadaan menjadi |01). Ini tidak terjerat. Bit atas adalah |0) dan bit bawah adalah
|1). Bob sekarang mengukur qubit. Dia mendapat 01. Kasus-kasus lain serupa. Dalam
setiap kasus Bob berakhir dengan dua bit yang Alice ingin kirimkan kepadanya.

9.13 Teleportasi kuantum

Seperti dalam pengkodean superdense, Alice dan Bob berjauhan. Mereka masing-
masing memiliki satu elektron. Elektron berbagi keadaan terjerat % |00) + % [11). Alice

juga memiliki elektron lain. Itu dalam keadaan a |0) + b|1). Alice tidak tahu berapa am-
plitudo probabilitas a dan b, tetapi dia dan Bob ingin mengubah elektron Bob sehingga
memiliki keadaan a|0) + b|1). Mereka ingin memindahkan keadaan elektron Alice ke
milik Bob. Untuk melakukan ini, kita akan melihat bahwa Alice perlu mengirim dua
bit klasik kepada Bob, tetapi perhatikan bahwa ada banyak kemungkinan tak terhingga
untuk keadaan awal elektronnya. Sangat mengesankan bahwa kita dapat mengirim
salah satu dari kemungkinan yang tak terbatas hanya dengan menggunakan dua bit
klasik. Menarik juga bahwa Alice memulai dengan sebuah qubit dan Bob berakhir
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dengannya, tetapi tidak satu pun dari mereka yang tahu persis apa itu. Untuk mem-
pelajarinya, mereka harus melakukan pengukuran. Ketika mereka mengukur, mereka
hanya mendapatkan |0) atau |1).

Kita dapat menyimpulkan beberapa hal tentang bagaimana proses akan bekerja. Bob
akan berakhir dengan elektron dalam keadaan tidak terjerat 2|0) + b|1). Pada awalnya,
elektron Bob dan Alice berbagi keadaan terjerat. Untuk menguraikan keadaan seseorang
harus melakukan pengukuran. Jelas, itu tidak mungkin Bob. Jika Bob melakukan pen-
gukuran, dia akan mendapatkan elektron dalam keadaan |0) atau |1) , bukan a |0) + b |1),
yang diperlukan, jadi kita tahu Alice akan melakukan pengukuran. Kitajugaharus meli-
batkan keadaan elektron ketiga. Alice harus melakukan sesuatu untuk menghubungkan
keadaan elektron ini dengan keadaan elektronnya yang lain, yang saat ini terjerat den-
gan milik Bob. Cara yang jelas untuk melakukan ini adalah mengirim dua qubit yang
dia kendalikan melalui gerbang CNOT. Itu akan menjadi langkah pertama. Langkah
kedua adalah menerapkan gerbang Hadamard ke qubit teratas. Jadi, sebenarnya, Al-
ice akan menempatkan dua qubit yang dia kendalikan melalui rangkaian Bell terbalik.
Situasinya digambarkan sebagai berikut, di mana qubit Alice ditampilkan di atas qubit
Bob. Baris kedua dan ketiga menggambarkan qubit yang terjerat.

|

- Alice’s qubits
< l

1-100) + = |11 {
i W i

|} Bob's qubit

Kita memiliki tiga qubit, keadaan awal yang menggambarkan tiga elektron adalah

(@loy+b1)) ® (L |00) + LZ [11)

v

yang dapat kita tulis sebagai

a a b b
—000) + — |011) + — |100) + — |111).
\/El >+\/§| >+\/§| >+\/§| )

Alice akan bertindak berdasarkan qubitnya, jadi kita menulis keadaan yang menekankan
kedaan berikut:

a a b b
— 100 0)+ —|01 1)+ —110 0+ —11 1).
\/El >®|>+\/§| >®|>+\/§| >®|>+\/§| ) 1)

Alice akan menerapkan rangkaian Bell terbalik. Kita akan menganalisis ini dalam dua
langkah, pertama dengan menerapkan gerbang CNOT ke dua qubit pertama dan ke-
mudian gerbang Hadamard ke bit teratas. Menggunakan gerbang CNOT memberikan:

a a b b
—100)®[0) + — |01 1)+ —111 0)+ —110 1).
\/El >®|>+\/§| >®|>+\/§| >®|>+\/§| ) ®11)
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Alice sekarang akan bertindak pada qubit pertama, jadi kita menulis keadaan yang
menekankan keadan berikut:

%|0>®|0>®|0>+%|0>®|1>®|1>+%|1>®|1>®|0>+%|1>®|0>®|1>.

Kita sekarang menggunakan gerbang Hadamard ke qubit pertama. Ini mengubah |0)
menjadi % |0) + \/LE [1) dan [1) menjadi % |0) — % |1). Hal ini menghasilkan keadaan

2100010y 810)+ 5 1)@ [0) 210} + 2 @@ 1) + 2881
0 en 80 -2 el el +210)ene) -2 o0 e,

Ini dapat sedikit disederhanakan sehingga didapat

% 00) ® (a]|0) + D [1)) + % 01) ®(a|1) +b|0)) + % [10) ® (a|0) —=b|1)) + % [11) ® (a[1) — D|0)).

Alice sekarang mengukur dua elektronnya dalam basis standar. Dia akan mendapatkan
satu dari |00),]01),[10),|11), masing-masing dengan probabilitas 1/4.

Jika dia mendapat |00), qubit Bob akan melompat ke keadaan 4 |0) + b |1).

Jika dia mendapat |01), qubit Bob akan melompat ke keadaan a 1) + b 10).

Jika dia mendapat |10), qubit Bob akan melompat ke keadaan 4 |0) — b |1).

Jika dia mendapat [11), qubit Bob akan melompat ke keadaan a 1) — b 10).

Alice dan Bob ingin qubit Bob berada dalam keadaan 4 |0) + b |1). Itu hampir sampai,
tetapi tidak cukup. Untuk menyelesaikan masalah, Alice harus memberi tahu Bob yang
mana dari empat kemungkinan situasi yang dia hadapi. Dia mengirimi Bob dua bit
informasi klasik, 00,01, 10, atau 11, yang sesuai dengan hasil pengukurannya, untuk
membiarkannya tahu. Potongan informasi ini dapat dikirim dengan cara apa pun,
melalui teks, misalnya.

Jika Bob menerima 00, dia tahu bahwa qubitnya dalam bentuk yang benar dan tidak
melakukan apa-apa.

Jika Bob menerima 01, dia tahu bahwa qubitnya adalah a[1)+b|0). Dia menggunakan
gerbang X untuk itu.

Jika Bob menerima 10, dia tahu bahwa qubitnya adalah a [0)—b[1). Dia menggunakan
gerbang Z untuk itu.

Jika Bob menerima 11, dia tahu bahwa qubitnya adalah a[1)—-b|0). Dia menggunakan
gerbang Y untuk itu.

Dalam setiap kasus, qubit Bob berakhir dengan keadaan a|0) + b|1), keadaan asli
qubit yang ingin diteleportasikan oleh Alice.

Penting untuk dicatat bahwa hanya ada satu qubit dalam keadaana |0) +b|1) pada se-
tiap titik selama proses. Awalnya, Alice memilikinya. Pada akhirnya Bob memilikinya,
tetapi seperti yang dikatakan oleh teorema no cloning, kita tidak dapat menyalin, jadi
hanya satu dari mereka yang dapat memilikinya pada satu waktu.
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Menarik juga untuk diamati bahwa ketika Alice mengirimkan qubitnya melalui
sirkuitnya, qubit Bob secara instan melompat ke salah satu dari empat keadaan. Dia
harus menunggu Alice mengiriminya dua bit klasik sebelum dia dapat menentukan
mana dari empat qubit yang sesuai dengan qubit asli Alice. Adalah fakta bahwa dua
bit harus dikirim dengan beberapa metode transportasi konvensional yang mencegah
transmisi informasi seketika.

Teleportasi kuantum dan pengkodean superdense kadang-kadang digambarkan se-
bagai operasi terbalik. Untuk pengkodean superdense, Alice mengirimkan Bob satu
qubit untuk menyampaikan dua bit klasik informasi. Untuk teleportasi kuantum, Al-
ice mengirimkan Bob dua bit klasik informasi untuk teleportasi satu qubit. Untuk
pengkodean superpadat, Alice mengkodekan menggunakan transformasi Pauli, dan
Bob mendekode menggunakan rangkaian Bell terbalik. Untuk teleportasi kuantum,
Alice mengkodekan menggunakan rangkaian Bell terbalik, dan Bob mendekode meng-
gunakan transformasi Pauli.

Teleportasi kuantum sebenarnya sedang dilakukan, biasanya menggunakan foton
terjerat daripada elektron terjerat, di mana hal itu dapat dilakukan melalui jarak yang
cukup jauh. Saat kita menulis ini, telah diumumkan bahwa tim China telah me-
mindahkan qubit dari Bumi ke satelit di orbit Bumi yang rendah. Eksperimen ini sering
disebutkan di siaran berita, terutama karena kata "teleportasi’, yang memunculkan
gambar Star Trek. Sayangnya, teleportasi kuantum bukanlah sesuatu yang mudah di-
jelaskan dalam gigitan suara singkat, dan meskipun banyak orang telah mendengar
istilah itu, tidak banyak yang mengerti persis apa yang sedang diteleportasi.

Teleportasi kuantum memberikan cara untuk mengangkut qubit dari satu tempat ke
tempat lain tanpa benar-benar mengangkut partikel yang mewakili qubit. Ini digunakan
dalam berbagai cara untuk memperbaiki kesalahan. Ini sangat penting untuk perhitun-
gan kuantum. Qubit memiliki kecenderungan untuk berinteraksi dengan lingkungan
dan menjadi rusak. Kita tidak akan mempelajari koreksi kesalahan secara rinci tetapi
hanya akan melihat contoh sederhana.

9.14 Koreksi kesalahan

Sebagaian kita adalah mahasiswa sebelum munculnya CD. Kita mendengarkan piringan
hitam. Untuk memainkan sebuah rekaman, kita menjalani ritual yang rumit. Per-
tama, piringan hitam itu dengan lembut digeser dari lengannya, berhati-hatilah untuk
memegangnya di tepinya dan tidak ada sidik jari di permukaannya. Kemudian reka-
man itu diletakkan di atas meja putar. Langkah selanjutnya adalah membersihkannya
dari debu. Ini sering melibatkan semprotan antistatik dan sikat pembersih khusus.
Akhirnya kita meletakkan stylus dan dengan hati-hati menurunkannya ke record.
Bahkan dengan semua tindakan pencegahan ini, sering kali ada bunyi klik dan le-
tupan yang disebabkan oleh debu yang tidak terlihat atau ketidaksempurnaan beberapa
menit. Jika kita tidak sengaja menggaruknya, kita akan mendapatkan bunyi pop tiga
puluh tiga kali per menit, yang membuat musik tidak dapat didengarkan. Kemudian
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CD datang. Hilang sudah pops. Kita bahkan bisa menggores permukaannya dan itu
tetap dimainkan dengan sempurna. Rasanya luar biasa.

Rekaman vinil tidak memiliki koreksi kesalahan bawaan. Jika kita merusaknya,
kita tidak dapat memulihkan suara aslinya. CD, di sisi lain, menggabungkan koreksi
kesalahan. Jika ada beberapa ketidaksempurnaan kecil, kode koreksi kesalahan digital
sering kali dapat menghitung apa yang salah dan memperbaikinya.

Encoding informasi digital melibatkan dua ide penting. Yang pertama adalah
menghilangkan redundansi untuk mengompresi informasi sebanyak mungkin untuk
membuat pesan sesingkat mungkin. Contoh yang baik untuk ini adalah membuat file
ZIP dari sebuah dokumen. (Beberapa orang tidak menyukai CD karena mereka pikir
musiknya terlalu dikompresi, kehilangan kehangatan yang kita dapatkan dari vinil.)
Ide penting kedua adalah menambahkan beberapa redundansi kembali, tetapi untuk
membuatnya menjadi redundansi yang berguna. Kita ingin menambahkan beberapa
informasi tambahan yang akan membantu memperbaiki kesalahan.

Saat ini, hampir semua transmisi informasi digital menggunakan beberapa bentuk
kode koreksi kesalahan. Ada begitu banyak cara agar sebuah pesan dapat sedikit rusak,
dan diberikan pesan yang sedikit rusak, kita ingin dapat memperbaikinya.

Koreksi kesalahan sangat penting untuk transmisi yang melibatkan qubit. Kita
menggunakan foton dan elektron untuk mengkodekannya. Partikel-partikel ini dapat
berinteraksi dengan seluruh alam semesta dan interaksi yang tidak diinginkan dapat
mengubah keadaan beberapa qubit.

Di bagian ini kita akan melihat kode koreksi kesalahan klasik yang paling dasar dan
kemudian menunjukkan bagaimana kode tersebut dapat dimodifikasi untuk mengirim
qubit.

9.15 Kode Pengulangan

Kode koreksi kesalahan sederhana hanya dengan mengulang simbol yang ingin kita
kirim. Kasus paling sederhana adalah mengulanginya tiga kali. Jika Alice ingin mengi-
rim 0, dia mengirim 000. Jika dia ingin mengirim 1, dia mengirim 111. Jika Bob terus
mendapatkan urutan tiga 0 dan tiga 1, dia menganggap semuanya baik-baik saja. Jika
dia menerima sesuatu yang lain, katakanlah 101, dia tahu bahwa telah terjadi kesala-
han; string seharusnya 000 atau 111. Jika string yang dikirim Alice adalah 000, maka
dua kesalahan pasti telah terjadi. Jika string adalah 111, maka hanya satu kesalahan
yang terjadi. Jika kesalahan sangat kecil kemungkinannya, lebih mungkin terjadi satu
kesalahan, daripada dua kesalahan, jadi Bob mengasumsikan bahwa jumlah kesalahan
paling sedikit telah terjadi dan akibatnya menggantikan 101 dengan 111.

Ada delapan kemungkinan string tiga bit yang bisa diterima Bob. Empat di an-
taranya adalah 000,001,010, dan 100. Bob menerjemahkan semua ini sebagai 000.
Empat string tiga bit lainnya adalah 111,110,101, dan 011. Bob mendekode ini se-
bagai 111. Jika peluang kesalahannya adalah sangat kecil, maka kode pengulangan ini
mengoreksi banyak kesalahan dan mengurangi tingkat kesalahan secara keseluruhan.
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Ini cukup mudah, tetapi kita akan menganalisis apa yang dilakukan Bob dengan cara
yang digeneralisasi untuk qubit. Masalah dengan qubit adalah untuk membacanya,
kita harus mengukurnya, dan itu bisa membuatnya melompat ke keadaan baru. Kita
membutuhkan cara baru untuk menentukan apa yang harus dilakukan Bob. Dia akan
melakukan tes paritas.

Sekarang, anggaplah Bob menerima tiga bit byb;b,. Kita akan melakukan beberapa
perhitungan untuk menunjukkan bit mana, jika ada, yang harus diubah. Bob menghi-
tung by @ by dan by @ b;.

Jumlah pertama memeriksa paritas dari dua bit pertama yaitu, memeriksa apakah
mereka adalah digit yang sama atau tidak. Jumlah kedua melakukan pemeriksaan
paritas pada digit pertama dan ketiga.

Jika ketiga bit sama dengan 0, atau semuanya sama dengan 1, maka dia akan men-
dapatkan 0 untuk kedua jumlah tersebut. Jika tidak semua bit sama, maka dua akan
sama dan yang ketiga akan berbeda. Simbol ketiga inilah yang perlu dibalik dari 0 ke
1, atau dari 1 ke 0.

Bila bo = bl * bz, maka bo @ b1 = (0dan bo @ bz =1.

Bila bo = bz * bl, maka bo @b1 =1dan bo @bz =0.

Bila by # by = b,, makaby®b; =1danby® b, = 1.

Artinya Bob dapat melihat pasangan bit by @ b; dan by ® b,. Jika dia mendapat 00
maka tidak ada yang perlu diperbaiki, jadi dia tidak melakukan apa-apa.

Jika dia mendapat 01, dia membalik b,.

Jika dia mendapat 10, dia membalik b;.

Jika dia mendapat 11, dia membalik by.

Kita melihat bagaimana ide-ide koreksi kesalahan ini dapat dimodifikasi untuk
qubit. Tetapi sebelum kita melakukannya, kita membuat satu pengamatan penting.
Ini mungkin tampak sepele, tetapi itulah yang membuat kode koreksi bit-flip kuantum
berfungsi.

Misalkan Bob menerima string dan ada kesalahan pada bit pertama. Ini berarti dia
telah menerima 011 atau 100. Setelah Bob melakukan tes paritas, dia akan menda-
patkan 11 untuk kedua string dan akan tahu bahwa ada kesalahan pada bit pertama.
Pengamatan utama adalah bahwa tes paritas memberi tahu kami di mana kesalahannya.
Mereka tidak memberi tahu kita apakah itu 0 yang perlu dibalik ke 1, atau 1 yang perlu
dibalik ke 0.

9.16 Koreksi Bit-Flip Kuantum

Alice ingin mengirim qubit 4 |0) + b |1) ke Bob. Ada berbagai jenis kesalahan yang dapat
terjadi, tetapi kita akan membatasi perhatian kita pada bit yang dibalik. Dalam hal ini,
a|0) + b|1) akan diubah menjadia 1) + b|0).

Alice ingin mengirim tiga salinan qubitnya. Ini, tentu saja, tidak mungkin. Teorema
no cloning memberitahu kita bahwa dia tidak dapat membuat salinan. Tapi dia bisa
melakukan apa yang pada dasarnya adalah fan-out klasik dan mengganti |0) dengan
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000 dan [1) dengan 111. Ini dilakukan dengan dua gerbang CNOT. Hal ini ditunjukkan
pada rangkaian di bawah ini.

a0+ bl

toa 000y + AIL1L)

Dia mulai dengan tiga qubit, yang dia ingin enkode dan dua bit tambahan yang
keduanya |0) , jadi keadaan awalnya adalah

(@|0) + b11))10710) = a]0510710) + & [1)]0 |0) .

Gerbang CNOT pertama mengubahnya menjadi a |0)[0) |0) + b [1) [1) |0). Gerbang kedua
memberi kita keadaan yang diperlukan 4 |0) [0) [0) + b[1)[1) [1).

Alice kemudian mengirimkan tiga qubit ke Bob. Tapi salurannya berisik (ada gang-
guan), dan ada kemungkinan qubit dibalik. Bob mungkin menerima qubit yang benar
a|000) + b[111), atau dia mungkin menerima salah satu dari versi yang salah berikut,
a|100) + b1011),4|010) + b|101) atau 2|001) + b|110), yang sesuai dengan kesalahan yang
terjadi pada qubit pertama, kedua, dan ketiga. Dia ingin mendeteksi kesalahan dan
memperbaikinya. Tetapi perhatikan bahwa dia tidak dapat melakukan pengukuran
apa pun pada keadaan yang terjerat ini. Jika dia melakukannya, keadaan segera men-
jadi tidak terjerat dan dia hanya mendapatkan tiga qubit yang merupakan kombinasi
dari beberapa |0) dan [1) nilai 2 dan b hilang, tanpa ada cara untuk memulihkannya.

Sungguh menakjubkan bahwa Bob dapat menentukan bit mana yang dibalik, men-
goreksinya, namun tidak pernah melakukan pengukuran pada tiga qubit yang dikirim
Alice kepadanya! Tapi dia bisa. Dia menggunakan ide pemeriksaan paritas yang kita
gunakan untuk bit klasik.

Dia menambahkan dua qubit tambahan untuk melakukan pemeriksaan paritas.
Sirkuit diberikan di bawah ini.

. ]

l.';u_bi_r_yapg_ ] - I Qubit yang
diterimay | “diterima|”

Qubit paritas

Ini menggunakan empat gerbang CNOT. Dua di kawat keempat digunakan untuk
melakukan perhitungan paritas by ® b;; dua di kawat kelima melakukan perhitungan
by®b,. Reaksi standar pertama saat melihat sirkuitini adalah mengasumsikan bahwa kita
berakhir dengan lima qubit yang terjerat tanpa harapan. Tapi kita telah menggambar
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gambar yang menunjukkan bahwa dua qubit terbawah tidak terjerat dengan tiga qubit
teratas. Bisakah itu benar-benar terjadi?

Misalkan Bob menerima a|cocicz) + b |dod1dz). Pengamatan kuncinya adalah jika ada
kesalahan, maka akan ada kesalahan di kedua cycic, dan dodid,, dan itu akan terjadi
di tempat yang persis sama. Saat kita menerapkan pemeriksaan paritas, kedua string
memberikan hasil yang sama.

Untuk mengilustrasikan apa yang sedang terjadi, mari kita lihat sirkuit Bob, mengabaikan
kabel kelima untuk saat ini. Input untuk empat qubit pertama adalah

(@lcoc1c2) + Dldod1d2)) |0) = alcocrcz) [0) + b |dodrd2) |0) .

Dua gerbang CNOT yang terpasang pada kabel keempat melakukan pemeriksaan par-
itas pada dua digit pertama. Tapi cy @ c; = dy @ dy, jadi empat qubit di sebelah kanan
sirkuit akan berada di salah satu dari dua keadaan. Mereka akan dalam keadaan

alcocic2) [0) + bldodida) |0) = (alcocica) + bldodid>)) |0)
bila co® c; = dy ® d; = 0. Mereka akan dalam keadaan
alcocica) (1) + bldodida) [1) = (alcocica) + bldodidy)) 1)

bila ¢y @ ¢; = dy ®dy = 1. Dalam kedua kasus tsb., qubit keempat tidak terjerat dengan
tiga qubit teratas.
Argumen serupa berlaku untuk qubit kelima. Itu tidak terjerat dengan yang lain.
Ini adalah keadaan |0) bila ¢y & ¢, = dy ® dy = 0 dan keadaan |1) bila ¢ ® ¢ = dy® d; = 0.
Karena dua qubit terbawah tidak terjerat dengan tiga qubit teratas, Bob dapat
melakukan pengukuran pada dua qubit terbawah, dan tiga qubit teratas tidak akan
berubah. Inilah yang dia lakukan:

Jika dia mendapat 00, maka tidak ada yang perlu dikoreksi, jadi dia tidak
melakukan apa-apa.

Jika dia mendapat 01, dia membalik qubit ketiga dengan memasang gerbang
X pada kabel ketiga.

Jika dia mendapat 10, dia membalik qubit kedua dengan memasang gerbang
X pada kabel kedua.

Jika dia mendapat 11, dia membalik qubit pertama dengan memasang ger-
bang X pada kabel pertama.

Hasilnya adalah kesalahan bit-flip dikoreksi dan qubit sekarang kembali ke keadaan
yang dikirim Alice.

Dalam bab ini kita memperkenalkan gagasan gerbang dan sirkuit kuantum. Kita
telah melihat beberapa hal mengejutkan yang dapat kita lakukan hanya dengan beber-
apa gerbang kuantum. Kita juga telah melihat bahwa komputasi kuantum mencakup
semua komputasi klasik. Ini tidak berarti bahwa kita akan menggunakan komputer
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kuantum untuk melakukan komputasi klasik, tetapi ini memberi tahu kita bahwa kom-
putasi kuantum adalah bentuk komputasi yang lebih mendasar.

Topik berikutnya yang kita bahas adalah apakah kita dapat menggunakan sirkuit
kuantum untuk melakukan perhitungan lebih cepat daripada yang dapat dilakukan
dengan sirkuit klasik. Bagaimana cara mengukur kecepatan komputasi? Apakah kom-
puter kuantum selalu lebih cepat daripada komputer klasik? Ini adalah beberapa per-
tanyaan yang kita lihat di bab berikutnya.
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Algoritma kuantum

Deskripsi populer dari algoritma kuantum menggambarkan mereka sebagai jauh lebih
cepat daripada algoritma biasa. Percepatan ini, dijelaskan, berasal dari kemampuan
untuk menempatkan input ke dalam superposisi dari semua input yang mungkin dan
kemudian melakukan algoritma pada superposisi. Akibatnya, alih-alih menjalankan
algoritma hanya pada satu input, seperti yang kita lakukan secara klasik, kita dapat
menjalankan algoritma menggunakan "paralelisme kuantum" pada semua kemung-
kinan input pada saat yang bersamaan. Deskripsi ini sering berakhir pada titik ini. Tapi
ini meninggalkan banyak pertanyaan yang belum terjawab. Tampaknya kita berakhir
dengan banyak kemungkinan jawaban yang saling tumpang tindih. Jika kita melakukan
pengukuran, bukankah kita akan mendapatkan salah satu dari jawaban ini secara acak?
Ada kemungkinan jawaban yang salah jauh lebih besar daripada jawaban yang benar,
jadi bukankah kita lebih cenderung berakhir dengan jawaban yang salah daripada
jawaban yang benar?

Jelas, harus ada lebih banyak algoritma kuantum daripada sekadar menempatkan
segala sesuatu ke dalam superposisi keadaan. Seni nyata dalam membangun algo-
ritma ini adalah kemampuan untuk memanipulasi superposisi ini sehingga ketika kita
melakukan pengukuran, kita mendapatkan jawaban yang berguna. Dalam bab ini,
kita akan melihat tiga algoritma kuantum dan melihat bagaimana mereka mengatasi
masalah ini. Kita akan melihat bahwa tidak setiap algoritma rentan terhadap percepatan
kuantum. Algoritma kuantum bukanlah algoritma klasik yang telah dipercepat. Se-
baliknya, mereka melibatkan ide-ide kuantum untuk melihat masalah dalam cahaya
baru; algoritma bekerja bukan dengan menggunakan kekuatan kasar, tetapi dengan
cara cerdik mengeksploitasi pola dasar yang hanya dapat dilihat dari sudut pandang
kuantum.

Kita akan menjelaskan tiga algoritma secara rinci. Ketiganya adalah eksploitasi
cerdik dari pola matematika yang mendasarinya. Tingkat kesulitan meningkat saat kita
bergerak melalui algoritma. Beberapa buku matematika menggunakan bintang untuk
menunjukkan bagian yang sulit dan bintang ganda untuk menunjukkan bagian yang
sangat sulit. algoritma Deutsch-Jozsa mungkin layak mendapat bintang, dan algoritma

261



262 Algoritma kuantum..

Simon mendapat bintang ganda.

Di akhir bab ini, kita akan berbicara sedikit tentang sifat-sifat yang harus dimiliki
pertanyaan agar algoritma kuantum dapat menyelesaikannya lebih cepat daripada yang
klasik, dan mengapa itu tampak begitu sulit! Tapi pertama-tama kita harus menjelaskan
bagaimana kecepatan algoritma diukur.

10.1 Kompleksitas Kelas P dan NP

Bayangkan bahwa kita diberikan masalah berikut. Kita diberitahu bahwa kitaa tidak
diperbolehkan menggunakan kalkulator atau komputer tetapi harus mengerjakannya
menggunakan kertas dan pensil.

e Tentukan dua bilangan bulat yang lebih besar dari 1 yang hasil perkaliannya sama
dengan 35.

e Tentukan dua bilangan bulat yang lebih besar dari 1 yang hasil perkaliannya sama
dengan 187.

e Tentukan dua bilangan bulat yang lebih besar dari 1 yang hasil perkaliannya sama
dengan 2407.

e Tentukan dua bilangan bulat yang lebih besar dari 1 yang hasil perkaliannya sama
dengan 88631.

Kita tidak akan mengalami banyak kesulitan mengerjakan pertanyaan pertama,
tetapi setiap pertanyaan berikutnya lebih sulit dan akan membutuhkan lebih banyak
langkah dan akibatnya lebih banyak waktu untuk diselesaikan. Sebelum kita menganal-
isis ini secara lebih rinci, pertimbangkan empat masalah lainnya.

e Kalikan 7 dengan 5 dan periksa apakah itu sama dengan 35.

e Kalikan 11 dengan 17 dan periksa apakah itu sama dengan 187.

e Kalikan 29 dengan 83 dan periksa apakah itu sama dengan 2407.

e Kalikan 337 dengan 263 dan periksa apakah itu sama dengan 88631.

Pertanyaan-pertanyaan ini tidak diragukan lagi lebih mudah daripada pertanyaan
pertama. Sekali lagi setiap pertanyaan berikutnya membutuhkan lebih banyak waktu
untuk diselesaikan daripada yang sebelumnya, tetapi jumlah waktu berkembang lebih
lambat. Bahkan pertanyaan keempat membutuhkan waktu kurang dari satu menit
untuk diselesaikan dengan "tangan".

Kita akan menunjukkan jumlah digit dari angka dengan input n, jadi pada himpunan
pertanyaan pertama kita mulai dengan n = 2 dan naik ke n = 5.

Kita akan menyatakan T(n) waktu banyaknya langkah untuk menyelesaikan soal
dengan panjang masukan n. Kompleksitas melihat bagaimana ukuran T(n) tumbuh
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seiring bertambahnya n. Secara khusus, kita menanyakan apakah kita dapat menemu-
kan beberapa bilangan positif k dan p sedemikian rupa sehingga T(n)kn” untuk setiap
nilai n. Jika kita bisa, kita mengatakan bahwa masalah yang kita kerjakan dapat dise-
lesaikan dalam waktu polinomial. Sebaliknya, jika kita dapat menemukan bilangan
positif k dan suatu bilangan ¢ > 1, sehingga T(1n) > kc" untuk setiap nilai , kita katakan
bahwa soal membutuhkan waktu eksponensial. Ingat fakta dasar tentang polino-
mial versus pertumbuhan eksponensial: Dengan waktu yang cukup, sesuatu dengan
pertumbuhan eksponensial akan tumbuh lebih cepat daripada sesuatu dengan pertum-
buhan polinomial. Dalam ilmu komputer, pertanyaan yang dapat diselesaikan dalam
waktu polinomial dianggap dapat diselesaikan, tetapi pertanyaan dengan pertumbuhan
eksponensial tidak. Masalah yang dapat diselesaikan dalam waktu polinomial diang-
gap mudah; mereka yang membutuhkan waktu eksponensial sulit. Dalam praktiknya,
ternyata sebagian besar masalah waktu polinomial melibatkan polinomial dengan dera-
jat kecil, jadi bahkan jika kita tidak memiliki kekuatan komputasi untuk menyelesaikan
masalah dengan nilai n yang besar saat ini, kita harus memilikinya dalam beberapa
tahun. Di sisi lain, dengan masalah waktu eksponensial, setelah ukurannya meningkat
melampaui apa yang dapat kita tangani saat ini, meningkatkan ukuran n bahkan sedikit
lebih menghasilkan masalah yang menjadi jauh lebih sulit dan tidak mungkin dipecah-
kan di masa mendatang.

Mari kita lihat dua rangkaian masalah kita. Rangkaian soal kedua melibatkan me-
ngalikan dua angka bersama-sama, tetapi ini mudah dilakukan. Dengan bertambahnya
n, dibutuhkan lebih banyak waktu, tetapi dapat ditunjukkan bahwa ini adalah masalah
waktu polinomial. Bagaimana dengan rangkaian soal pertanyaan pertama? Jika kita
mencoba mengatasinya, kita mungkin akan percaya bahwa banyaknya waktu yang
dibutuhkan adalah eksponensial dalam 7 dan bukan polinomial dalam 7, tetapi apakah
ini masalahnya? Semua orang berpikir begitu, tetapi, di sisi lain, tidak ada yang mene-
mukan bukti.

Pada tahun 1991, RSA Laboratories memposting tantangan. Ini menyangkut bilan-
ganbesar, yang masing-masing adalah hasil kali dari dua bilangan prima. Tantangannya
adalah memfaktorkan mereka. Mereka berubah dari sekitar 100 digit desimal menjadi
600 digit. Kita tentu saja diizinkan menggunakan komputer! Ada hadiah untuk orang
pertama yang memfaktorkannya. Angka 100 digit difaktorkan dengan relatif cepat,
tetapi angka dengan 300 digit atau lebih masih belum bisa difaktorkan.

Jika suatu masalah dapat diselesaikan dalam waktu polinomial, kita katakan bahwa
masalah tersebut termasuk dalam kelas kompleksitas P. Jadi, masalah yang terdiri dari
mengalikan dua angka menjadi milik P. Misalkan alih-alih menyelesaikan masalah,
seseorang memberi kita jawabannya dan kita hanya memiliki untuk memeriksa apakah
jawabannya benar. Jika proses pengecekan bahwa jawaban benar membutuhkan waktu
polinomial, maka kita katakan masalah tersebut termasuk kelas kompleksitas NP. Istilah
NP berasal dari polinomial nondeterministik, yang pada gilirannya mengacu pada
jenis mesin Turing tertentu yang disebut mesin Turing nondeterministik. Masalah
memfaktorkan bilangan besar ke dalam produk dua bilangan prima termasuk dalam
NP.
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Jelas, memeriksa jawaban yang benar lebih mudah daripada benar-benar mene-
mukan jawabannya, jadi setiap masalah yang ada di P juga ada di NP, tetapi bagaimana
dengan pertanyaan sebaliknya. Apakah setiap masalah NP milik P? Benarkah setiap
pertanyaan yang jawabannya dapat diperiksa dalam waktu polinomial juga dapat dis-
elesaikan dalam waktu polinomial? Kita mungkin berkata pada diri sendiri, "Tentu
saja tidak!" Kebanyakan orang akan setuju bahwa tampaknya sangat tidak mungkin,
tetapi tidak ada yang berhasil membuktikan bahwa P tidak sama dengan NP. Masalah
memfaktorkan sejumlah besar ke dalam produk dua bilangan prima adalah milik NP,
dan kita tidak berpikir itu milik P, tetapi tidak ada yang bisa membuktikannya.

Masalah apakah NP sama dengan P adalah salah satu yang paling penting dalam
ilmu komputer. Pada tahun 2000, Institut Matematika Clay mendaftarkan tujuh "Masalah
Hadiah Milenium", masing-masing dengan hadiah satu juta dolar. Masalah P versus
NP adalah salah satu dari tujuh masalah tsb.

10.2 Apakah Algoritma Kuantum Lebih Cepat Dari Algo-
ritma Klasik?

Kebanyakan ilmuwan komputer kuantum percaya bahwa P tidak sama dengan NP.
Mereka juga berpikir bahwa ada masalah yang ada di NP tetapi bukan P, yang dapat
diselesaikan oleh komputer kuantum dalam waktu polinomial. Ini berarti bahwa ada
masalah yang dapat diselesaikan oleh komputer kuantum dalam waktu polinomial yang
tidak dapat diselesaikan oleh komputer klasik. Untuk membuktikan ini, bagaimana-
pun, melibatkan langkah pertama yang menunjukkan bahwa beberapa masalah milik
NP tetapi tidak untuk P, dan seperti yang telah kita lihat, tidak ada yang tahu bagaimana
melakukan ini. Jadi, bagaimana kita bisa membandingkan kecepatan algoritma kuan-
tum dengan algoritma klasik? Ada dua cara: satu teoretis, yang lain praktis. Cara
teoretis adalah dengan menemukan cara baru untuk mengukur kompleksitas yang
membuatnya lebih mudah untuk membangun bukti. Cara praktisnya adalah dengan
membangun algoritma kuantum untuk memecahkan masalah dunia nyata yang penting
dalam waktu polinomial yang kita yakini, tetapi tidak dapat dibuktikan, bukan milik P.

Contoh dari pendekatan kedua adalah algoritma Shor untuk memfaktorkan hasil
perkalian dari dua bilangan prima. Peter Shor membangun algoritma kuantum yang
bekerja dalam waktu polinomial. Kita percaya, tetapi tidak dapat membuktikan, bahwa
algoritma klasik tidak dapat melakukan ini dalam waktu polinomial. Mengapa itu
penting? Nah, seperti yang akan kita lihat, keamanan Internet kita bergantung pada ini.
Karena itu, di sisa bab ini kita akan mengambil pendekatan pertama yang mendefinisi-
kan cara baru menghitung kompleksitas.
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10.3 Kompleksitas Kueri (Query)

Semua algoritma yang akan kita lihat dalam bab ini berkaitan dengan evaluasi fungsi.
Algoritma Deutsch dan Deutsch-Jozsa mempertimbangkan fungsi yang termasuk da-
lam dua kelas. Kita diberikan fungsi secara acak, dan kita harus menentukan yang
mana dari dua kelas fungsi tersebut. Algoritma Simon menyangkut fungsi periodik
dari tipe khusus. Sekali lagi kita diberikan salah satu fungsi ini secara acak, dan kita
harus menentukan periodenya.

Ketika kita menjalankan algoritma ini kita harus mengevaluasi fungsi. Kompleksitas
kueri menghitung berapa kali kita harus mengevaluasi fungsi untuk mendapatkan jawa-
ban kita. Fungsi ini terkadang disebut kotak hitam atau oracle. Alih-alih mengatakan
bahwa kita sedang mengevaluasi fungsi, kita mengatakan bahwa kita menanyakan ko-
tak hitam atau oracle. Intinya adalah kita tidak perlu khawatir tentang cara menulis
algoritma yang mengemulasi fungsi, jadi kita tidak perlu menghitung jumlah langkah
yang diperlukan fungsi untuk mengevaluasi input. Kita hanya melacak jumlah per-
tanyaan. Inijauh lebih sederhana. Sebagai ilustrasi, kita mulai dengan contoh paling
dasar.

Algoritma Deutsch

David Deutsch adalah salah satu pendiri komputasi kuantum. Pada tahun 1985, ia
menerbitkan makalah penting yang menjelaskan mesin Turing kuantum dan komputasi
kuantum (bisa dilihat di: “Quantum theory, the Church-Turing principle and the univer-
sal quantum computer,” Proceedings of the Royal Society A 400 (1818): 97-117.). Makalah
ini juga menyertakan algoritma berikut yang pertama menunjukkan bahwa algoritma
kuantum bisa lebih cepat daripada algoritma klasik.

Masalahnya menyangkut fungsi hanya satu variabel. Inputnya bisa berupa 0 atau 1.
Outputnya juga hanya mengambil nilai 0 atau 1. Ada empat fungsi ini yang akan kita

nyatakan fy, f1, f>, dan fs:

Fungsi f, mengirimkan kedua input ke 0; yaitu, fo(0) = 0 dan fy(1) = 0.
Fungsi f; mengirim 0 ke 0 dan 1 ke 1; yaitu, f,(0) = 0 dan f1(1) = 1.
Fungsi f, mengirim 0 ke 1 dan 1 ke 0; yaitu, f,(0) =1 dan f,(1) = 0.
Fungsi f; mengirim 0 ke 1 dan 1 ke 1; yaitu, f3(0) = 1 dan f3(1) = 1.

Fungsi f, dan f; disebut fungsi konstan. Output adalah nilai yang sama untuk
kedua input output konstan. Suatu fungsi disebut seimbang jika mengirimkan setengah
inputnya ke 0 dan setengah lainnya ke 1. Baik f; dan f, seimbang.

Pertanyaan yang diajukan Deutsch adalah: Diberikan salah satu dariempat fungsiini
secara acak, berapa banyak evaluasi fungsi yang harus kita lakukan untuk menentukan
apakah fungsi itu konstan atau seimbang? Penting untuk memahami apa yang kita
tanyakan. Kita tidak tertarik pada yang mana dari empat fungsi yang kita miliki, tetapi
hanya pada apakah fungsi yang diberikan konstan atau tidak.
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Analisis klasiknya adalah sebagai berikut. Kita dapat mengevaluasi fungsi yang
diberikan pada 0 atau 1. Misalkan kita memilih untuk mengevaluasinya dengan mema-
sukkan 0, maka ada dua kemungkinan hasil baik kita mendapatkan 0 atau kita menda-
patkan 1. Jika kita mendapatkan 0, yang semua kita tahu adalah f(0) = 0. Fungsinya
bisa berupa f; atau f;. Karena yang satu konstan dan yang lain seimbang, kita dipaksa
untuk mengevaluasi fungsi kita lagi untuk memutuskan di antara keduanya. Secara
klasik, untuk menjawab pertanyaan, kita harus memasukkan 0 dan 1 ke dalam fungsi.
Kita perlu membuat dua evaluasi fungsi.

Sekarang kita melihat versi kuantum dari pertanyaan tersebut. Pertama, kita mem-
bangun gerbang yang sesuai dengan empat fungsi. Gambar berikut menggambarkan
gerbang, di mana kita dapat mengambil angka 0, 1, 2, atau 3.

X}

|y} — — |y @& f(x))

Ini menyatakan bahwa:

Jika kita memasukkan |0) ® |0), ini menghasilkan |0) ® | £i(0)).
Jika kita memasukkan |0) ® |1), ini menghasilkan |0) ® | fi(0)® 1).
Jika kita memasukkan |1) ® |0), ini menghasilkan |1) ® | fi(1)).
Jika kita memasukkan |1) ® |1), ini menghasilkan |1) ® | fi(l)®1).

Perhatikan bahwa untuk setiap 7, salah satu dari f;(0) dan f;(0) ® 1 sama dengan 0
dan yang lainnya sama dengan 1, dan salah satu dari fi(1) dan fi(1) ® 1 sama dengan
0 dan yang lainnya sama dengan 1. Ini berarti bahwa empat keluaran selalu memberi
kita elemen basis standar, memberi tahu kita bahwa matriks yang mewakili gerbang
kita adalah ortogonal sehingga kita benar-benar memiliki gerbang.

Meskipun kita memasukkan dua bit informasi dan mendapatkan dua bit sebagai
output, informasi yang diberikan gerbang ini untuk bit klasik, |0) dan [1) sama persis
dengan fungsi yang dievaluasi pada 0 dan 1. Qubit teratas persis seperti yang kita
masukkan, jadi bagian dari output itu tidak memberi kita informasi baru. Pilihan |0)
dan |1) untuk input kedua memberi kita pilihan output kedua yang memberi kita fungsi
yang dievaluasi pada ket input atas atau jawaban sebaliknya. Jika kita tahu salah satu
dari jawaban ini, kita tahu yang lain.

Pertanyaan komputasi kuantum yang sesuai dengan pertanyaan klasik adalah:
Diberikan salah satu dari empat gerbang ini secara acak, berapa kali kita harus meng-
gunakan gerbang untuk menentukan apakah fungsi dasar f; konstan atau seimbang?

Jika kita membatasi hanya memasukkan |0) dan [1) ke dalam gerbang, analisisnya
persis sama seperti sebelumnya. Kita harus menggunakan gerbang dua kali. Tetapi

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



Kompleksitas Kueri (Query).. 267

David Deutsch menunjukkan bahwa jika kita diizinkan memasukkan qubit yang men-
gandung superposisi |0) dan [1), gerbang hanya perlu digunakan sekali. Untuk menun-
jukkan ini, ia menggunakan sirkuit berikut.

F

Simbol pengukuran kecil di ujung kanan kabel atas berarti kita akan mengukur
qubit ini. Kurangnya simbol pengukuran pada kabel kedua memberi tahu kita bahwa
kita tidak akan mengukur qubit keluaran kedua. Mari kita lihat bagaimana sirkuit ini
bekerja.

Qubit |0) ® [1) adalah input. Mereka melewati gerbang Hadamard, yang menem-
patkan mereka di keadaan

1 1 1
@(I@ +]1))® @(I@ — 1) = 5(100) =01} + [10) - [11)).

Ini kemudian melalui gerbang F;. Keadaan menjadi

210 8]0y -0 8 |50 @ 1) + D & i) - e |f1) 8 1)

Ini dapat diatur ulang sehingga memberikan:

1
5 (0 & ([f) - |foe D)+ D e (W) -1 e)).

Kita sekarang membuat pengamatan bahwa | 1(0)) — | fi(0) ®1) adalah |0) — |1) atau
I1) — |0) tergantung pada apakah f;(0) adalah 0 atau 1, Tapi kita bisa pintar tentang ini
dan menulis

|£:(0)) = [£(0) @ 1) = (-1)/@(|0) — [1)).

Kita juga menyimpulkan bahwa

(1)) - [ @ 1) = (1) D(0) - [1)).

Keadaan qubit kita setelah melewati gerbang F; kemudian dapat ditulis sebagai

(10 ® ((=1)#@(10) — [1)) + 1y & ((-1)/V(10) - [1))))

NI

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



268 Algoritma kuantum..

Kita dapat mengatur ulang ini untuk mendapatkan

2 (D010 © (0 - 1) + (-1 )y @ (0) - 1),

kemudian
(1)@ 10y + (-1)/D 1)) @ (0} - 1)),

NI

dan akhirnya
% (1 [0y + (<1 1)) & % (0) - 1) .
Ini menunjukkan bahwa kedua qubit tidak terjerat, dan qubit teratas memiliki keadaan
1
2

Selanjutnya, kita periksa keadaan ini untuk masing-masing dari empat kemungkinan
untuk f;.

(1 @10y + (-1 1))

Untuk f), kita mempunyai f,(0) = fo(1) = 0, sehingga qubitnya adalah
L(0) + I1)).

Untuk f;, kita mempunyai f,(0) = 0 dan £,(0) = 1, sehingga qubitnya adalah
(10 =11)).

Untuk f,, kita mempunyai f,(0) = 1 dan £,(0) = 0, sehingga qubitnya adalah
110y - ).

Untuk f;, kita mempunyai f3(0) = f3(1) = 1, sehingga qubitnya adalah
10y + ).

Langkah selanjutnya dalam rangkaian ini adalah mengirim qubit kita melalui ger-
bang Hadamard. Gerbang ini mengirimkan %(IO) + |1)) ke |0) dan %(IO) — 1)) ke |1).
Jadi kita tahu:

Bila i = 0, qubitnya adalah |0).
Bilai = 1, qubitnya adalah [1).
Bila i = 2, qubitnya adalah —|1).
Bila i = 3, qubitnya adalah — |0).

Jika sekarang kita mengukur qubit dalam basis standar, kita akan mendapatkan 0
jika i adalah 0 atau 3, dan kita akan mendapatkan 1 jika i adalah 1 atau 2. Tentu saja, fy
dan f; adalah fungsi konstan dan f; dan f, adalah seimbang. Jadi, jika setelah mengukur
kita mendapatkan 0, kita tahu dengan pasti bahwa fungsi aslinya adalah konstan. Jika
kita mendapatkan 1, kita tahu bahwa fungsi aslinya seimbang.

Akibatnya, kita hanya perlu mengajukan satu pertanyaan versus dua kepada ora-
cle. Untuk masalah Deutsch ada sedikit percepatan menggunakan algoritma kuantum.
Algoritma ini tidak memiliki aplikasi praktis yang nyata, tetapi, seperti yang kita catat
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sebelumnya, ini adalah contoh pertama yang membuktikan bahwa ada algoritma kuan-
tum yang lebih cepat daripada yang klasik.

Kita akan melihat dua algoritma kuantum lainnya secara rinci. Keduanya melibatkan
memasukkan sejumlah qubit dan kemudian mengirim masing-masing melalui gerbang
Hadamard. Kita memperkenalkan lebih banyak matematika untuk membantu menjaga
deskripsi banyak qubit dalam superposisi agar tidak terlalu berat.

10.4 Hasil kali Kronecker dari Matriks Hadamard

Kita tahu bahwa matriks untuk gerbang Hadamard diberikan oleh

1 1
H:hﬁ @]:1[1 11'
v vl ov2lb At

Ini memberitahu kita bahwa

e 1) e e H e

w5t 30

Misalkan kita memasukkan dua qubit dan mengirim keduanya melalui gerbang Hadamard.
Empat basis vektor akan dikirim sebagai berikut:
|0) ® |0) dikirim ke
1 1
7% |1>) = §(|OO> +101) +[10) + [11)).

1 1 1
0+ —1 10
( 2|>+ 2|>)®( 2|>+\/—

w e\
|0) ® 1) dikirim ke

1 1 1 1 1
— [0y + — 1)) ® [ —= 10) — —= 1)) = =(100) — [01) + [10) — [11)).
(\5|>+\5| >)®(\/§|> \/§|>) 5100y —101) + 10 — [11))

1) ® |0) dikirim ke

1 1 1 1 1
— 0y - —=[1)|® [—=10) + —= 1) ] = 5(100) + [01) — [10) — [11)).
(\/E” \/§|>)®(\/§|>+\/§|>) 5(100) +101) - 110 — [11))

1) ® |1) dikirim ke

1 1 1 1 1
—0) — —|1 —0) = —[1)| = =(|00) —[01) — |10} + [11)).
(«ﬁ” ﬁ'>)®(ﬁ'> «/E”) 2100 = 0D =10+ 111)
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Ingatlah bahwa kita dapat menulis segala sesuatu dalam bentuk ket dimensi empat.
Empat pernyataan sebelumnya ekivalen dengan mengatakan:

1 1

0 e 111
0 dikirim ke Atk
0 1
o1 11
1 e -1
0 dikirim ke = 11
0] [—1]
o1 11
0 e 1

1 dikirim ke = 1l
0] [—1]
o1 11
0 e -1
0 dikirim ke = 1l
1) [ 1]

Ini adalah deskripsi dari basis ortonormal yang dikirim ke basis ortonormal lain. Jadi,
kita dapat menulis matriks yang sesuai dengan ini. Kita menotasikan matriks baru ini
dengan H*?, dalam hal ini

11 1 1
1 -1 1 -1

& _ 1L

H™=211 1 1 41|
1 -1 -1 1

Ada pola yang mendasari matriks ini yang melibatkan H.

A L 4 L
11 1 1 P4 [Yﬁ @}
e 11 -1 1 <11 b el e el e s
a1 -1 TGl o ot 2|H -H|
11 i
V2 V2l V2 W2

Pola ini berlanjut. Matriks yang sesuai dengan memasukkan tiga qubit dan mengirim
ketiganya melalui gerbang Hadamard dapat ditulis menggunakan H®?, sehingga dida-
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pat
H®3 B 1 |H®2 H®2
- \/E H®2 _H®2
T 1 1 171 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
|11 -1 -1 -1 -1
2V2{;1 1 1 1] po1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 |1 1 -1 -1
1 -1 -1 1] 1 -1 -1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
11 -1 -1 1 1 -1 -1
1|11 -1 -1 1 1 -1 -1 1
Tooa21 1T 11 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
11 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

Ketika n meningkat, matriks ini dengan cepat menjadi besar, tetapi selalu benar bahwa

H®ﬂ 3 L H®(n—1) H®(n—1)
- \/E H®(n—1) _H®(n—1) s

dan ini memberi kita rumus rekursif yang memungkinkan kita menghitungnya dengan
cepat. Hasil perkalian matriks yang memberi tahu kita cara bekerja pada produk tensor
ini disebut hasil perkalian Kronecker.

10.5 Algoritma Deutsch-Jozsa

Algoritma Deutsch melihat fungsi dari satu variabel. Kita diberi salah satu dari ini dan
harus menentukan apakah itu fungsi konstan atau seimbang. Masalah Deutsch-Jozsa
adalah generalisasi dari ini.

Kita sekarang memiliki fungsi dari n variabel. Input untuk masing-masing variabel
ini, seperti sebelumnya, dapat berupa 0 atau 1. Outputnya adalah 0 atau 1. Kita
diberitahu bahwa fungsi kita adalah konstan semua input dikirim ke 0, atau semua
input dikirim ke 1 atau seimbang setengah input dikirim ke 0 dan setengah lainnya ke 1.
Jika kita diberikan salah satu fungsi ini secara acak, berapa banyak evaluasi fungsi yang
kita perlukan untuk menentukan apakah fungsi tersebut termasuk kelompok konstan
atau ke kelompok seimbang?
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Sebagai ilustrasi, kita mempertimbangkan kasus ketika n = 3. Fungsi kita membu-
tuhkan tiga input, yang masing-masing dapat mengambil dua nilai. Ini berarti ada 23,
atau 8, kemungkinan input:

0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1).

Secara klasik, misalkan kita mengevaluasi f(0, 0, 0) dan mendapatkan jawaban bahwa
£(0,0,0) = 1. Kita tidak dapat menyimpulkan apa pun dari informasi ini saja, jadi kita
meminta evaluasi fungsi lain, katakanlah £(0, 0, 1). Jika kita mendapatkan £(0,0,0) = 0,
maka kita selesai. Kita tahu bahwa fungsi tidak dapat konstan, sehingga harus se-
imbang. Di sisi lain, jika kita mendapatkan f(0,0,0) = 1, kita tidak dapat menyim-
pulkan apa pun dari dua informasi yang kita miliki. Dalam skenario terburuk, kita bisa
mendapatkan jawaban yang sama untuk empat pertanyaan pertama dan masih belum
bisa menjawab pertanyaan itu. Misalnya, dari fakta bahwa f(0,0,0) = 1, f(0,0,1) =
1,/(0,1,0) = 1, f(0,1,1) = 1 kita tidak dapat menentukan apakah fungsi tersebut se-
imbang atau tidak. Kita perlu mengajukan satu pertanyaan lagi. Jika jawaban untuk
pertanyaan berikutnya juga 1, maka kita tahu fungsinya konstan. Jika jawabannya 0,
maka kita tahu fungsinya seimbang.

Analisis ini bekerja secara umum. Diberikan fungsi dari n variabel, akan ada 2"
string input yang mungkin. Dalam skenario kasus terbaik kita dapat memperoleh
jawaban hanya dengan dua pertanyaan untuk oracle, tetapi dalam kasus terburuk itu
akan membawa kita 2"~! + 1 pertanyaan. Karena n — 1 muncul sebagai eksponen, fungsi
tersebut eksponensial. Dalam kasus terburuk itu membutuhkan sejumlah eksponensial
pertanyaan ke oracle. Algoritma Deutsch-Jozsa adalah algoritma kuantum yang hanya
membutuhkan satu pertanyaan untuk oracle, jadi percepatannya sangat besar!

Langkah pertama, seperti dalam semua pertanyaan ini, adalah mendeskripsikan
oracle. Untuk setiap fungsi, kita perlu membuat matriks ortogonal yang menangkap
esensi fungsi. Kita hanya menggeneralisasi konstruksi kita sebelumnya.

Diberikan sebarang fungsi f(xo, x1, . . ., X,—1) yang memiliki n input boolean dan hanya
memiliki satu output boolean, kita membangun gerbang F yang diberikan oleh rangka-
ian berikut, di mana garis miring dengan n di garis atas menunjukkan bahwa kita
memiliki 7 kabel yang paralel.

Ingat bahwa rangkaian ini memberi tahu kita apa yang terjadi ketika masing-masing
ket, |x;), adalah O atau 1. Input terdiri dari n+1 ket, |xo), [x1), ..., |x,—1) dan |y), di manan
pertama sesuai dengan variabel fungsi. Outputnya juga terdiri dari n + 1 ket, n pertama
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yang persis sama dengan input ket. Output terakhir adalah ket | f(x0,x1,...,%,-1)) bila
y = 0 dan ket dari nilai boolean lainnya ketika y = 1.

Langkah selanjutnya setelah menjelaskan cara kerja fungsi kotak hitam adalah mem-
berikan rangkaian kuantum yang menggabungkan fungsi ini. Ini adalah generalisasi
alami dari sirkuit yang digunakan untuk algoritma Deutsch: semua qubit teratas mele-
wati gerbang Hadamard di kedua sisi kotak hitam.

100....0) ——F— g7} — A ) R S

Seperti sebelumnya, kiya akan menganalisis apa yang dilakukan sirkuit ini selangkah
demi selangkah. Kita menunjukkan kasus ketika n = 2, hanya untuk membuat halaman
terlihat sedikit tidak berantakan, tetapi setiap langkah yang kita lakukan bekerja dengan
cara yang persis sama untuk setiap nilai n.

Langkah 1. Qubit Melewati Gerbang Hadamard

Sebanyak n input teratas semuanya 0. Untuk n = 2, ini adalah 00. Perhitungan berikut
menunjukkan apa yang terjadi.

11 1 171 1
111 -1 1 -1ffo|_1|1|_1
®2 _ 1 i - =
H200 =211 7 4 Z1l ol = 31| = 3000 +101) +120) + [11)).
1 -1 -1 1|0 1

Ini memberikan superposisi dari semua keadaan yang mungkin; masing-masing basis
memiliki amplitudo probabilitas yang sama (1/2 dalam kasus ini).

(Perhitungan ini bekerja untuk sebarang nilai n. Setelah n qubit melewati H*" mereka
berada dalam superposisi dari semua keadaan yang mungkin, yang masing-masing

memiliki amplitudo probabilitas yang sama: (1/ V2)m)
Entri bawah hanya [1) . Ini menjadi (1/ V2|0)—1/ V2|1)) 1) setelah melewati gerbang
Hadamard. Pada tahap ini, tiga qubit input kami akan berada dalam keadaan berikut.

%(|00> +101) +[10) + [11)) ® (1/ V2[0) - 1/ V2 [1)) [1)).
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Kita akan tulis ini sebagai

ﬁ 00) ® (10) - 1))
+$ 01) ® (10) - [1))
+2%5 10)® (10) - 1))
+2%ﬁ 1) & (10) - 1)).

Langkah 2. Qubit Melewati Gerbang F

Setelah melewati gerbang F qubit akan berada dalam keadaan berikut.

1
75 0e (If0,0) - |f0O.0 @ 1))

1
500 e (IFo.ny~|fO.De1)

1
+—5108(|/0,0)-|f0.021)

1
+— s (fan-[anen).

Kita sekarang menggunakan fakta bahwa jika a adalah 0 atau 1, kita memiliki yang
berikut:
@) =1a) &1 = (=1)"(10) - 1))

untuk menulis ulang keadaan sebagai

1 1
~1)/09= 100y ® — ([0y — |1
D051 >®\/§(I> 1))

HE1YOVZ01) & —= (0) - 1)

V2

HE1Y092 110y —= (0) - 11)

V2

HEDIIZ D @ == (0) - 11).

V2

Seperti sebelumnya, ini menunjukkan bahwa qubit bawah tidak terjerat dengan qubit
atas. Kita hanya melihat dua qubit teratas. Dua teratas ini dalam keadaan:

2 (4199100 + (=170 01) + (=109 [10) + (-1)/0 1)
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(Argumen yang kita gunakan bekerja untuk n yang umum. Pada tahap ini kita memper-
oleh keadaan yang merupakan superposisi dari semua basis ket. Setiap ket, |xox; - - - x,-1)

dikalikan dengan (1/ V2)"(—1)/Co%1--%-1) )

Langkah 3. Qubit Atas Melewati Gerbang Hadamard

Metode standar adalah mengubah keadaan kita menjadi vektor kolom dan kemudian
mengalikannya dengan produk Kronecker yang sesuai dari matriks Hadamard. Ini
memberikan:

1 1 1 17100

1 -1 1 -=1f[(=1/ODb

1 1 -1 =1} [(-D)/e0)

1 -1 -1 1][(-1)yaD

Namun, kita tidak akan menghitung semua entri dalam vektor kolom yang dihasilkan.
Kita hanya akan menghitung entri teratas. Entri ini berasal dari mengalikan bra yang
sesuai ke baris atas matriks dengan ket yang diberikan oleh vektor kolom. Dengan

demikian kita mendapatkan
411 ((_1)f(0,0) + (=1)fOD 4 (—=1)/00 4 (_1)f(1,1)).

Ini adalah amplitudo probabilitas dari ket |00). Kita menghitung amplitudo ini untuk
fungsi yang mungkin.
Jika f konstan dan mengirimkan semuanya ke 0, amplitudo probabilitas adalah 1.
Jika f konstan dan mengirimkan semuanya ke 1, amplitudo probabilitas adalah —1.
Untuk fungsi seimbang, amplitudo probabilitas adalah 0.

Langkah 4. Ukur Qubit Teratas

Ketika kita mengukur qubit teratas, kita akan mendapatkan salah satu dari 00, 01, 10,
atau 11. Pertanyaannya menjadi "apakah kita mendapatkan 00?" Jika fungsinya konstan,
maka kita akan melakukannya dengan probabilitas 1. Jika fungsinya seimbang, kita
dapatkan dengan probabilitas 0. Jadi, jika hasil pengukuran memberikan 00, kita tahu
fungsi kita konstan. Jika hasilnya tidak 00, maka fungsinya seimbang.

Analisis bekerja untuk n yang umum. Tepat sebelum kita mengukur qubit, ampli-
tudo probabilitas untuk |00 - - - 0) adalah

1 ((_1)f(0,0,,.,,0) +(=1)f00-D 4y (_1)f(1,1,.‘.,1))‘
21’1
Seperti n = 2, bilangan ini akan menjadi +1 jika f konstan dan 0 jika f seimbang. Jadi,

jika setiap pengukuran memberikan 0, fungsinya konstan. Jika setidaknya salah satu
pengukuran adalah 1, fungsi tersebut seimbang.
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Akibatnya, kita dapat memecahkan masalah Deutsch-Jozsa untuk sebaramg nilai
n hanya dengan satu penggunaan rangkaian. Kita hanya perlu mengajukan satu per-
tanyaan kepada oracle. Ingat dalam kasus klasik, bahwa dalam kasus terburuk diper-
lukan 2"~! + 1 pertanyaan, sehingga peningkatannya dramatis.

10.6 Algoritma Simon

Dua algoritma yang telah kita lihat sejauh ini tidak biasa karena kita mendapatkan
jawaban akhir dengan pasti setelah hanya satu kueri. Kebanyakan algoritma kuantum
menggunakan campuran algoritma kuantum dan algoritma klasik; mereka melibatkan
lebih dari satu penggunaan sirkuit kuantum; dan mereka melibatkan probabilitas. Al-
goritma Simon berisi semua komponen ini. Namun, sebelum kita menjelaskan algo-
ritma, kita perlu mendiskusikan masalah yang sedang ditangani, dan sebelum kita dapat
melakukannya, kita perlu memperkenalkan cara baru untuk menambahkan string biner.

Penambahan Bitwise dari String Modulo 2

Kita mendefinisikan sebagai eksklusif atau XOR, atau, secara ekivalen, sebagai modulo
2 terhadap operasi tambah. Ingat

00=0,001=1,100=1,101=0.

Kita memperluas definisi ini ke penambahan string biner dengan panjang yang sama
dengan rumus:
dopdq "'an®bob1"'bn = CoC1 " Cy,

denganc;=a;®b;, i=1,2,...,n.
Ini seperti melakukan penambahan dalam biner, tetapi mengabaikan carry apa pun.
Berikut adalah contoh konkret dari penambahan bitwise:

1101
@ 0111
1010

Pernyataan Masalah Simon

Kita memiliki fungsi f yang mengirimkan string biner dengan panjang n ke string biner
dengan panjang n. Ini memiliki sifatbahwa ada beberapa string biner rahasia s, sehingga
f(x) = f(y) jika dan hanya jika y = x atau y = x @ s. Kita tidak mengizinkan s menjadi
string yang seluruhnya terdiri dari beberapa 0; ini memaksa pasangan string input yang
berbeda untuk memiliki string output yang sama. Masalahnya adalah menentukan
string rahasia s. Sebuah contoh harus membuat semua ini jelas.
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Kita akan mengambil n = 3, jadi fungsi kita f akan mengambil string biner dengan
panjang 3 dan memberikan string biner lainnya dengan panjang 3. Misalkan string
rahasia adalah s = 110. Sekarang

000® 110 = 110, 001 © 110 = 111, 010® 110 = 100, 011 & 110 = 101
100® 110 = 010, 101110 =011, 110 110 = 000, 111 ® 110 = 001

Akibatnya, untuk nilai s ini, kita mendapatkan pasangan berikut:

£(000) = £(110), £(001) = £(111), £(010) = £(100), £(011) = £(101)
Suatu fungsi dengan sifat ini adalah:

£(000) = £(110) = 101, £(001) = f(111) = 010,
£(010) = £(100) = 111, £(011) = £(101) = 000.

Sekarang, tentu saja, kita tidak tahu fungsi f atau string rahasia s: Kita ingin mencari
s. Pertanyaannya adalah berapa banyak evaluasi fungsi yang perlu dilakukan untuk
menentukan string ini?

Kita terus mengevaluasi fungsi f pada string. Kita berhenti segera setelah kita men-
dapat jawaban berulang. Setelah kita menemukan dua string input yang memberikan
output yang sama, kita dapat segera menghitung s.

Misalnya, jika kita menemukan bahwa f(011) = f(101), maka kita tahu bahwa 101 =
011 @ sps152. Menggunakan fakta bahwa 011 @ 011 = 000, maka sps15, = 011 © 101 = 110.

Berapabanyak evaluasi yang harus kita buat dengan menggunakan algoritma klasik?
Kita memiliki delapan string biner. Dimungkinkan untuk mengevaluasi empat dari
ini dan mendapatkan empat jawaban yang berbeda, tetapi dengan evaluasi kelima
kita dijamin mendapatkan pasangan. Secara umum, untuk string dengan panjang
n, ada 2" string biner dan, dalam kasus terburuk, kita perlu 21 4 1 evaluasi fungsi
untuk mendapatkan pengulangan. Jadi, dalam kasus terburuk, kita perlu mengajukan
pertanyaan oracle 2" + 1.

Sebelum kita melihat algoritma kuantum, kita perlu melihat produk Kronecker dari
matriks Hadamard sedikit lebih detail.

10.7 Hasil Perkalian Titik dan Matriks Hadamardard

Diberikan dua string biner, a = aga; - --a,-1 dan b = byb; - - - b, dengan panjang yang
sama, kita mendefinisikan perkalian titik dengan

a-bdZEfaOXbo@alXbl@"'@an—lan—l/

di mana X menunjukkan perkalian yang biasa kita lakukan.
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Jadi, misalnya, jika a = 101 dan b = 111, maka a-b? = 1©0® 1 = 0 Operasi ini
dapat dianggap sebagai mengalikan suku-suku barisan yang bersesuaian, kemudian
menjumlahkan dan akhirnya menentukan apakah jumlahnya ganjil atau genap.

Dalam ilmu komputer, kita sering mulai menghitung dari 0, jadi alih-alih menghi-
tung dari 1 hingga 4, kita menghitung dari 0 hingga 3. Juga, kita sering menggunakan
biner. Angka 0,1,2, dan 3 diwakili dalam biner oleh 00, 01, 10, 11. Diberikan matriks
berukuran 4 X 4, kita akan memberi label pada kedua baris dengan angka-angka ini,
seperti yang ditunjukkan di sini:

00 01 10 11

oo [* > *
01 * *
10 * * *
TR .

Posisi entri dalam matriks ini diberikan dengan mencantumkan baris dan kolom
tempat entri tersebut muncul. Jika kita membuat entri pada baris ke-i dan kolom ke-j
menjadi i - j, kita mendapatkan matriks berikut.

00 01 10 11
o [0 0 0 0
on |0 1 0 1
w0 o 1 1
1 |0 1 1 0

Bandingkan matriks ini dengan H®?. Perhatikan bahwa entri-entri yang merupakan
1 dalam matriks perkalian titik kita berada pada posisi yang persis sama dengan entri-
entri negatif pada H*2. Menggunakan fakta bahwa (-1)° = 1 dan (-1)! = -1, kita dapat
menulis
(_1)00-00 (_1)00-01 (_1)00-10 (_1)00-11
1 (_1)01-00 (_1)01-01 (_1)01-10 (_1)01-11
= E (_1)10-00 (_1)10-01 (_1)10-10 (_1)10-11
(_1)11~00 (_1)11~Ol (_1)11~10 (_1)11~1l

H®2

Metode menemukan di mana entri positif dan negatif berlaku secara umum; misalnya,
jika kita ingin entri H*® yang ada di baris dengan angka 101 dan kolom dengan angka
111, kita menghitung hasil kali titik dan mendapatkan hasilnya 0. Ini memberitahu kita
bahwa entri akan positif.

10.8 Matriks Hadamard dan Masalah Simon

Sekarang kita tahu bagaimana menemukan entri hasil kali Kronecker dari matriks
Hadamard, kita akan menggunakan pengetahuan ini untuk melihat apa yang terjadi
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ketika kita menambahkan dua kolom dari salah satu hasil kali ini. Kita akan menam-
bahkan dua kolom yang dipasangkan dengan string rahasia s yang diberikan dalam
masalah Simon. Jika satu kolom diberi label oleh string b, kolom lainnya akan diberi
label b @ s . Kita akan menambahkan dua kolom ini bersama-sama.

Sebagai ilustrasi, kita akan bekerja dengan string dengan panjang 2, dan misalkan
string rahasia adalah 10. Kita akan menambahkan kolom 00 hingga 10, atau kolom 01

hingga 11.
Berikut adalah H®2.
1 1 1 1
1{1 -1 1 -1
e _ L
H™ = 21 1 -1 -1f
1 -1 -1 1
Menambahkan kolom 00 ke 10 memberikan:
1 1 2
1 1] 111 1|2
211 2(-1 210"
1 -1 0

1 1 2
1]-1f 1([-1 1]1-2
= + = == :
2|1 -1 210

-1 1 0

Perhatikan bahwa beberapa amplitudo probabilitas semakin diperkuat dan beberapa
dibatalkan. Apa sebenarnya yang terjadi di sini?
Cukup mudah untuk memeriksa bahwa produk dan penambahan bitwise mematuhi

hukum eksponen biasa.
(_1)u~b€Bs — (_1)u~b(_1)u~s.

Ini memberitahu kita bahwa (-1)*"® dan (—1)*’ akan sama jika a - s = 0, dan bahwa
(-1)*"®* dan (-1)** akan memiliki tanda yang berlawanan jika a - s = 1. Kita dapat
meringkasnya sebagai berikut:

(1) 4 (-1 = +2, bila a-s=0
(-1)™® 4+ (=1)** =0, bila a-s=1

Ini memberitahu kita bahwa ketika kita menambahkan dua kolom yang diberikan oleh
bdan b @ s, entri pada baris a4 akan menjadi 0 jika 2 - s = 1, dan akan menjadi 2 atau —2
jika a -s = 0. Secara umum, entri dibatalkan pada baris yang diberi label dengan string
yang memiliki hasil kali titik 1 dengan string s.

Melihat kembali contoh kita, alasan bahwa dua entri terbawah adalah 0 adalah karena
baris ini memiliki label 10 dan 11 dan keduanya memiliki hasil kali titik 1 dengan string
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rahasia kita s. Entri bukan nol terjadi pada baris dengan label 00 dan 01 dan keduanya
memiliki hasil kali titik titik 0 dengan s.

Kita sekarang memiliki informasi yang diperlukan untuk memahami sirkuit kuan-
tum untuk masalah Simon. Ini akan memberi kita string yang hasil kali titiknya dengan
string rahasia s adalah 0. Ini akan melakukannya dengan menambahkan dua kolom
matriks Hadamard. Mari kita lihat cara kerjanya.

10.9 Sirkuit Kuantum untuk Masalah Simon

Hal pertama adalah membangun kotak hitam gerbang yang bertindak seperti f. Sirkuit
berikut memberikan konstruksi.

Kita dapat menganggap ini sebagai memasukkan dua string yang terdiri dari 0 dan
1, yang keduanya memiliki panjang yang sama. String atas tidak berubah. String bawah
adalah fungsi yang dievaluasi pada string atas yang ditambahkan sedikit demi sedikit
ke string bawah.

Rangkaian berikut memberikan rangkaian untuk algoritma.

n ] ] i

00....0) —# e ——A

0., 00 A i

Kita akan mengilustrasikan apa yang terjadi pada kasus n = 2. Semua yang kita
lakukan digeneralisasikan secara langsung untuk n yang umum.

Langkah pertama terdiri dari qubit di register teratas yang melewati gerbang Hada-
mard. Ini sekarang akan terlihat familier. Dua qubit teratas awalnya dalam keadaan [00),
sedangkan setelah melewati gerbang Hadarmard mereka akan berada dalam keadaan

%qoo) +(01) + [10) + [11)).

Dua qubit terbawah tetap dalam keadaan |00) . Jadi, pada tahap ini keempat qubit
dalam keadaan:

%(IOO) ®00) + |01) ® [00) + |10) ® |00) + |11) ® |00)).
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Hal berikutnya yang terjadi adalah qubit melewati gerbang F. Ini mengubah keadaan
menjadi:

% (100) ® |£(00)) + [01) @ | £(01)) + [10) ® | f(10)) +[11) ® | £(11))).

Qubit teratas sekarang melewati gerbang Hadamard, yang mengubah keadaan menjadi:
i(|oo> +101) + [10) + [11)) ® | £(00))
+411(|00> —101) + [10) — [11)) ® | f(O1))
“&('00) +101) — [10) — [11)) ® | £(10))
+i(|oo> —101) — [10) + [11)) ® | f(11)}.

Pola tanda + dan — berasal dari matriks untuk H*?. Kita sekarang mengatur ulang
istilah, memecahkan dua qubit pertama, yang menghasilkan sebagai berikut:

3100y (|£(00)) + |01 + |£10)) +|f11))

J& 01) ® (|£(00)) - |£(01)) + | £(10)) - | F(11)))

J& 110) ® (|£(00)) + |£(01)) - | F(10)) - | F(11)))
+}L [11) ® (|£(00)) — | £(01)) - | F(10)) + | £(11))).

Cara penulisan keadaan ini memiliki beberapa fitur yang bagus. Yang pertama adalah

bahwa di sini juga, pola tanda + dan — berasal dari matriks H*2. Yang kedua adalah

bahwa pasangan qubit di sebelah kiri hasil kali tensor sesuai dengan nomer baris.
Sekarang kita menggunakan fakta bahwa kita tahu bahwa f(b) = f(b)®s, jadi | f(b)) =

| f(b) ®s). Kita dapat menyederhanakan berbagai hal, menggabungkan istilah-istilah
ini, dengan menambahkan amplitudo probabilitasnya. Ini sesuai dengan penambahan
kolom yang baru saja kita lihat. Sebagai ilustrasi, misalkan s = 10, maka f(10) =
f(00) dan f(11) = f(01). Jika kita memasukkan nilai-nilai ini ke dalam keadaan, kita
memperoleh:

1

7100 @ (|£(00)) + [£(OD) + |£(00)) + |F(01))

)
#1101 @ (|£(00)) - |01 +|£(00)) - |01))
+i 110) ® (|£(00)) + | F(OD)) - | F(00)) - |F(01)))

J& 11) ® (|£(00)) - | £(01)) - |£(00)) + | f(O1)))
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yang disederhanakan menjadi
i 100) ® (2| £(00)) + 2| £(01)))
+i 01) ® (2| £(00)) —2|£(01)))

+41L 110) ® (0)

+i [11) ® (0)

Ket di sebelah kiri hasil kali tensor diberi label dengan nomor baris matriks. Nilai
0 di sebelah kanan hasil kali tensor terjadi pada baris yang perkalian titiknya dengan s
adalah 1.

Kita dapat menyederhanakan keadaan menjadi:

1 1 1 1
Fve (|f00)y +|f(01))) + Fe (|£00)y - |£(01))).

Ketika kita mengukur dua qubit teratas, kita akan mendapatkan 00 atau 01, masing-
masing dengan probabilitas 1/2.

Meskipun kita hanya melihat kasus n = 2 yang relatif sederhana, semua yang telah
kita lakukan berlaku untuk sebarang nilai n. Di akhir proses, kita akan mendapatkan
salah satu string yang hasil perkalian titiknya dengan string rahasia adalah 0. Setiap
string ini memiliki kemungkinan yang sama.

Kita mungkin khawatir bahwa setelah semua pekerjaan ini, kita masih belum menge-
tahuinya. Di sinilah bagian klasik dari algoritma Simon masuk.

10.10 Bagian Klasik dari Algoritma Simon

Kita mulai dengan contoh untuk n = 5. Kita tahu bahwa ada beberapa angka rahasia
S = $081528384. Kita tidak mengizinkan 00000, jadi ada 2° — 1 = 31 kemungkinan pilihan
untuk s. Kita akan mencoba menemukannya menggunakan sirkuit kuantum Simon.

Kita menjalankannya dan mendapatkan 10100 sebagai jawaban. Kita tahu bahwa
hasil kali titik dengan s memberikan 0. Jadi,

1XsgP0Xs;D1IXs,®0Xs300x%xs4=0.

Ini memeberitahu kita bahwa sy @ s, = 0. Karena angka-angka ini adalah 0 atau 1, kita
menyimpulkan bahwa sy = s,.

Kita menjalankan sirkuit lagi berharap kita tidak mendapatkan 10100 lagi. (Kemu-
ngkinan ini terjadi adalah 1/16, jadi kita cukup aman.) Kita juga berharap bahwa kita
tidak mendapatkan 00000, yang tidak akan memberi kita informasi baru. Misalkan kita
mendapatkan 00100. Maka kita tahu bahwa

O0Xsp@0Xs1D1Xs,d0Xs3D0Xs4 =0.
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Ini menunjukkan bahwa s, harus 0. Dari langkah pertama, sekarang kita dapat meny-
impulkan bahwa s juga harus 0. Kita jalankan rangkaian lagi dan mendapatkan 11110.
Kita tahu bahwa

IX0P1IXs1®1IX001Xs300X%xs4=0,

yang memberitahu kita bahwa s; = s;. Menjalankan sirkuit lagi memberi 00111, mem-
beri tahu kita bahwa

O0X0800Xs5101XxXx001Xs3h1Xs4=0.

Akibatnya, kita harus memiliki s; = s4 dan, karena s; = s3, kita memiliki s; = s3 = s;.

Kita tahu bahwa tidak semua digit adalah 0, jadi kita harus memilikis; =s3 =54 =1,
dan akibatnya s harus 01011. Untuk contoh ini, kita membuat empat panggilan ke
oracle.

Pada titik ini, ada beberapa pertanyaan yang mungkin kita tanyakan. Yang pertama
menyangkut algoritma untuk menemukan s menggunakan output dari rangkaian kuan-
tum. Kita telah melihat apa yang harus dilakukan dalam kasus tertentu, tetapi apakah
ada algoritma prosedur langkah demi langkah yang memberi tahu kita apa yang harus
dilakukan dalam setiap kasus? Pertanyaan kedua menyangkut bagaimana kita men-
gukur jumlah pertanyaan yang kita ajukan kepada oracle. Ketika kita melihat algoritma
klasik, kita mengambil kemungkinan terburuk dan melihat bahwa setelah 2"*! + 1 per-
tanyaan, kita pasti akan mendapatkan jawaban kita. Tetapi ketika kita sampai pada
algoritma kuantum, kemungkinan terburuknya jauh lebih buruk! Kita mendapatkan
jawaban secara acak. Jawabannya memang memiliki hasil perkalian titik 0 dengan
s, tetapi kita bisa mendapatkan jawaban yang sama lebih dari sekali. Kita dapat men-
jalankan sirkuit kuantum kita 2"*! +1 kali dan mendapatkan string 0 setiap kali. Itu tidak
sepertinya, tetapi itu mungkin. Serangkaian 0 tidak memberi kita informasi, jadi ada
kemungkinan bahwa setelah 2"*! + 1 pertanyaan ke oracle, kita belum menyimpulkan
apa pun tentang angka rahasia. Kita akan membahas kedua masalah ini.

Setiap kali kita menjalankan sirkuit, kita mendapatkan angka yang perkalian titiknya
dengan s adalah nol. Ini memberi kita persamaan linier dalam 7 yang tidak diketahui.
Menjalankan rangkaian beberapa kali menghasilkan beberapa sistem persamaan. Pada
contoh sebelumnya, pada setiap tahap kita mendapatkan persamaan baru, tetapi per-
samaan baru itu juga memberi kita beberapa informasi baru. Istilah teknis untuk ini
adalah bahwa persamaan tersebut bebas linier dari persamaan sebelumnya. Untuk
menghitung s kita memerlukan sistem n — 1 persamaan bebas linier. (Kita mungkin
pernah melihat sistem persamaan linier sebelumnya dan ingat bahwa kita memerlukan
n persamaan untuk menyelesaikan sistem dengan n yang tidak diketahui. Ini benar
ketika koefisien dapat berupa bilangan real, tetapi dalam kasus kita koefisiennya adalah
0 atau 1. Pembatasan ini dan fakta bahwa string dari semua 0 tidak diperbolehkan
untuk s memungkinkan kita untuk mengurangi jumlah persamaan menjadi satu.)

Algoritma untuk memecahkan sistem persamaan sangat terkenal. Mereka dipela-
jari dalam kuliah seperti Aljabar Linier dan Teori Matriks dan memiliki banyak ap-
likasi. Mereka sangat dibutuhkan sehingga mereka diprogram ke dalam sebagian besar
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kalkulator ilmiah. Kita tidak akan membahasnya di sini selain menyebutkan bahwa
banyaknya langkah yang diperlukan untuk menyelesaikan sistem 7 persamaan dapat
dibatasi di atas oleh ekspresi kuadrat yang melibatkan n. Kita mengatakan sistem dapat
diselesaikan dalam waktu kuadrat.

Pertanyaan lain yang perlu kita jawab adalah: Berapa kali kita perlu menjalankan
sirkuit kuantum? Seperti yang kita tunjukkan, dalam skenario terburuk, kita dapat
terus menjalankan qubit kita melalui sirkuit dan tidak pernah mendapatkan informasi
yang berguna. Namun, ini sangat tidak mungkin. Kita memeriksa ide ini secara lebih
rinci di bagian berikutnya.

10.11 Kelas Kompleksitas

Dalam teori kompleksitas, klasifikasi utama adalah antara masalah yang membutuhkan
waktu polinomial untuk diselesaikan dan masalah yang membutuhkan lebih dari waktu
polinomial. Algoritma waktu polinomial dianggap praktis bahkan untuk nilai n yang
sangatbesar, tetapi algoritma waktu non-polinomial dianggap tidak layak untuk n besar.

Masalah yang dapat diselesaikan oleh algoritma klasik dalam waktu polinomial dil-
ambangkan dengan P. Masalah yang dapat diselesaikan oleh algoritma kuantum dalam
waktu polinomial dilambangkan dengan QP (kadang-kadang dilambangkan dengan
EQP, untuk waktu polinomial kuantum yang tepat). Biasanya ketika kita menggunakan
istilah-istilah ini, kita mengacu pada banyaknya langkah yang diambil oleh suatu algo-
ritma, tetapi, ingat, kita mendefinisikan cara baru untuk mengukur kompleksitas kueri
kompleksitas yang menghitung banyaknya pertanyaan yang perlu kita ajukan kepada
oracle. Kita melihat bahwa masalah Deutsch-Jozsa tidak ada di kelas P, tetapi milik
QP untuk kompleksitas kueri. (Fungsi konstanta adalah polinomial derajat 0.) Hal
ini kadang-kadang digambarkan sebagai mengatakan bahwa masalah Deutsch-Jozsa
memisahkan P dan QP itu adalah masalah milik QP tetapi tidak untuk P untuk kom-
pleksitas kueri.

Namun, mari kita ingat skenario terburuk untuk algoritma klasik. Untuk mem-
buat hal-hal lebih konkret, kita akan mengambil n = 10. Kita diberikan fungsi yang
membutuhkan 10 input dan diberitahu bahwa itu seimbang atau konstan. Kita harus
terus mengevaluasi fungsi kita pada input tertentu sampai kita dapat menyimpulkan
jawabannya. Ada 2!° = 1024 kemungkinan masukan. Skenario terburuk adalah ketika
fungsi seimbang, tetapi kita mendapatkan jawaban yang sama untuk 512 evaluasi per-
tama, dan kemudian pada evaluasi 513 kita mendapatkan nilai lainnya. Tapi seberapa
besar kemungkinan ini terjadi?

Jika fungsinya seimbang, untuk setiap nilai input, kita memiliki kemungkinan yang
sama untuk mendapatkan 0 atau 1. Ini dapat dibandingkan dengan melempar koin
yang adil dan mendapatkan kepala atau ekor. Seberapa besar kemungkinan untuk
melempar koin yang adil 512 kali dan mendapatkan kepala setiap kali? Jawabannya
adalah (1/2)°'?, yang kurang dari 1 dibagi dengan googol, di mana googol adalah 10'®.
Ini adalah angka menit!
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Misalkan kita diberi koin dan ditanya apakah itu adil atau dua kepala. Jika kita
melemparkannya sekali dan mendapatkan kepala, kita tidak dapat benar-benar men-
jawab pertanyaan itu. Tetapi jika kita melemparkannya sepuluh kali dan selalu muncul
kepala, maka kita dapat cukup yakin bahwa itu dua kepala. Tentu saja, kita bisa saja
salah, tetapi dalam praktiknya kita bersedia menerima kesalahan selama kemungkinan
terjadinya hal ini sangat kecil.

Inilah yang kita lakukan untuk kelas kompleksitas kesalahan terbatas. Kita memilih
beberapa terikat pada probabilitas mendapatkan kesalahan yang kita pikir dapat diter-
ima. Kemudian kita melihat algoritma yang dapat menjawab pertanyaan dalam batas
kesalahan kita.

Kembali ke contoh Deutsch-Jozsa, misalkan kita menginginkan setidaknya tingkat
keberhasilan 99,9 persen, atau ekivalen dengan tingkat kesalahan kurang dari 0,1
persen. Jika suatu fungsi seimbang, probabilitas mengevaluasi fungsi 11 kali dan men-
dapatkan O setiap kali adalah 0,00049 hingga lima tempat desimal. Demikian pula,
probabilitas mendapatkan 1 setiap kali adalah 0,00049. Akibatnya, peluang menda-
patkan jawaban yang sama 11 kali berturut-turut ketika fungsi genap hanya kurang
dari 0,001. Jadi, jika kita bersedia menerima batas pada probabilitas kesalahan 0,1
persen, kita dapat memilih untuk membuat paling banyak 11 evaluasi fungsi. Jika
selama proses kita mendapatkan 0 dan 1, kita dapat berhenti dan mengetahui dengan
pasti bahwa fungsi kita seimbang. Jika semua 11 evaluasi adalah sama, kita akan me-
ngatakan bahwa fungsi tersebut konstan. Kita bisa saja salah, tetapi tingkat kesalahan
kita lebih kecil dari batas yang kita pilih. Perhatikan bahwa argumen ini bekerja untuk
sembarang nilai n. Dalam setiap kasus, kita membutuhkan paling banyak 11 evaluasi
fungsi.

Masalah yang dapat diselesaikan oleh algoritma klasik dalam waktu polinomial de-
ngan probabilitas kesalahan dalam beberapa batas dilambangkan dengan BPP (bounded-
error probabilistic polynomial time/waktu polinomial probabilistik kesalahan terbatas).
Soal Deutsch-Jozsa ada di kelas BPP.

Satu hal yang mungkin kita khawatirkan adalah apakah suatu masalah bisa berada
di BPP untuk satu batas pada probabilitas kesalahan, tetapi tidak di kelas BPP untuk
batas yang lebih kecil. Ini tidak terjadi. Jika masalahnya ada di kelas BPP, maka akan
ada untuk setiap pilihan yang terbatas.

Kita sekarang kembali ke algoritma Simon. Kita perlu terus mengirimkan qubit
melalui rangkaian sampai kita memiliki n — 1 persamaan bebas linier. Seperti yang kita
ketahui, dalam kasus terburuk proses ini dapat berlangsung selamanya, sehingga algo-
ritma Simon tidak berada di kelas QP. Namun, mari kita pilih batas yang bersedia kita
terima dengan kemungkinan membuat kesalahan. Kemudian kita dapat menghitung
N sehingga (1/2)N lebih kecil dari batas kita.

Kita tidak akan membuktikan ini, tetapi dapat ditunjukkan bahwa jika kita men-
jalankan rangkaian n + N kali, probabilitas persamaan n + N yang memuat sistem n — 1
persamaan bebas linier lebih besar dari 1 — (1/2)V.

Kita sekarang dapat menyatakan algoritma Simon. Pertama kita putuskan batas
pada probabilitas kesalahan dan hitung nilai N. Sekali lagi, bilangan N tidak bergan-
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tung pada n. Kita dapat menggunakan nilai N yang sama dalam setiap kasus. Kita
menjalankan sirkuit Simon #n + N kali. Banyaknya kueri adalah n + N, yang karena N
tetap, adalah fungsi linier dari n. Kita membuat asumsi bahwa sistem persamaan n + N
kita berisi n — 1 vektor independen. Kita bisa saja salah, tetapi kemungkinan salahnya
lebih kecil dari batas yang kita pilih. Kemudian kita menyelesaikan sistem persamaan
n + N menggunakan algoritma klasik. Waktu yang dibutuhkan akan kuadrat dalam
n+ N, tetapi karena N adalah konstanta, ini dapat dinyatakan sebagai kuadrat dalam n.

Algoritma secara keseluruhan berisi bagian kuantum yang membutuhkan waktu
linjier ditambahkan ke bagian klasik yang membutuhkan waktu kuadrat, memberikan
waktu kuadrat secara keseluruhan. Masalah yang algoritma kuantum dapat menyele-
saikan dalam waktu polinomial dengan probabilitas kesalahan dalam beberapa batas
dilambangkan BQP (bounded-error quantum polynomial time/waktu polinomial kuantum
kesalahan terbatas). Algoritma Simon menunjukkan masalah milik BQP untuk kom-
pleksitas kueri.

Kita menunjukkan bahwa algoritma klasik, dalam kasus terburuk, mengambil eval-
uasi fungsi 2"*! + 1 ini eksponensial dalam 7, bukan polinomial, jadi masalahnya pasti
bukan milik P. Bahkan dapatjuga ditunjukkan bahwa jika kita mengizinkan batas pada
probabilitas kesalahan algoritma masih eksponensial, jadi masalahnya bukan milik BPP.
Kita mengatakan bahwa masalah Simon memisahkan BPP dan BQP untuk kompleksitas
kueri.

10.12 Algoritma Kuantum

Kita memulai pembahasan ini dengan menjelaskan bagaimana dalam banyak deskripsi
populer, percepatan yang disediakan oleh algoritma kuantum dikatakan hanya berasal
dari paralelisme kuantum, fakta bahwa kita dapat menempatkan input ke dalam super-
posisi yang melibatkan semua keadaan basis. Namun, kita telah melihat tiga algoritma
dan telah melihat bahwa meskipun kita perlu menggunakan paralelisme kuantum, kita
perlu melakukan lebih banyak lagi. Kita akan secara singkat melihat apa yang dibu-
tuhkan dan mengapa itu sulit!

Tiga algoritma yang telah kita pelajari adalah yang paling dasar dan dianggap
standar, tetapi seperti yang mungkin kita perhatikan, mereka sama sekali tidak se-
pele. Tanggal ketika mereka diterbitkan menceritakan sebuah kisah penting. David
Deutsch menerbitkan algoritmanya dalam makalah penting tahun 1985. Ini adalah al-
goritma kuantum pertama, dan ini menunjukkan bahwa algoritma kuantum bisa lebih
cepat daripada algoritma klasik. Deutsch dan Jozsa menerbitkan generalisasi algoritma
Deutsch mereka pada tahun 1992, tujuh tahun kemudian. Mungkin tampak menge-
jutkan bahwa apa yang tampaknya merupakan generalisasi yang cukup sederhana
membutuhkan waktu begitu lama untuk ditemukan, tetapi penting untuk menyadari
bahwa notasi dan presentasi modernlah yang membuat generalisasi tampak alami.
Makalah Deutsch tidak menyatakan masalah persis seperti yang dinyatakan di sini, dan
tidak menggunakan diagram untuk sirkuit kuantum yang sekarang menjadi standar.
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Yang mengatakan, ada periode yang sangat produktif 1993-1995 ketika banyak algo-
ritma yang paling penting ditemukan. algoritma Daniel Simon diterbitkan di jendela
ini, seperti juga algoritma oleh Peter Shor dan Lov Grover yang akan kita lihat di bab
berikutnya.

Matriks ortogonal mewakili gerbang kuantum. Sirkuit kuantum terdiri dari kom-
binasi gerbang. Ini sesuai dengan perkalian matriks ortogonal, dan karena produk
matriks ortogonal menghasilkan matriks ortogonal, rangkaian kuantum apa pun dapat
dijelaskan hanya dengan satu matriks ortogonal. Seperti yang telah kita lihat, matriks
ortogonal berhubungan dengan perubahan basis dengan cara yang berbeda dalam meli-
hat masalah. Ini adalah ide kuncinya. Komputasi kuantum memberi kita lebih banyak
cara untuk melihat masalah daripada komputasi klasik. Tetapi agar efektif, harus ada
pandangan yang menunjukkan jawaban yang benar terpisah dari kemungkinan jawa-
ban salah lainnya. Masalah yang dapat diselesaikan oleh komputer kuantum lebih
cepat daripada komputer klasik harus memiliki struktur yang hanya terlihat ketika kita
mengubahnya menggunakan matriks ortogonal.

Masalah-masalah yang telah kita lihat jelas-jelas direkayasa balik. Itu bukan masalah
penting yang telah dipertimbangkan orang selama bertahun-tahun dan baru sekarang
kita menemukan bahwa jika kita melihatnya dari perspektif komputasi kuantum yang
tepat, masalah itu menjadilebih mudah dipecahkan. Sebaliknya, mereka adalah masalah
yang secara khusus dibuat menggunakan struktur produk Kronecker dari matriks
Hadamard. Tentu saja, yang sebenarnya kita inginkan bukanlah merekayasa balik suatu
masalah, tetapi mengambil masalah yang penting dan kemudian membangun algoritma
kuantum yang lebih cepat daripada algoritma klasik mana pun yang dikenal. Inilah
yang dicapai Peter Shor dalam makalah penting tahun 1994, di mana dia menunjukkan
(antara lain) bagaimana komputasi kuantum dapat digunakan untuk memecahkan kode
yang saat ini digunakan untuk keamanan Internet. Kita akan membahas secara singkat
algoritma Shor di bab berikutnya, di mana kita melihat dampak komputasi kuantum.

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



288 Algoritma kuantum..

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



w11

Dampak Komputasi Kuantum

Tentu saja, tidak mungkin untuk memprediksi dampak jangka panjang dari komputasi
kuantum dengan akurasi apa pun. Jika kita melihat kembali kelahiran komputer mod-
ern pada 1950-an, tidak ada yang bisa memprediksi seberapa banyak komputer akan
mengubah masyarakat dan seberapa besar ketergantungan kita pada mereka. Ada
kutipan terkenal dari pionir komputer yang menyatakan bahwa dunia hanya membu-
tuhkan segelintir komputer dan tidak seorang pun akan membutuhkan komputer di
rumah mereka. Kutipan ini di luar konteks. Para penulis umumnya mengacu pada
jenis komputer tertentu, tetapi kesan yang mereka berikan, meskipun dilebih-lebihkan,
adalah benar. Awalnya komputer berukuran besar, harus berada di ruangan ber-AC,
dan tidak terlalu dapat diandalkan. Hari ini, saya memiliki laptop, smartphone, dan
tablet. Ketiganya jauh lebih kuat daripada komputer pertama. Saya pikir bahkan vi-
sioner seperti Alan Turing akan kagum pada sejauh mana komputer telah benar-benar
meresap ke semua lapisan masyarakat. Turing memang membahas permainan catur
dan kecerdasan buatan, tetapi tidak ada yang memperkirakan bahwa kebangkitan e-
commerce dan media sosial akan mendominasi begitu banyak kehidupan kita.
Komputasi kuantum sekarang dalam masa pertumbuhan, dan perbandingan dengan
komputer pertama tampaknya tepat. Mesin yang telah dibangun sejauh ini cenderung
berukuran besar dan tidak terlalu bertenaga, dan seringkali melibatkan superkonduk-
tor yang perlu didinginkan hingga suhu yang sangat rendah. Sudah ada beberapa
orang yang mengatakan bahwa tidak perlu banyak komputer kuantum dibangun dan
dampaknya terhadap masyarakat akan minimal. Tapi, menurut saya, pandangan ini
sangat picik. Meskipun tidak mungkin untuk memprediksi seperti apa dunia dalam
waktu lima puluh tahun, kita dapat melihat perubahan dramatis dalam komputasi
kuantum selama beberapa tahun terakhir dan melihat arahnya. Mungkin perlu bebe-
rapa waktu sebelum kita mendapatkan komputer kuantum universal yang kuat, tetapi
bahkan sebelum kita mendapatkannya, komputasi kuantum tampaknya akan mem-
buat dampak besar pada kehidupan kita. Dalam bab ini kita akan melihat beberapa
cara yang dapat terjadi. Berbeda dengan bab sebelumnya di mana kita melihat tiga
algoritma secara mendalam, kita akan melihat berbagai topik pada tingkat yang kurang
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rinci.

11.1 Algoritma dan Kriptanalisis Shor

Hasil utama dalam komputasi kuantum mengenai kriptanalisis adalah algoritma Shor.
Untuk sepenuhnya memahami algoritma ini membutuhkan latar belakang matematika
yang substansial. Ini menggunakan teorema Euler dan ekspansi pecahan lanjutan dari
teori bilangan. Ini juga membutuhkan pengetahuan tentang analisis kompleks dan
transformasi Fourier diskrit. Ini menandai tempat di mana teori komputasi kuantum
berubah dari hanya membutuhkan matematika dasar menjadi latar belakang yang lebih
substansial. Akibatnya, kita tidak akan membahas algoritma secara detail, tetapi pen-
tingnya artinya setidaknya kita harus melihatnya.

Ini adalah algoritma, seperti algoritma Simon, yang memiliki bagian kuantum dan
bagian klasik. Bagian kuantum mirip dengan algoritma Simon. Sebelum kita mem-
berikan gambaran singkat, kita akan melihat masalah yang ingin ditangani Shor.

11.2 Enkripsi RSA

Metode enkripsi RSA dinamai menurut penemunya, Ron Rivest, Adi Shamir, dan
Leonard Adleman. Mereka menerbitkan sebuah makalah tentangnya dan kemudian
mematenkannya pada tahun 1978. Belakangan diketahui bahwa Clifford Cocks, yang
bekerja untuk Government Communications Headquarters (GCHQ), sebuah badan in-
telijen Inggris, pada dasarnya telah menemukan algoritma yang sama pada tahun 1973.
Inggris mengklasifikasikannya, tapi mereka menyebarkannya ke Amerika. Namun,
tampaknya tidak ada badan intelijen Amerika atau Inggris yang menggunakannya atau
menyadari betapa pentingnya hal itu. Saat ini, digunakan secara luas di Internet untuk
mengenkripsi data yang dikirim dari satu komputer ke komputer lain. Ini digunakan
untuk perbankan Internet dan untuk pembelian elektronik menggunakan kartu kredit.

Kita akan menunjukkan bagaimana algoritma enkripsi bekerja dengan contoh di
mana kita ingin berbagi beberapa informasi rahasia dengan bank kita dan, pada saat
yang sama, ingin melindunginya dari siapa pun yang mungkin menguping.

Ketika kita ingin berkomunikasi dengan bank, kita ingin mengenkripsi data kita se-
hingga jika disadap tidak dapat dibaca. Enkripsi data yang sebenarnya akan dilakukan
menggunakan kunci yang kita dan bank bagikan untuk mengenkripsi dan mendekripsi
ini disebut kunci simetris dan harus dirahasiakan oleh kedua belah pihak. Kunci dibuat
di komputer kita dan dikirim ke bank, tetapi, tentu saja, kita tidak dapat mengirim
kunci begitu saja tanpa mengenkripsinya. Kita perlu mengenkripsi kunci yang akan
kita gunakan untuk mengenkripsi komunikasi kita dengan bank. Di sinilah enkripsi
RSA memasuki gambar. Ini adalah cara aman mengirim kunci ke bank.

Untuk memulai komunikasi dengan bank, komputer kita membuat kunci yang akan
digunakan nanti untuk enkripsi dan dekripsi untuk kita dan bank. Kita akan memanggil
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kunci K.

Komputer bank menemukan dua bilangan prima besar yang akan dilambangkan
dengan p dan gq. Bilangan prima harus berukuran kira-kira sama dan perkalian N = pg,
yang disebut modulo, harus berisi setidaknya 300 digit menggunakan angka desimal
standar (1024 digit biner), yang saat ini dianggap cukup besar untuk memastikan kea-
manan. Ini cukup mudah. Ada cara yang efisien untuk menghasilkan bilangan prima
ini dan mengalikan dua bilangan prima untuk mendapatkan modulo N itu mudah.

Langkah kedua adalah bank menemukan bilangan e yang relatif kecil yang tidak
memiliki faktor persekutuan dengan p — 1 atau g — 1. Ini juga mudah dihitung. Bank
merahasiakan bilangan prima p dan g, tetapi mengirimkan angka N dane.

Komputer kita mengambil kunci K dan menaikkannya ke pangkat ¢ mengambil
sisanya setelah dibagi dengan N. Sekali lagi, ini mudah dilakukan. Ini adalah nomor
yang disebut Ke mod N. Ini kemudian dikirim ke bank. Bank tahu bagaimana mem-
taktorkan N menjadi p dan g, dan ini memungkinkannya menghitung K dengan cepat.

Jika seseorang menyadap komunikasi, mereka akan tahu N dan ¢, yang keduanya
dikirim oleh bank, mereka juga akan tahu nomor Ke mod N yang kita kirim. Untuk
menghitung K, penyadap perlu mengetahui faktor p dan g dari N, tetapi ini dirahasi-
akan. Keamanan sistem tergantung pada fakta bahwa penyadap tidak akan dapat
memfaktorkan bilangan N untuk mendapatkan p dan g.

Pertanyaannya adalah seberapa sulitkah memfaktorkan suatu bilangan yang meru-
pakan hasil kali dua bilangan prima besar? Jawabannya sepertinya sulit. Semua langkah
lain yang terlibat dalam enkripsi RSA dapat dilakukan dengan algoritma klasik yang
membutuhkan waktu polinomial, tetapi tidak ada yang menemukan algoritma klasik
yang dapat memfaktorkan produk dari dua bilangan prima besar dalam waktu poli-
nomial. Tetapi, di sisi lain, tidak ada yang memiliki bukti bahwa algoritma seperti itu
tidak ada.

Di sinilah Shor memasuki gambar. Dia membangun algoritma kuantum yang
melakukan faktor produk bilangan prima besar. Algoritma milik kelas BQP, yang
berarti bahwa ia bekerja dengan kesalahan terbatas dalam waktu polinomial. Satu hal
yang perlu ditekankan adalah bahwa kita tidak lagi berbicara tentang kompleksitas
kueri. Kita tidak berasumsi bahwa kita dapat mengajukan pertanyaan tentang ora-
cle. Kita menghitung banyaknya langkah atau ekivalen, waktu yang dibutuhkan untuk
mendapatkan dari awal sampai akhir perhitungan. Shor memberikan algoritma konkret
untuk setiap langkah. Fakta bahwa algoritma milik BQP berarti bahwa jika diimple-
mentasikan menjadi layak untuk memfaktorkan bilangan besar dan yang lebih penting,
itu berarti bahwa jika sirkuit kuantum dapat benar-benar dibangun, maka enkripsi RSA
tidak lagi aman.

11.3 Algoritma Shor

Algoritma Shor melibatkan sejumlah besar matematika. Kita hanya akan memberikan
deskripsi singkat dan agak kabur tentang bagian kuantum.
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Bagian penting dari algoritma adalah gerbang yang disebut gerbang transformasi
Fourier kuantum. Ini dapat dianggap sebagai generalisasi dari gerbang Hadamard.
Faktanya, untuk satu qubit, gerbang transformasi Fourier kuantum persis H. Ingat-
lah bahwa kita menggunakan rumus rekursif yang memberitahu kita bagaimana cara
berpindah dari matriks untuk H*"~! ke matriks untuk H*". Demikian pula, kita dapat
memberikan rumus rekursif untuk matriks transformasi Fourier kuantum. Perbedaan
utama antara H®" dan matriks kuantum Fourier adalah bahwa entri dalam kasus ter-
akhir umumnya bilangan kompleks lebih khusus, mereka adalah akar satuan kompleks.
Ingatbahwa entri untuk H®" adalah 1 atau —1. Ini adalah dua kemungkinan akar kuadrat
dari 1. Ketika kita mencari akar keempat dari 1, kita kembali hanya mendapatkan +1
jika kita menggunakan bilangan real, tetapi kita mendapatkan dua akar lainnya jika kita
menggunakan bilangan kompleks. Secara umum, 1 memiliki n akar kompleks ke-n.
Matriks transformasi Fourier kuantum pada n qubit melibatkan semua akar satuan ke-2
kompleks.

Algoritma Simon didasarkan pada sifat-sifat H*". Itu menggunakan interferensi,
amplitudonya adalah 1 atau —1, yang berarti bahwa ketika kita menambahkan suku-
suku ketnya dibatalkan atau diperkuat satu sama lain. Shor menyadari bahwa ide
serupa diterapkan pada matriks Fourier kuantum, hanya sekarang amplitudo diberikan
tidak hanya oleh 1 dan -1, tetapi juga oleh semua akar satuan kompleks ke-2, yang
berarti bahwa kita dapat mendeteksi lebih banyak jenis periode daripada hanya yang
dipertimbangkan oleh algoritma Simon.

Ingatlah bahwa kita mengetahui bilangan N dan ingin memfaktorkannya ke dalam
hasil kali dua bilangan prima p dan 4. Algoritma memilih angka yang memenuhi
1 < a < N. Ini memeriksa untuk melihat apakah 4 merupakan sebarang faktor dari N,
jika ya, kita dapat menyimpulkan bahwa a adalah kelipatan dari p atau q. Dari sana
mudah untuk menyelesaikan faktorisasi. Jika a tidak merupakan faktor dari sebarang N,
maka kita menghitung @ mod (N),#*> mod (N),4°> mod (N), dan seterusnya, di mana
a' mod (N) berarti menghitung 4’ dan kemudian ambil sisanya ketika dibagi dengan
N. Karena angka-angka ini adalah sisa, semuanya akan lebih kecil dari N. Akibatnya,
urutan angka ini akhirnya akan berulang. Akan ada beberapa bilangan r sedemikian
rupa sehingga 4" mod (N) = 2 mod (N). Bilangan r dapat dianggap sebagai periode,
dan bilangan inilah yang dihitung oleh bagian kuantum dari algoritma Shor. Setelah
r ditemukan, algoritma klasik dapat menggunakan fakta ini untuk menentukan faktor
dari N.

Yah, deskripsi itu agak samar, tetapi memberikan gambaran tentang bagaimana
bagian kuantum dari algoritma Shor bekerja. Bagian kuncinya adalah bahwa algoritma
Simon untuk menemukan string rahasia s dapat digeneralisasi untuk menemukan pe-
riode r yang tidak diketahui.

Algoritma sebenarnya sudah diterapkan, tetapi hanya untuk jumlah kecil. Pada
tahun 2001, itu digunakan untuk memfaktorkan 15 dan pada tahun 2012 itu memfak-
torkan 21. Jelas, itu jauh dari memfaktorkan 300 digit angka saat ini. Tapi berapa
lama waktu yang dibutuhkan sebelum sirkuit dapat dibangun untuk jumlah sebesar
ini? Tampaknya hanya masalah waktu sampai skema enkripsi RSA tidak lagi aman.
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Selama bertahun-tahun metode enkripsi lain telah dikembangkan, tetapi algoritma
Shor juga bekerja pada banyak metode ini. Sudah menjadi jelas bahwa kita perlu
mengembangkan metode kriptografi baru dan metode baru ini harus mampu menahan
tidak hanya serangan klasik tetapi juga serangan oleh komputer kuantum.

Kriptografi pasca-kuantum sekarang menjadi area yang sangat aktif, dengan metode
enkripsi baru sedang dikembangkan. Tentu saja, tidak ada alasan mengapa ini harus
menggunakan komputasi kuantum. Kami hanya membutuhkan pesan terenkripsi un-
tuk dapat bertahan dari kerusakan oleh komputer kuantum. Tapi ide kuantum memang
memberi kita cara untuk membuat kode yang aman.

Kita telah melihat dua skema distribusi kunci kuantum (QKD) yang aman: protokol
BB84 dan Ekert. Beberapa lab telah berhasil menjalankan dan menjalankan sistem QKD.
Ada juga beberapa perusahaan yang menawarkan sistem QKD untuk dijual. Salah
satu pertama kali QKD digunakan dalam pengaturan dunia nyata adalah pada tahun
2007, ketika ID Quantique membuat sistem untuk mengamankan transmisi suara antara
stasiun penghitungan dan kantor pemungutan suara utama Jenewa selama pemilihan
parlemen Swiss.

Banyak negara sedang bereksperimen dengan jaringan kuantum kecil menggunakan
serat optik. Ada potensi untuk menghubungkan ini melalui satelit dan mampu mem-
bentuk jaringan kuantum di seluruh dunia. Pekerjaan ini sangat menarik bagi lembaga
keuangan.

Hasil yang paling mengesankan, sejauh ini, melibatkan satelit China yang dikhusus-
kan untuk eksperimen kuantum. Ini dinamai Micius setelah seorang filsuf Cina yang
bekerja di bidang optik. Ini adalah satelit yang digunakan untuk teleportasi kuantum
yang kita sebutkan di bab sebelumnya. Ini juga telah digunakan untuk QKD. Sebuah
tim di Cina terhubung dengan tim di Austria untuk pertama kalinya QKD antarbenua
dicapai. Setelah koneksi diamankan, tim saling mengirim gambar. Tim Tiongkok
mengirim foto Micius ke Austria, dan Austria mengirim foto Schrodinger ke Tiongkok.

11.4 Algoritma Grover dan Pencarian Data

Kita memasuki era data besar. Pencarian melalui kumpulan data yang sangat besar se-
cara efisien sekarang menjadi prioritas tinggi bagi banyak perusahaan besar. Algoritma
Grover berpotensi mempercepat pencarian data.

Lov Grover menemukan algoritma pada tahun 1996. Seperti algoritma Deutsch dan
Simon, kecepatannya melebihi algoritma klasik diberikan dalam hal kompleksitas kueri.
Tentu saja, untuk menerapkan algoritma pencarian data dunia nyata, kita tidak memiliki
oracle yang dapat menjawab pertanyaan kita. Kita harus membangun sebuah algoritma
yang melakukan pekerjaan oracle. Tetapi sebelum kita mulai membahas bagaimana
mengimplementasikan algoritma Grover, kita akan melihat apa yang dilakukannya dan
bagaimana melakukannya.
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11.4.1 Algoritma Grover

Bayangkan kita memiliki empat kartu di depan kita. Mereka semua menghadap ke
bawah. Kita tahu bahwa salah satunya adalah kartu as hati, dan ini adalah kartu
yang ingin kita temukan. Berapa banyak kartu yang harus kita balikkan sampai kita
mengetahui lokasi kartu as hati?

Kita mungkin beruntung dan membalikkannya pada percobaan pertama, atau kita
mungkin tidak beruntung dan menyerahkan tiga kartu, tidak ada yang merupakan kartu
as. Jika kita kurang beruntung dan belum membaliknya setelah tiga kali mencoba, maka
kita tahu bahwa kartu terakhir harus menjadi kartu as. Jadi, kita tahu di mana as setelah
membalik antara satu dan tiga kartu. Rata-rata kita harus membalik 2,25 kartu.

Masalah ini adalah salah satu yang ditangani oleh algoritma Grover. Sebelum kita
mulai menjelaskan algoritma, kita akan menulis ulang masalahnya. Kita memiliki empat
string biner: 00,01, 10, dan 11. Kita memiliki fungsi f yang mengirimkan tiga string ini ke
0 dan yang lainnya ke 1. Kita ingin menemukan string biner yang dikirim ke 1. Sebagai
contoh, kita mungkin memiliki f(00) = 0, f(01) = 0, f(10) = 1dan f(11) = 0. Masalahnya
sekarang menanyakan berapa banyak evaluasi fungsi yang perlu kita buat sebelum kita
menemukan bahwa f(10) = 1. Kita hanya mengulangi masalah, menyusunnya dalam
bentuk fungsi, bukan kartu, jadi kita tahu jawabannya sama seperti sebelumnya: rata-
rata 2,25.

Seperti halnya semua algoritma kompleksitas kueri, kita membangun oracle sebuah
gerbang yang merangkum fungsi tersebut. Untuk contoh kita, di mana kita hanya
memiliki empat string biner, oracle diberikan pada Gambar 11.1.

-3
= |

|y & .'[\:._'.::I'

Gambar 11.1: Oracle f

Rangkaian untuk algoritma Grover diberikan pada Gambar 11.2.

2 2 2 2
|10 . I 2 I . I = ;

[
Gambar 11.2: Rangkaian algoritma Grover.

Algoritma memiliki dua langkah. Yang pertama adalah membalik tanda amplitudo
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probabilitas yang terhubung ke lokasi yang ingin kita temukan. Yang kedua adalah
memperkuat amplitudo probabilitas ini. Kita akan menunjukkan bagaimana sirkuit
melakukan ini.

Setelah melewati gerbang Hadamard, dua qubit teratas akan berada dalam keadaan

%(IOO) +(01) + [10) +[11))
dan qubit bawah akan dalam keadaan

1 1
— |0 — —|1).
«ﬁ” «ﬁ”

Kita dapat menulis keadaan gabungan sebagai

1 1 1
= |00>®(— |0) — —|1))+ |01)®( )
2 ( V2 V2 V2 V2
1 1 1 1
—=10) - — |1>) +1h e (— 0) = — |1>))~
V2 W2 V2 2
Qubit kemudian melewati gerbang F. Ini membalik 0 dan 1 dari qubit ketiga di lokasi

yang kita coba temukan. Jika kita menggunakan contoh kita di mana f(10) = 1, kita
peroleh

Lot
2

+|10)®(

1 1 1 1 1
=100 —10)——=]1 01 —10)——=1
[0 gm) el - 5m)

Ly iz |0>) )@ (i 0y — = |1>)).

quﬁ V2 WA

Ini dapat ditulis sebagai

1 1 1
5(100) +101) = [10) +[11)) ® (— 10) - N 1)

5" ")

Hasilnya adalah bahwa dua qubit teratas tidak terjerat dengan qubit bawah, tetapi kita
telah membalik tanda amplitudo probabilitas 10, yang sesuai dengan lokasi yang kita
coba temukan.

Pada tahap ini, jika kita mengukur dua qubit teratas, kita akan mendapatkan salah
satu dari empat lokasi, dengan masing-masing dari empat jawaban memiliki kemungk-
inan yang sama. Kita membutuhkan trik lain dan itu adalah amplifikasi amplitudo.
Amplifikasi amplitudo bekerja dengan membalik urutan angka tentang rata-ratanya.
Jika angka di atas rata-rata, itu dibalik di bawah rata-rata. Jika angka di bawah rata-
rata, itu dibalik di atas rata-rata. Dalam setiap kasus, jarak ke rata-rata dipertahankan.
Untuk mengilustrasikannya, kita menggunakan empat angka 1,1,1, dan —1. Jumlah-
nya adalah 2, dan rata-ratanya adalah 2/4, yang sama dengan 1/2. Kita kemudian pergi
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melalui urutan angka. Yang pertama adalah 1. Ini adalah 1/2 di atas rata-rata. Ketika
kita membalik rata-rata menjadi 1/2 di bawah rata-rata. Dalam hal ini menjadi 0. Angka
—1 adalah 3/2 di bawah rata-rata. Ketika kita membalik rata-rata menjadi 3/2 di atas
rata-rata, yaitu 2.

Dua qubit teratas kita saat ini dalam keadaan

%(IOO) +101) —[10) + [11)).

Jika kita membalik amplitudo probabilitas tentang rata-rata kita mendapatkan 0|00)+
0]01)+1[10)+0[11) = [10). Ketika kita mengukur ini, kita akan mendapatkan 10 dengan
pasti, jadi membalik rata-rata melakukan apa yang kita inginkan. Kita hanya perlu
memastikan bahwa ada gerbang atau ekivelen, matriks ortogonal yang melakukan flip
tentang mean ada, yaitu

-1 1 1 1
111 -1 1 1
A‘E 1 1 -1 1
1 1 1 -1

Ketika gerbang ini bekerja pada dua qubit teratas, kita dapatkan

11 1 17[1] [0
1111 11 -1 1 1||1]_Jo

A(zl00y+ 3100 -2+ o) =51 T L 1| |4]=]i]=no
11 1 -1f[1] o

Untuk contoh ini, di mana kita hanya memiliki dua qubit, kita hanya perlu menggu-
nakan oracle satu kali. Kita hanya perlu mengajukan satu pertanyaan. Jadi, untuk
n = 2, algoritma Grover memberikan jawaban pasti hanya dengan satu pertanyaan,
sedangkan kasus klasik rata-rata membutuhkan 2, 25 pertanyaan.

Ide yang persis sama bekerja untuk n qubit. Kita mulai dengan membalik tanda
amplitudo probabilitas yang sesuai dengan lokasi yang kita coba temukan. Kemudian
kita membalik tentang rata-rata. Namun, perbesaran amplitudo tidak sedramatis pada
umumnya seperti dalam kasus hanya dua qubit. Misalnya, jika kita memiliki delapan
angka, tujuh di antaranya adalah 1 dan yang lainnya adalah —1. Jumlahnya adalah
6, jadi rata-ratanya adalah 6/8. Ketika kita membalik rata-rata, 1 menjadi 1/2, dan
—1 menjadi 10/4. Konsekuensi dari ini adalah bahwa jika kita memiliki tiga qubit,
setelah melakukan perbesaran amplitudo, jika kita mengukur qubit kita, kita akan
mendapatkan lokasi yang ingin kita cari dengan probabilitas lebih tinggi daripada lokasi
lain. Kekhawatirannya adalah bahwa masih ada kemungkinan signifikan bahwa kita
akan mendapatkan jawaban yang salah. Kita ingin probabilitas yang lebih tinggi untuk
mendapatkan jawaban yang benar, kita ingin memperbesar amplitudo bahkan lebih
sebelum kita mengukur. Solusinya adalah kita mengirim semuanya kembali melalui
sirkuit. Kita membalik tanda amplitudo probabilitas yang terkait dengan lokasi yang
kita coba temukan lagi dan kemudian melakukan flip tentang rata-rata lagi.
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Mari kita lihat kasus umumnya. Kita ingin menemukan sesuatu yang bisa berada di
salah satu dari m kemungkinan lokasi. Untuk menemukannya secara klasik, kita perlu
mengajukan m — 1 pertanyaan dalam skenario terburuk. Jumlah pertanyaan tumbuh
pada tingkat yang sama dengan ukuran m. Grover menghitung formula untuk berapa
kali kita harus menggunakan sirkuitnya untuk memaksimalkan peluang mendapatkan
jawaban yang benar. Jumlah yang diberikan oleh rumus ini tumbuh pada tingkat +/m.
Ini adalah percepatan kuadrat.

11.5 Aplikasi Algoritma Grover

Ada sejumlah masalah dengan penerapan algoritma. Yang pertama adalah bahwa
percepatan kuadrat adalah untuk kompleksitas kueri. Jika kita perlu menggunakan
oracle, maka kita harus benar-benar membangunnya, dan jika kita tidak berhati-hati
banyaknya langkah yang terlibat dengan perhitungan oracle akan lebih besar dari-
pada banyaknya langkah yang disimpan oleh algoritma, sehingga algoritma menjadi
lebih lambat daripada lebih cepat dari yang klasik. Masalah lain adalah bahwa dalam
menghitung percepatan kita mengasumsikan bahwa tidak ada urutan yang mendasari
kumpulan data. Jika ada struktur, kita sering dapat menemukan algoritma klasik yang
mengeksploitasi struktur dan menemukan solusi lebih cepat daripada menebak secara
acak. Kekhawatiran terakhir adalah tentang percepatan (speedup). Percepatan kuadrat
tidak seperti percepatan eksponensial yang telah kita lihat dengan algoritma lain. Tidak
bisakah kita melakukan yang lebih baik? Mari kita lihat kekhawatiran ini.

Kekhawatiran yang melibatkan penerapan oracle dan struktur kumpulan data ke-
duanya valid dan menunjukkan bahwa algoritma Grover tidak akan praktis untuk
sebagian besar pencarian basis data. Tetapi dalam kasus-kasus tertentu struktur data
memungkinkan untuk membangun sebuah oracle yang bekerja secara efisien. Dalam
kasus ini, algoritma dapat memberikan percepatan dibandingkan algoritma klasik. Per-
tanyaan tentang apakah kita dapat melakukan lebih baik daripada percepatan kuadrat
telah dijawab. Algoritma Grover sudah terbukti optimal. Tidak ada algoritma kuan-
tum yang dapat memecahkan masalah dengan lebih dari sekedar percepatan kuadrat.
Percepatan kuadrat, meskipun tidak mengesankan seperti percepatan eksponensial,
berguna. Dengan kumpulan data yang sangat besar, kecepatan apa pun bisa berharga.

Aplikasi utama untuk algoritma Grover mungkin bukan untuk algoritma seperti
yang telah disajikan, tetapi untuk variasinya. Secara khusus, gagasan amplifikasi am-
plitudo sangat berguna.

Kita hanya menyajikan beberapa algoritma, tetapi algoritma Shor dan Grover di-
anggap yang paling penting. Banyak algoritma lain telah dibangun di atas ide-ide
dalam dua algoritma ini. Algoritma Zoo Kuantum online, yang dapat ditemukan
di https://math.nist.gov/quantum/zoo/, bertujuan untuk menyediakan katalog lengkap
dari semua algoritma kuantum. Kita sekarang mengalihkan perhatian kita dari algo-
ritma ke aplikasi komputasi kuantum lainnya.
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11.6 Kimia dan Simulasi

Pada tahun 1929, Paul Dirac menulis tentang mekanika kuantum, dengan mengatakan,
"Hukum-hukum dasar yang diperlukan untuk perlakuan matematis sebagian besar
tisika dan seluruh kimia dengan demikian diketahui sepenuhnya, dan kesulitannya
hanya terletak pada kenyataan bahwa penerapan hukum-hukum ini; hukum mengarah
pada persamaan yang terlalu rumit untuk dipecahkan."

Secara teori, semua kimia melibatkan interaksi atom dan konfigurasi elektron. Kita
tahu matematika yang mendasarinya adalah mekanika kuantum, tetapi meskipun kita
dapat menuliskan persamaan, kita tidak dapat menyelesaikannya dengan tepat. Dalam
praktiknya, ahli kimia menggunakan teknik aproksimasi alih-alih mencoba menemukan
solusi eksak. Perkiraan ini mengabaikan detail halus. Kimia komputasi telah mengam-
bil pendekatan ini dan, secara umum, telah bekerja dengan baik. Komputer klasik
dapat memberi kita jawaban yang baik dalam banyak kasus, tetapi ada area di mana
teknik komputasi saat ini tidak berfungsi. Aproksimasinya tidak cukup baik. Kita
membutuhkan detail yang bagus.

Feynman berpikir bahwa salah satu aplikasi utama komputer kuantum adalah un-
tuk mensimulasikan sistem kuantum. Menggunakan komputer kuantum untuk mem-
pelajari kimia yang termasuk dalam dunia kuantum adalah ide alami yang memiliki
potensi besar. Ada sejumlah bidang di mana diharapkan komputasi kuantum akan
memberikan kontribusi penting. Salah satunya adalah memahami cara kerja enzim,
nitrogenase, yang digunakan untuk membuat pupuk. Metode produksi pupuk saat
ini melepaskan sejumlah besar gas rumah kaca dan mengkonsumsi energi yang cukup
besar. Komputer kuantum dapat memainkan peran utama dalam memahami hal ini
dan reaksi katalitik lainnya.

Ada kelompok di University of Chicago yang meneliti fotosintesis. Perpindahan
sinar matahari menjadi energi kimia merupakan proses yang terjadi dengan cepat dan
sangat efisien. Ini adalah proses mekanika kuantum. Tujuan jangka panjangnya adalah
untuk memahami proses ini dan kemudian menggunakannya dalam sel fotovoltaik.

Superkonduktivitas dan magnetisme adalah fenomena mekanika kuantum. Kom-
puter kuantum dapat membantu kita memahaminya dengan lebih baik. Salah satu tu-
juannya adalah untuk mengembangkan superkonduktor yang tidak perlu didinginkan
hingga mendekati nol mutlak.

Konstruksi komputer kuantum yang sebenarnya masih dalam tahap awal, tetapi
bahkan dengan beberapa qubit masih memungkinkan untuk mulai mempelajari kimia.
IBM baru-baru ini mensimulasikan molekul berilium hidrida (BeH,) pada prosesor
kuantum tujuh qubit. Ini adalah molekul yang relatif kecil dengan hanya tiga atom.
Simulasi tidak menggunakan pendekatan yang digunakan dalam pendekatan kom-
putasi klasik. Namun, karena prosesor IBM hanya menggunakan beberapa qubit,
dimungkinkan untuk mensimulasikan prosesor kuantum menggunakan komputer kla-
sik. Akibatnya, segala sesuatu yang dapat dilakukan pada prosesor kuantum ini dapat
dilakukan secara klasik. Namun, karena prosesor memasukkan lebih banyak qubit,
kita sampai pada titik di mana tidak mungkin lagi mensimulasikannya secara klasik.
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Kita akan segera memasuki era baru ketika simulasi kuantum berada di luar kekuatan
komputer klasik mana pun.

Sekarang kita telah melihat beberapa aplikasi yang mungkin, kita akan secara singkat
mensurvei beberapa cara yang digunakan untuk membangun komputer kuantum.

11.7 Perangkat keras

Untuk benar-benar membuat komputer kuantum praktis, kita perlu memecahkan se-
jumlah masalah, yang paling serius adalah memecahkan masalah qubit kita berinteraksi
dengan sesuatu dari lingkungan yang bukan bagian dari komputasi. kita perlu menga-
tur qubit ke keadaan awal dan menyimpannya dalam keadaan itu sampai kita perlu
menggunakannya. Kita juga harus mampu membangun gerbang dan sirkuit. Apa yang
membuat qubit bagus?

Foton memiliki sifat yang berguna karena mudah diinisialisasi dan mudah terjerat,
dan mereka tidak banyak berinteraksi dengan lingkungan, sehingga mereka tetap ko-
heren untuk waktu yang lama. Di sisi lain, sulit untuk menyimpan foton dan menyiap-
kannya saat kita membutuhkannya. Sifat foton membuatnya ideal untuk komunikasi,
tetapi mereka lebih bermasalah untuk membangun sirkuit kuantum.

Kita sering menggunakan spin elektron sebagai contoh. Apakah ini bisa digunakan?
Sebelumnya kita menyebutkan peralatan yang digunakan dalam uji Bell bebas lubang.
Itu menggunakan elektron yang terperangkap dalam berlian sintetis. Ini dimanipulasi
dengan menyinari laser pada mereka. Masalahnya telah scaling. Kita dapat membuat
satu atau dua qubit tetapi, saat ini, tidak mungkin untuk menghasilkan jumlah be-
sar. Alih-alih menggunakan elektron, putaran inti juga telah dicoba, tetapi skalabilitas
kembali menjadi masalah.

Metode lain menggunakan tingkat energi ion. Komputasi ion-trap menggunakan
ion yang ditahan pada posisinya oleh medan elektromagnetik. Untuk menjaga agar
ion yang terperangkap getaran harus diminimalkan; mendinginkan segalanya hingga
mendekati nol mutlak melakukan ini. Tingkat energi ion mengkodekan qubit dan
laser dapat memanipulasinya. David Wineland menggunakan perangkap ion untuk
membangun gerbang CNOT pertama pada tahun 1995, di mana ia menerima Hadiah
Nobel, dan pada tahun 2016 para peneliti di NIST melibatkan lebih dari 200 ion berilium.
Perangkap ion memang memiliki potensi untuk digunakan di komputer kuantum masa
depan, tetapi sejumlah komputer sedang dibangun menggunakan pendekatan yang
berbeda.

Untuk meminimalkan interaksi komputer kuantum dengan lingkungan, mereka se-
lalu terlindung dari cahaya dan panas. Mereka terlindung dari radiasi elektromagnetik,
dan didinginkan. Satu hal yang dapat terjadi di tempat dingin adalah bahan tertentu
menjadi superkonduktor, mereka kehilangan semua hambatan listrik dan superkon-
duktor memiliki sifat kuantum yang dapat dimanfaatkan. Ini melibatkan hal-hal yang
disebut pasangan Cooper dan persimpangan Josephson.
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Elektron dalam superkonduktor berpasangan, membentuk apa yang disebut pasang-
an Cooper. Pasangan elektron ini bertindak seperti partikel individu. Jika kita mengapit
lapisan tipis superkonduktor di antara lapisan tipis isolator, kita mendapatkan persim-
pangan Josephson. Brian David Josephson menerima Hadiah Nobel dalam fisika untuk
karyanya tentang bagaimana pasangan Cooper dapat mengalir melalui persimpangan
Josephson dengan terowongan kuantum. Sambungan ini sekarang digunakan dalam
tisika dan teknik untuk membuat instrumen sensitif untuk mengukur medan magnet.
Untuk tujuan kita, fakta penting adalah bahwa tingkat energi pasangan Cooper dalam
loop superkonduktor yang berisi persimpangan Josephson adalah diskrit dan dapat
digunakan untuk mengkodekan qubit.

IBM menggunakan qubit superkonduktor di komputer kuantumnya. Pada tahun
2016, IBM memperkenalkan prosesor lima qubit yang mereka sediakan untuk semua
orang secara gratis di cloud. Siapa pun dapat merancang sirkuit kuantum mereka
sendiri, selama menggunakan lima qubit atau lebih sedikit, dan menjalankannya di
komputer ini. Tujuan IBM adalah untuk memperkenalkan komputasi kuantum ke
sirkuit audiens yang luas untuk pengkodean superpadat, untuk pertidaksamaan Bell,
dan model atom hidrogen semuanya telah dijalankan di mesin ini. Versi primitif dari
Battle-ships juga telah dijalankan, memberikan pembuat kode klaim untuk membangun
game multipemain komputer kuantum pertama. Pada akhir 2017, IBM menghubungkan
komputer dua puluh qubit ke cloud. Kali ini bukan untuk pendidikan, tetapi ini adalah
usaha komersial di mana perusahaan dapat membeli akses.

Google sedang mengerjakan komputer kuantumnya. Ia juga menggunakan qubit
superkonduktor. Google diharapkan untuk mengumumkan dalam waktu dekat bahwa
ia memiliki komputer yang menggunakan 72 qubit. Apa yang spesial dari angka ini?

Komputer klasik dapat mensimulasikan komputer kuantum jika komputer kuantum
tidak memiliki terlalu banyak qubit, tetapi karena jumlah qubit meningkat, kita men-
capai titik di mana itu tidak mungkin lagi. Google diharapkan mengumumkan telah
mencapai atau melampaui angka ini, memberi mereka hak untuk mengklaim supremasi
kuantum saat pertama kali sebuah algoritma dijalankan pada komputer kuantum yang
tidak mungkin dijalankan, atau disimulasikan, pada komputer klasik. IBM, bagaimana-
pun, tidak menyerah tanpa perlawanan. Timnya, menggunakan beberapa ide inovatif,
baru-baru ini menemukan cara untuk mensimulasikan sistem 56-qubit secara klasik,
meningkatkan batas bawah jumlah qubit yang dibutuhkan untuk supremasi kuantum.

Saat pekerjaan terus berlanjut untuk membangun komputer kuantum, kemungkinan
besar kita akan melihat spin-off ke area lain. Qubit, bagaimanapun kita menyandikan-
nya, sensitif terhadap interaksi dengan lingkungannya. Saat kita memahami interaksi
ini dengan lebih baik, kita akan dapat membangun perisai yang lebih baik untuk melin-
dungi qubit kita, tetapi kita juga akan dapat merancang cara qubit kita dapat mengukur
lingkungannya. Contohnya melibatkan elektron yang terperangkap dalam berlian sin-
tetis. Ini sangat sensitif terhadap medan magnet. NVision Imaging Technologies adalah
startup yang menggunakan ide ini untuk membangun mesin NMR yang mereka ha-
rapkan akan lebih baik, lebih cepat, dan lebih murah daripada yang ada saat ini.

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



Penguatan Kuantum (Quantum Annealing).. 301

11.8 Penguatan Kuantum (Quantum Annealing)

D-Wave memiliki komputer untuk dijual. Terbaru mereka, D-Wave 2000Q memiliki,
seperti yang kita duga dari namanya, 2000 qubit. Namun, komputer mereka bukan
untuk tujuan umum, mereka dirancang untuk memecahkan masalah optimasi tertentu
menggunakan penguatan kuantum. Kita akan memberikan gambaran singkat tentang
ini.

Pandai besi sering kali perlu memalu logam dan membengkokkan logam. Dalam
prosesnya, dapat menjadi mengeras berbagai tekanan dan deformitas terjadi pada struk-
tur kristal sehingga sulit untuk bekerja. Penguatan tradisional adalah metode mengem-
balikan struktur kristal seragam, membuat logam lunak sekali lagi. Ini dilakukan den-
gan memanaskan potongan logam ke suhu tinggi dan kemudian membiarkannya per-
lahan dingin.

Simulasi penguatan adalah teknik standar, berdasarkan penguatan, yang dapat di-
gunakan untuk memecahkan masalah optimasi tertentu. Misalnya, kita memiliki grafik
yang diberikan pada Gambar 11.3 dan ingin mencari titik terendah minimum absolut.
Pikirkan grafik sebagai bagian bawah ember. Kami menjatuhkan bantalan bola ke dalam

c

Gambar 11.3: Grafik fungsi-bagian bawah ember.

ember. Itu akan menetap di dasar salah satu lembah. Ini diberi label A, B, dan C pada
gambar. Kita ingin menemukan C. Bantalan bola mungkin tidak mendarat di dasar C,
tetapi mungkin berakhir di dasar lembah di A. Pengamatan penting dalam penguatan
adalah bahwa energi yang dibutuhkan untuk mendorong bola yang menopang ke atas
bukit dan membiarkannya jatuh ke lembah B jauh lebih kecil daripada energi yang
dibutuhkan untuk mendorong bola yang menopang dari B dan membiarkannya jatuh
ke A. Jadi, kita mengocok ember dengan tingkat energi di antara dua nilai ini. Bola
dapat bergerak dari A ke B, tetapi tidak dapat bergerak mundur. Setelah beberapa saat
pengocokan pada tingkat ini, itu akan berakhir baik di bagian bawah A atau B. Tetapi
pengocokan pada tingkat ini dapat mengirim bola dari C ke B. Langkah selanjutnya
adalah mengocoknya lagi, tetapi kurang energik, dengan energi yang cukup untuk
menaikkannya dari B ke C, tetapi tidak cukup untuk mengembalikannya dari C ke B.
Dalam praktiknya, kita mulai mengocok dan secara bertahap mengurangi energi.
Ini sesuai dengan pendinginan potongan logam kita secara bertahap dalam penguatan

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



302 Dampak Komputasi Kuantum..

tradisional. Akibatnya, bantalan bola berakhir di titik terendah. Kitaa telah menemukan
fungsi minimum absolut.

Penguatan kuantum menambahkan terowongan kuantum. Ini adalah efek kuantum
di mana bantalan bola dapat muncul begitu saja di sisi lain bukit. Alih-alih melewati,
itu bisa melewati. Alih-alih mengurangi ketinggian bukit yang bisa didaki bola, kita
mengurangi panjang terowongan yang bisa dilaluinya.

D-Wave telah menghasilkan sejumlah komputer yang tersedia secara komersial
yang menggunakan penguatan kuantum untuk masalah optimasi. Awalnya, mereka
menghadapi beberapa skeptisisme tentang apakah komputer benar-benar menggu-
nakan terowongan kuantum, tetapi sekarang secara umum disepakati bahwa mereka
melakukannya. Masih ada beberapa pertanyaan apakah komputer lebih cepat daripada
yang klasik, tetapi orang-orang membeli. Volkswagen, Google, dan Lockheed Martin,
antara lain, semuanya telah membeli mesin D-Wave.

Setelah melihat sekilas perangkat keras ini, kita beralih ke pertanyaan yang lebih
dalam. Apa yang dikatakan komputasi kuantum tentang kita, alam semesta, dan kom-
putasi apa yang berada pada tingkat paling mendasarnya?

11.9 Supremasi Kuantum dan Alam Semesta Paralel

Ada 8 kemungkinan kombinasi tiga bit: 000,001, 010,011,100,101,110,111. Angka 8
berasal dari 2°. Ada dua pilihan untuk bit pertama, dua untuk yang kedua dan dua
untuk yang ketiga , dan kita kalikan ketiga 2 ini bersama-sama. Jika alih-alih bit kita
beralih ke qubit, masing-masing dari 8 string tiga bit ini dikaitkan dengan vektor basis,
sehingga ruang vektornya adalah dimensi 8. Analisis yang sama persis memberi tahu
kita bahwa jika kita memiliki n qubit, maka kita akan memiliki vektor basis 2", dan
ruang akan menjadi 2"-dimensi. Seiring bertambahnya jumlah qubit, jumlah vektor
basis bertambah secara eksponensial, dan segalanya dengan cepat menjadi besar.
Jika kita memiliki 72 qubit, banyaknya elemen basis adalah 272. Ini sekitar

4.000.000.000.000.000.000.000.000.000.

Ini adalah jumlah yang besar dan dianggap berada di sekitar titik di mana komputer
klasik tidak dapat mensimulasikan komputer kuantum. Setelah komputer kuantum
memiliki lebih dari 72 atau lebih qubit, kita akan memasuki era supremasi kuantum
ketika komputer kuantum dapat melakukan perhitungan yang berada di luar kemam-
puan komputer klasik mana pun. Seperti yang kita sebutkan sebelumnya, diharapkan
Google akan mengumumkan bahwa usia ini telah tercapai. (D-Wave memiliki 2000 qubit
di komputer terbarunya. Namun, mesin khusus ini belum dapat melakukan apa pun
yang tidak dapat dilakukan oleh komputer konvensional, sehingga tidak memecahkan
penghalang supremasi kuantum.)

Kita pertimbangkan mesin dengan 300 qubit. Ini sepertinya bukan angka yang
tidak masuk akal untuk masa depan yang tidak terlalu lama. Tapi 2’ adalah jumlah
yang sangat besar. Ini lebih dari jumlah partikel elementer di alam semesta yang
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diketahui! Perhitungan menggunakan 300 qubit akan bekerja dengan elemen 23 basis.
David Deutsch bertanya di mana perhitungan seperti ini, yang melibatkan lebih banyak
elemen basis daripada partikel di alam semesta, dilakukan. Dia percaya bahwa kita
perlu memperkenalkan alam semesta paralel, masing-masing berkolaborasi satu sama
lain.

Pandangan tentang mekanika kuantum dan alam semesta paralel ini kembali ke
Hugh Everett. Ide Everett adalah bahwa, setiap kali kita melakukan pengukuran, alam
semesta terbagi menjadi beberapa salinan, masing-masing berisi hasil yang berbeda.
Meskipun ini jelas merupakan pandangan minoritas, Deutsch sangat percaya. Makalah-
nya pada tahun 1985 adalah salah satu makalah dasar dalam komputasi kuantum, dan
salah satu tujuan Deutsch dengan karya ini adalah untuk membuat kasus untuk alam
semesta paralel. Dia berharap suatu hari nanti akan ada tes, analog dengan tes Bell,
yang akan mengkonfirmasi interpretasi ini.

11.10 Komputasi

Alan Turing adalah salah satu bapak teori komputasi. Dalam makalahnya yang terkenal
tahun 1936, dia dengan hati-hati memikirkan komputasi. Dia mempertimbangkan apa
yang dilakukan manusia saat mereka melakukan perhitungan dan memecahnya ke
tingkat yang paling mendasar. Dia menunjukkan bahwa mesin teoretis sederhana,
yang sekarang kita sebut mesin Turing, dapat menjalankan algoritma apa pun. Mesin
teoritis Turing berkembang menjadi komputer modern kita. Mereka adalah komputer
universal. Analisis Turing menunjukkan kepada kita operasi yang paling mendasar. Ini
melibatkan manipulasi bit. Tapi ingat, Turing menganalisis komputasi berdasarkan apa
yang dilakukan manusia.

Fredkin, Feynman, dan Deutsch berpendapat bahwa alam semesta melakukan per-
hitungan bahwa perhitungan adalah bagian dari fisika. Dengan komputasi kuantum,
fokusnya berubah dari cara manusia menghitung ke cara alam semesta menghitung.
Makalah Deutsch 1985 juga harus dilihat sebagai makalah penting dalam teori kom-
putasi. Di dalamnya, ia menunjukkan bahwa objek fundamental bukanlah bit, tetapi
qubit.

Kita telah melihat bahwa kita akan segera mencapai titik supremasi kuantum; bahwa
kita akan memiliki komputer kuantum yang tidak dapat disimulasikan oleh komputer
klasik, tetapi bagaimana dengan sebaliknya? Bisakah komputer kuantum mensimu-
lasikan komputer klasik? Jawabannya adalah mereka bisa. Setiap komputasi klasik da-
pat dilakukan pada komputer kuantum. Akibatnya, komputasi kuantum lebih umum
daripada komputasi klasik. Perhitungan kuantum bukanlah cara yang aneh untuk
melakukan beberapa perhitungan khusus; melainkan, mereka adalah cara berpikir baru
tentang komputasi sebagai sebuah konsep. Kita seharusnya tidak menganggap kom-
putasi kuantum dan klasik sebagai dua subjek yang berbeda. Komputasi benar-benar
komputasi kuantum. Komputasi klasik hanyalah kasus khusus dari kuantum.

Dalam terang ini, perhitungan klasik tampaknya merupakan versi antroposentris
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dari apa sebenarnya perhitungan itu. Sama seperti Copernicus menunjukkan bahwa
Bumi bukanlah pusat alam semesta dan Darwin menunjukkan bahwa manusia bere-
volusi dari hewan lain, kita sekarang mulai melihat bahwa perhitungan tidak berpusat
pada manusia. Komputasi kuantum merupakan pergeseran paradigma yang benar.

Kita tidak menyarankan bahwa komputasi klasik akan menjadi usang, tetapi akan
diterima bahwa ada tingkat komputasi yang lebih mendasar, dan tingkat komputasi
yang paling mendasar melibatkan qubit, keterjeratan, dan superposisi. Saat ini, fokus-
nya adalah menunjukkan bahwa algoritma kuantum tertentu lebih cepat daripada yang
klasik, tetapi ini akan berubah. Fisika kuantum telah ada lebih lama dari komputasi
kuantum. Sekarang diterima sebagai subjeknya sendiri. Fisikawan tidak mencoba
membandingkan fisika kuantum dengan fisika klasik dan berharap untuk menunjukkan
bahwa itu dalam beberapa hal lebih baik. Mereka mempelajari fisika kuantum dengan
caranya sendiri. Pergeseran yang sama akan terjadi dengan komputasi kuantum. Kita
telah diberikan alat baru yang mengubah cara kita mempelajari komputasi. Kita akan
menggunakannya untuk bereksperimen dan melihat hal-hal baru apa yang dapat kita
bangun. Ini telah dimulai dengan teleportasi dan pengkodean super padat, dan akan
terus berlanjut.

Kita memasuki era baru, dengan cara berpikir baru tentang apa sebenarnya kom-
putasiitu. Apayang akan kita temukan tidak mungkin untuk dikatakan, tetapi sekarang
adalah waktunya untuk eksplorasi dan inovasi. Tahun-tahun terbesar untuk komputasi
kuantum ada di depan kita.
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o 1.2

Perjanan Kuantum (Quantum Walk)

Mekanika kuantum telah mengubah cara kita memahami dunia fisik dan telah mem-
perkenalkan ide-ide baru yang sulit diterima, bukan karena rumit, tetapi karena berbeda
dari yang biasa kita gunakan dalam kehidupan sehari-hari. Ide-ide baru tersebut dapat
dikumpulkan dalam empat postulat atau hukum. Sulit dipercaya bahwa Alam bekerja
menurut hukum-hukum itu, dan kesulitannya dimulai dengan gagasan tentang super-
posisi kemungkinan-kemungkinan yang kontradiktif. Apakah Anda menerima gagasan
bahwa bola bilyar dapat berputar pada porosnya di kedua arah secara bersamaan?

Komputasi kuantum lahir dari ide semacam ini, sebagai mana telah dibahas dalam
Bagian II. Kita tahu bahwa komputer klasik digital bekerja dengan nol dan satu dan
bahwa nilai bit tidak boleh nol dan satu pada saat yang sama. Algoritma klasik harus
mematuhi logika Boolean. Jadi, jika koeksistensi bit-0 dan bit-1 dimungkinkan, logika
mana yang harus dipatuhi oleh algoritma?

Komputasi kuantum lahir dari perubahan paradigma. Penyimpanan, pemrosesan,
dan transmisi informasi yang mematuhi hukum mekanika kuantum memungkinkan
pengembangan algoritma baru, lebih cepat daripada analog klasik, yang dapat diim-
plementasikan di laboratorium fisika. Saat ini, komputasi kuantum adalah area mapan
dengan hasil teoritis penting dalam konteks teori komputasi, serta dalam hal fisika,
dan telah menimbulkan tantangan rekayasa besar untuk konstruksi perangkat keras
kuantum.

Mayoritas orang, yang tidak akrab dengan area tersebut dan berbicara tentang
komputer kuantum, berharap bahwa pengembangan perangkat keras akan mematuhi
hukum Moore yang terkenal, yang berlaku untuk pengembangan komputer klasik se-
lama lima puluh tahun. Banyak dari orang-orang itu kecewa mengetahui tentang
kesulitan teoritis dan teknologi yang sangat besar yang harus diatasi untuk meman-
faatkan dan mengendalikan sistem kuantum yang cenderung berperilaku klasik. Di
satu sisi, CPU kuantum harus cukup besar dan harus tetap koheren cukup lama untuk
memungkinkan setidaknya ribuan langkah untuk menghasilkan output nontrivial.

Pemrosesan komputer klasik sangat stabil. Bergantung pada perhitungan, inversi
satu bit dapat membatalkan seluruh proses. Tapi kita tahu bahwa perhitungan pan-
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jang, yang membutuhkan inversi miliaran bit, dilakukan tanpa masalah. Komputer
klasik tidak salah karena komponen dasarnya stabil. Pertimbangkan, misalnya, kom-
puter mekanis. Akan sangat tidak biasa jika sebuah alat mekanis mengubah posisinya,
terutama jika kita memasang pegas agar tetap stabil pada posisi yang diinginkan. Hal
yang sama berlaku untuk perangkat elektronik, yang tetap dalam keadaannya sampai
pulsa listrik dengan daya yang cukup mengubahnya. Perangkat elektronik dibuat un-
tuk beroperasi pada tingkat daya jauh di atas kebisingan, dan kebisingan ini dijaga agar
tetap rendah dengan membuang panas ke lingkungan.

Hukum mekanika kuantum mengharuskan perangkat fisik harus diisolasi dari ling-
kungan; jika tidak, superposisi menghilang, setidaknya sebagian. Terlalu sulit untuk
mengisolasi sistem fisik makroskopik dari lingkungannya. Partikel ultrarelativistik dan
gelombang gravitasi melewati blokade apa pun, menembus ke tempat yang paling
dijaga, memperoleh informasi, dan menyampaikannya keluar dari sistem. Proses ini
setara dengan pengukuran kuantum yang dapat diamati, yang sering meruntuhkan su-
perposisi dan memperlambat komputer kuantum, membuatnya hampir, atau seluruh-
nya, setara dengan yang klasik. Hasil teoritis menunjukkan bahwa tidak ada masalah
mendasar terhadap kemungkinan membangun perangkat keras kuantum. Ini adalah
masalah kesulitan teknologi.

Tidak ada gunanya membangun komputer kuantum jika kita akan menggunakan-
nya dengan cara yang sama seperti kita menggunakan komputer klasik. Algoritma
harus ditulis ulang, dan teknik baru untuk mensimulasikan sistem fisik harus dikem-
bangkan. Tugasnya lebih sulit daripada komputer klasik. Sejauh ini, kita tidak memiliki
bahasa pemrograman kuantum. Juga, algoritma kuantum harus dikembangkan meng-
gunakan konsep aljabar linier. Komputer kuantum dengan jumlah qubit yang cukup
besar belum tersedia, sehingga memperlambat perkembangan simulasi. Pada saat pem-
bahasan ini telah ditulis, Google dan IBM dan Intel telah membangun komputer kuan-
tum universal dengan 72 dan 50 dan 49 qubit, masing-masing, menggunakan sirkuit
elektronik superkonduktor yang membutuhkan suhu serendah sepersepuluh dari satu
Kelvin. atau sekitar sepertiga dari suhu di luar angkasa. Terlepas dari pencapaian yang
mengesankan itu, waktu koherensi yang diumumkan oleh IBM adalah sekitar 90 ms,
belum cukup.

Perjalan Kuantum (Quantum Walk) (QW) adalah teknik yang kuat untuk membangun
algoritma kuantum dan untuk mensimulasikan sistem kuantum yang kompleks. Per-
janan Kuantum dikembangkan pada awalnya sebagai versi kuantum dari Perjalanan
Acak (random walk) klasik, yang membutuhkan pelemparan koin untuk menentukan
arah langkah selanjutnya. Maka dari itu, QW dapat dianggap sebagai versi umum dari
perjanan acak klasik.

Hukum mekanika kuantum menyatakan bahwa evolusi sistem kuantum yang teriso-
lasi adalah deterministik. Keacakan hanya muncul ketika sistem diukur dan informasi
klasik diperoleh. Ini menjelaskan mengapa nama "perjanan acak kuantum" jarang di-
gunakan. Model yang diciptakan berkembang pada langkah waktu diskrit pada ruang
diskrit, yang dimodelkan oleh grafik. Model yang diciptakan bukan satu-satunya versi
waktu-terpisah dari perjanan kuantum. Bahkan, ada versi tanpa koin yang disebut
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model staggered, yang menggunakan operator evolusi yang ditentukan dengan mem-
partisi himpunan simpul. Selain itu, ada versi waktu terus-menerus (kontinu), yang
telah dipelajari secara ekstensif.

Perkembangan perjanan kuantum dapat ditelusuri kembali ke studi difusi kuan-
tum, yang sebagian besar berfokus pada evolusi partikel pada kisi biasa. Ada banyak
literatur tentang topik ini. Ada banyak model awal perjalanan acak kuantum, dikem-
bangkan dengan mempertimbangkan berbagai aplikasi. Perjanan kuantum pertama
kali terbukti menarik dari sudut pandang algoritmik dalam kasus waktu diskrit dan
dalam kasus waktu kontinu. Kedua walks ditunjukkan untuk memberikan percepatan
dibandingkan dengan kasus klasik, pada jalur untuk walk waktu diskrit ada percepatan
kuadrat dan pada struktur pohon biner dalam walk waktu kontinu percepatannya ek-
sponensial. Hasil ini mendorong proliferasi studi lebih lanjut ke dalam kedua jenis
perjanan kuantum.

Kekayaan daerah telah menarik perhatian komunitas ilmiah, dan minat telah me-
ningkat secara signifikan dalam beberapa tahun terakhir. Parameter bagus untuk diuji
pernyataan ini ditunjukkan pada Gambar 12.1, yang menggambarkan jumlah kertas
dengan tag "perjanan kuantum" baik di judul atau di topik yang dikembalikan setelah
menanyakan database Scopus dan Web of Science. Sangat mudah untuk melihat bahwa

160 7
1440 1
1201
100 1
801
60 1
401

Scopus Topics

Scopus Title

/\\\t'll of Science Title

2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016
year

number of papers

Gambar 12.1: Jumlah makalah dengan tag “perjanan kuantum” pada judul dan topik yang dikembalikan
oleh Scopus dan Web of Science dari tahun 2000 hingga 2017 [6].

jumlah kertas adalah meningkat sebagai fungsi superlinear. Untuk detail lebih lanjut
tentang perjanan kuantum, kami merujuk ke [6, 7, 8] dan tulisan Norio Konno di [9].
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Postulat Mekanika Kuantum

Mekanika kuantum tidak mungkin disajikan dalam beberapa halaman. Karena tu-
juan buku ini adalah untuk mendeskripsikan algoritme kuantum, kami membatasi
diri pada prinsip-prinsip mekanika kuantum dan menggambarkannya sebagai "aturan
permainan”. Misalkan Anda telah bermain catur selama bertahun-tahun dan menge-
tahui beberapa strategi, tetapi Anda benar-benar tidak tahu catur. Misalkan sekarang
seseorang menjelaskan aturan catur. Segera Anda akan memainkan permainan baru.
Tentu saja, Anda tidak akan menguasai banyak strategi catur, tetapi Anda akan bisa
bermain. Bab ini memiliki tujuan yang sama. Postulat sebuah teori adalah aturan
mainnya. Jika Anda melanggar aturan, Anda akan keluar dari permainan. Namum
sebelumya diberikan perangkat matematika yang akan digunakan pada pembahasan
yang berikutnya.

13.1 Pendahuluan matematika

Kita mulai dengan elemen sentral untuk perumusan mekanika kuantum yaitu ruang
Hilbert.

Definisi 13.1 Ruang vektor hasilkali dalam. Ruang vektor hasilkali-dalam V adalah ru-
ang vektor kompleks, dilengkapi dengan hasilkali-dalam (- | -) : V X V' — C, memenuhi
aksioma berikut. Untuk semuaa,b,c € V,a,f € C

(1) {alb) = (bla)’

(2) (ala) >0dan{ala)=0<a=0

(3) {alab + Bc) = a(alb) + B (alc).
Hasilkali dalam memperkenalkan norm pada V: ||a|| def Viala).
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Definisi 13.2 Ruang vektor hasilkali dalam yang lengkap. Suatu ruang vektor hasil-
kali dalam V disebut lengkap jika untuk sembarang barisan {a;}°,,4; € V dengan sifat
lim [la; —ajl| = 0, ada tunggal elemen b € V sehingga lim [|b —a|| = 0. O
i,j—00 j—00

Definisi 13.3 Ruang Hilbert. Ruang Hilbert H adalah ruang vektor hasilkali dalam
lengkap. Dua ruang Hilbert H; dan H, dikatakan isomorpik jika ruang vektor yang

berkaitan isomorpik dan isomorpismanya mempertahankan hasil kali dalam. 0

Definisi 13.4 Fungsional. Misalkan V adalah sauatu ruang vektor atas suatu lapangan

F. Suatu fungsional linier adalah suatu pemetaan linier f : V — F. 0

Lemma 13.1 Hasil kalidalam sebagai sebagai pemetaan linier. Misalkan H adalah
suatu ruang Hilbert. Maka, untuk sebarang tetap a € H fungsi f, : H — C didefinisikan
oleh f,(b) = {alb), Vb € H adalah pemetaan linier. Oleh karena itu, fungsi f, adalah

fungsional linier.

Bukti
Untuk sebarang tetap a € H ditunjukkan bahwa f, mempertahankan kombinasi linier.
Diberikan sebarang b,c € H, a, € C, kita mempunyai

falab + Bc) = (alab + Bc) = a(alb) + B{alc) = af,(b) + Bfa(c).

Jadi f, adalah pemetaan linier dari H ke C, dengan demikian fungsi f, adalah fungsional

linier. 0

Teorema 13.1 Untuk sebarang pemetaan linier kontinu f : H — C tetap terdapat de-
ngan tunggal ¢ € H sehingga f(ip) = <¢ f|1[)> untuk setiap P € H.

Bukti
Berdasarkan Lemma 13.1, bila f adalah fungsional linier dari H ke C dan untuk a =
¢ € H, kita mempunyai

@) = @) = (¢4 9) = F), Vi € H.

Untuk ketunggalan dari ¢ € H diserahkan pada pembaca untuk membuktikannya. 0
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Dimungkinkan untuk membuktikan bahwa ruang semua fungsi linier dari ruang
Hilbert H membentuk kembali ruang Hilbert, yang disebut ruang Hilbert dual H* atas
C. Selanjutnya, Teorema 13.1 membuktikan bahwa ada bijeksi antara H dan H* oleh
karena itu H isomorpik dengan H*. Isomorpisma ini adalah dasar untuk pembuatan
notasi Dirac "bra-ket" yang terkenal dan telah dibahas dalam Bagian II. Selanjutnya
istilah bra dan ket kita bahas lagi yang tentunya dikaitkan dengan ruang Hilbert .

Definisi 13.5 Notasi Dirac. Misalkan H adalah suatu ruang Hilbert. Suatu vektor
Y € H dinotasikan |1[)) dan disebut sebagai ket. Fungsional linier yang sesuai dilam-
bangkan oleh (1/J| dan disebut sebagai bra. Jadi, (:| dapat dilihat sebagai operator yang
memetakan setiap keadaan ¢ menjadi suatu fungsional <¢| sehingga <q5| (|1/J)) = <q5|1/1>
t def

= <IIJ| 0

Kita mendefinisikan |l[))

Representasi kolom dan baris dari ket dan bra. Misalkan H adalah ruang Hilbert
berdimensi-n. Maka, |¢) € H dapat direpresentasikan sebagai vektor kolom dimensi-#,

dan fungsi yang sesuai (gb| € H* dapat dilihat sebagai vektor baris berdimensi-n. Oleh
karena itu, <qb|1p> adalah operator matriks baris-kolom biasa yang menghitung hasilkali

dalam dalam ruang vektor berdimensi berhingga: |1,b) © (1,D| sesuai dengan transposisi
dan konjungsi.

Kita sekarang membahas operator linier dalam ruang Hilbert dan representasi hasil-
kali luarnya.

Definisi 13.6 Operator linier. Misalkan H; dan #, adalah ruang Hilbert. Maka, op-
erator linier A adalah fungsi linier antara H; dan H,, yaitu A : H; — H, sedemikian
hingga V |l[1>i €eH,ajeC=

A (Z QU |1,b)m] = Z a,A (|1,b)m) = Z QU |qf>>m , dengan |¢>m € H,.

Definisi 13.7 Representasi hasilkali luar. Misalkan |lp) ,la) € H; dan |¢> € H,. Maka
hasilkali luar |qf>> (1,0| adalah operator linier dari H; ke H, didefinisikan oleh

def

(|6} (w]) 1)) = |o) (play = (wla) |).
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Representasi matriks dari operator linier. Tindakan dari operator linier A tidak
bergantung pada basis atau sistem koordinat manapun. Namun, jika kita memilih basis

{le);} dan { | f >1} untuk berturut-turut H; dan H,, adalah mungkin untuk memberikan

matriks representasi A. Sebagai contoh, kita definisikan operator Pauli menggunakan

representasi matriks
01 0 —1 1 0
Oy = [1 O]’ oy = |i O]’ o, = [0 _1]. (13.1)

Atau, kita dapat menggunakan representasi hasilkali luar
& = |0) [+ 1)<0I; 6, = i]0) (1| = i[1)€0]; &- = 10) {0 - [1) 1], (13.2)
dimana
0y = |é] )y = |(1)] ©=[1 o], =0 1].

Operator Hadamard adalah operator linier lain yang banyak digunakan dalam per-
janan kuantum, matriks dan representasi hasilkali luarnya masing-masing diberikan
oleh Persamaan (13.3) dan (13.4).

111 1
A = —— (0) <01 +10) (1] + 11) (0] - [1) 1) (13.4)
V2

Operator linier diberikan oleh Persamaan (13.2) dan (13.4) adalah contoh dari su-
atu himpunan operator-operator yang banyak digunakan dalam mekanika kuantum:
operator Hermitian dan Unitar.

Lemma 13.2 Misalkan H adalah ruang Hilbert dan A : H — H suatu operator linier 3!
operator A', adjoint dari A, sehingga Y |a), |b) € H = (a| A|b) = (a| A" |b). Representasi
matriks A" diberikan oleh A" = (A*)T , yaitu matriks transpos konjugasi dari A.

Bukti Sebagai latihan! 0

Definisi 13.8 Operator Hermitian. Misalkan #{ adalah suatu ruang Hilbert berdimensi-
hingga dan A : H — H suatu operator linier. Jika A = A" maka A adalah operator

Hermitian. 0

Definisi 13.9 Operator positif. Misalkan # adalah suatu ruang Hilbertdan A : H — H
suatu operator linier. A adalah operator positif jika dan hanya jika V |lp) eH =

(Y| Alyp) > 0. .
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Definisi 13.10 Operator Unitar. Misalkan H adalah suatu ruang Hilbert dan U : H —
H suatu operator linier. (I adalah operator unitarjika UU" = [, dengan [ adalah operator
identitas. Operator unitar adalah elemen kunci dalam perumusan mekanika kuantum
karena mereka mempertahankan hasilkali dalam antara vektor: misalkan |a) = U |a)

dan |g) = Ub) = (alp) = <a|a+|a|b> = (amb) = (a|b). .

Operator Unitar dan Hermitian adalah contoh dari operator normal. Sifat matema-
tika dari operator normal, khususnya fakta bahwa mereka dapat didiagonalisasi, sangat
berguna.

Definisi 13.11 Operator Normal. Misalkan # adalah suatu ruang Hilbert dan A : H —

H suatu operator linier. A adalah normal jika AAT = A*A. 0

Teorema 13.2 Dekomposisi spektral. Setiap operator normal A pada ruang vektor V

adalah diagonal terhadap beberapa basis ortonormal untuk V. 0

Jadi, representasi diagonal untuk operator A pada ruang vektor V adalah represen-
tasiA = Z Aili) (i|, dimana {|i)} himpunan ortonormal vektor eigen untuk A dengan nilai

1
eigen yang sesuai A;. Kita menggunakan fakta ini untuk menghitung fungsi operator.

Definisi 13.12 Fungsi Operator. Misalkan f : € — C adalah suatu fungsi dan A=
Y. A; i) (il adalah suatu dekomposisi spektral untuk operator normal A. Maka, fungsi

operator f (A) didefinisikan oleh

def

fAEY f@livil.

0

Sebelum kita membahas topik membuat ruang vektor dari ruang vektor lain, kita
memperkenalkan pengertian trace untuk matriks dan operator linier.

Definisi 13.13 Trace. Misalkan A € M, (F) adalah matriks berukuran n X n dengan
elemen-elemen (g; ;) di lapangan F. Trace dari A didefinisikan sebagai

tI‘(A) d:ef Z ai.

1
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Trace dari operator linier A didefinisikan sebagai trace dari salah satu representasi
matriksnya.

Sekarang kita fokus pada hasilkali tensor, suatu metode untuk membangun ruang
vektor dari ruang vektor lain. Hasilkali tensor sangat penting untuk mewakili sistem
kuantum multipartikel.

Definisi 13.14 Hasilkali tensor. Misalkan V dan W adalah ruang vektor (atas lapangan
F) masing-masing berdimensi m dan n. Misalkan X adalah hasil kali tensor dari V dan
W, yaitu X = V® W. Unsur-unsur X adalah kombinasi linier dari vektor |a) ® |b), di
mana |z) € V dan |[b) € W. Secara khusus, jika {|i)} dan {| j)} adalah basis ortonormal

untuk V dan W maka {|i) ® | j)} adalah basis untuk X. Misalkan A B masing-masing
merupakan operator linier pada V dan W. Maka V|a);,la), € V,|b);,|b), € W dan
aeF=

(1) a(la), @ |b)1) = (ala)y) ®b); = la); @ (a|b),)
() (la)y + la)2) ®|b)y = la); ® |b)y + |a), ® |b)y
() la)1 & (Ib)y + |b)2) = |a)y ® |b)y + |a), ® |b),
(4) A®B(a), ® b)) = Ala), ® Bb),

(5) Generalisasi dgri langkah sebelumnya sangat mudah. Misalkan |a); € V, |b); € W
dana, e F=> A® B(Z a;lay; ®|b);) = Z a;Ala); ® B|b)..

O

Notasi singkat untuk |a) ® |b) hanya ditulis |ab) atau |a, b). Juga, hasil kali tensor dari

la) dengan dirinya sendiri #n Kkali |a) |a) - - - |a) juga dapat dengan mudah ditulis sebagai
~——

|a>®n .

Hasil kali Kronecker adalah representasi matriks yang mudah dan sederhana dari
hasil kali tensor. Misalkan A = (a;;),B = (b;j) masing-masing adalah dua matriks
berukuran m X n dan p X q. Maka A ® B diberikan oleh

A B ApB - Ay,B

AQB A2:1B Azsz AZ:HB

Am,lB Am,2B Am,nB

Matriks A ® B berukuran mp X nq.

Akhirnya, kita menjelaskan teorema yang akan digunakan pada bagian berikut-
nya untuk kuantifikasi keterjeratan. Karena kita akan menggunakan konsep 'keadaan
murni’ dalam teorema berikutnya.
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Teorema 13.3 Dekomposisi Schmidt. Misalkan |gb) adalah keadaan murni dari sistem
komposit AB = dbasis ortonormal {|i4)} untuk A dan {|iz)} untuk B sedemikian sehingga

|py = me lis),

dimana A; € R*U{0} memenuhi Z Af = 1. Bilangan A; dikenal sebagai koefisien Schmidt.

Bukti
Latihan!

13.2 Ruang Keadaan

Keadaan sistem fisik menggambarkan karakteristik fisiknya pada waktu tertentu. Bi-
asanya, kita menjelaskan beberapa fitur yang mungkin dimiliki sistem karena, jika
tidak, masalah fisik akan terlalu rumit. Misalnya, keadaan putaran bola bilyar dapat
dicirikan oleh vektor di R®. Dalam contoh ini, kita mengabaikan kecepatan linier bola
bilyar, warnanya, atau karakteristik lain apa pun yang tidak terkait langsung dengan
rotasinya. Keadaan putaran sepenuhnya dicirikan oleh arah sumbu, arah putaran, dan
intensitas putaran. Keadaan spin dapat digambarkan dengan tiga bilangan real yang
merupakan elemen dari suatu vektor, yang arahnya mencirikan sumbu rotasi, yang
tandanya menggambarkan sisi mana dari bola bilyar yang berputar, dan yang pan-
jangnya mencirikan kecepatan rotasi. Dalam fisika klasik, arah sumbu rotasi dapat
berubah-ubah secara terus menerus, begitu juga dengan intensitas rotasi.

Apakah suatu elektron, yang dianggap sebagai partikel elementer, yaitu, tidak ter-
diri dari partikel lain yang lebih kecil, berputar seperti bola bilyar? Cara terbaik untuk
menjawab ini adalah dengan bereksperimen dalam pengaturan nyata untuk memeriksa
apakah elektron benar-benar berputar dan apakah mematuhi hukum fisika klasik.
Karena elektron memiliki muatan, rotasinya akan menghasilkan medan magnet yang
dapat diukur. Percobaan semacam ini dilakukan pada awal mekanika kuantum, de-
ngan berkas atom perak, kemudian dengan berkas atom hidrogen, dan saat ini mereka
dilakukan dengan partikel individu (bukan balok), seperti elektron atau foton. Hasilnya
berbeda dari apa yang diharapkan oleh hukum fisika klasik.

Kita dapat mengirim elektron melalui medan magnet dalam arah vertikal (arah z),
sesuai dengan skema Gambar 13.1. Hasil yang mungkin ditampilkan. Entah elektron
menyentuh layar pada titik A atau titik B. Seseorang tidak pernah menemukan elektron
pada titik O, yang berarti tidak ada rotasi. Eksperimen ini menunjukkan bahwa spin
elektron hanya menerima dua nilai: spin ke atas dan spin ke bawah keduanya dengan
intensitas “rotasi” yang sama. Hasil ini cukup berbeda dari apa yang diharapkan secara
klasik karena arah sumbu rotasi terkuantisasi, hanya mengakui dua nilai. Intensitas
rotasi juga terkuantisasi.
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Gambar 13.1: Skema perangkat eksperimental untuk mengukur keadaan spin elektron.
Elektron melewati medan magnet tidak seragam dalam arah vertikal. Itu menyentuh
A atau B tergantung pada arah rotasi. Jarak titik A dan B dari titik O bergantung pada
kecepatan putaran. Hasil eksperimen ini sangat berbeda dengan apa yang kita harapkan
secara klasikal [6].

Mekanika kuantum menggambarkan putaran elektron sebagai vektor satuan dalam
ruang Hilbert C2. Putaran ke atas dijelaskan oleh vektor

ol
o[}

Hal ini tampak paradoks karena vektor |0) dan |1) ortogonal. Mengapa menggunakan
vektor ortogonal untuk menggambarkan putran ke atas dan putaran ke bawah? Dalam
R?, jika kita menambahkan putaran ke atas dan ke bawah, kita memperoleh partikel
tak berotasi karena jumlah dua vektor berlawanan dengan panjang yang sama meng-
hasilkan vektor nol, yang menggambarkan tidak adanya rotasi. Di dunia klasik, kita
tidak bisa memutar bola bilyar ke kedua sisi secara bersamaan. Kami memiliki dua
situasi yang saling dikecualikan, dan kami menerapkan hukum tengah yang dikecua-
likan. Pengertian spin up dan spin down bola bilyar mengacu pada R?, sedangkan
mekanika kuantum menggambarkan perilaku elektron sebelum pengamatan, yaitu se-
belum memasuki medan magnet, yang bertujuan untuk menentukan keadaan rotasinya.

Jika elektron belum memasuki medan magnet dan jika entah bagaimana diisolasi
dari lingkungan makroskopik, keadaan perputarannya dijelaskan oleh kombinasi linier
vektor |0) dan [1)

dan putaran ke bawah oleh vektor

) = a010) +ay 1) (13.5)

di mana koefisien a9 dan a; adalah bilangan kompleks yang memenuhi batasan

laol* + |a1)* = 1. (13.6)
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Karena vektor |0) dan |0) ortogonal, jumlah tersebut tidak menghasilkan vektor nol. Situ-
asi yang dikecualikan dalam fisika klasik dapat hidup berdampingan dalam mekanika
kuantum. Koeksistensi ini dihancurkan ketika kita mencoba mengamatinya menggu-
nakan perangkat yang ditunjukkan pada Gambar 13.1. Dalam kasus klasik, keadaan
putaran suatu benda tidak tergantung pada pilihan alat pengukur dan, pada prinsipnya,
tidak berubah setelah pengukuran. Dalam kasus kuantum, keadaan putaran partikel
adalah idealisasi matematis yang tergantung pada pilihan alat pengukur untuk memiliki
interpretasi fisik dan, pada prinsipnya, mengalami perubahan ireversibel setelah pen-
gukuran. Besaran |ao|* dan |a;|* diinterpretasikan masing-masing sebagai probabilitas
deteksi putaran ke atas atau ke bawah.

13.2.1 Postulat Ruang Keadaan

Sistem fisik yang terisolasi memiliki ruang Hilbert yang terkait, yang disebut ruang
keadaan. Keadaan sistem sepenuhnya dijelaskan oleh vektor satuan, yang disebut
vektor keadaan dalam ruang Hilbert itu.

Catatan

1. Postulat tidak memberi tahu kita ruang Hilbert yang harus kita gunakan untuk
sistem fisik tertentu. Secara umum, tidak mudah untuk menentukan dimensi
ruang Hilbert dari sistem. Dalam kasus putaran elektron, kita menggunakan
ruang Hilbert berdimensi 2 karena hanya ada dua hasil yang mungkin ketika kita
melakukan eksperimen untuk menentukan putaran elektron vertikal. Sistem fisik
yang lebih kompleks mengakui lebih banyak kemungkinan, yang bisa menjadi
jumlah yang tak terbatas.

2. Suatu sistem terisolasi atau tertutup jika tidak mempengaruhi dan tidak dipenga-
ruhi oleh luar. Pada prinsipnya, sistem tidak perlu kecil, tetapi lebih mudah untuk
mengisolasi sistem kecil dengan sedikit atom. Dalam praktiknya, kita hanya dapat
menangani perkiraan sistem terisolasi, sehingga postulat ruang keadaan adalah
idealisasi.

Postulat ruang keadaan mengesankan, di satu sisi, tetapi menipu, di sisi lain. Pos-
tulat tersebut mengakui bahwa keadaan yang secara klasik tidak kompatibel hidup
berdampingan dalam superposisi, seperti berputar ke kedua sisi secara bersamaan,
tetapi ini hanya terjadi dalam sistem yang terisolasi, yaitu, kita tidak dapat melihat
fenomena ini, karena kita berada di luar isolasi (kita asumsikan bahwa kami bukan ku-
cing Schriodinger). Pembatasan kedua yang dituntut oleh postulat adalah bahwa keadaan
kuantum harus memiliki norma satuan. Kendala postulat menunjukkan bahwa super-
posisi kuantum tidak mutlak, yaitu, bukan cara kita memahami superposisi klasik. Jika
sistem kuantum menerima semacam superposisi yang dapat diikuti secara klasik, kom-
puter kuantum akan menyediakan sejumlah prosesor paralel dengan daya komputasi
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yang cukup untuk memecahkan masalah di kelas NP-complete. Kelas NP-complete ter-
diri dari masalah yang paling sulit di kelas NP (polinomial nondeterministik). Kelas NP
didefinisikan sebagai kelas masalah komputasi yang memiliki solusi yang kebenaran-
nya dapat "cepat" diverifikasi. Diyakini bahwa komputer kuantum secara eksponensial
lebih cepat daripada komputer klasik hanya dalam kelas masalah yang terbatas.

13.3 Evolusi Unitar

Tujuan fisika bukan hanya untuk menggambarkan keadaan sistem fisik pada saat ini;
bukan tujuan utamanya adalah untuk menentukan keadaan sistem ini di masa de-
pan. Sebuah teori membuat prediksi yang dapat diverifikasi atau dipalsukan dengan
eksperimen fisik. Ini setara dengan menentukan hukum dinamis yang dipatuhi sistem.
Biasanya, hukum-hukum ini dijelaskan oleh persamaan diferensial, yang mengatur
evolusi waktu sistem.

13.3.1 Postulat Evolusi

Evolusi waktu dari sistem kuantum terisolasi dijelaskan oleh transformasi unitar. Jika
keadaan sistem kuantum pada waktu t; diberikan oleh vektor |17b1>, maka keadaan

sistem |gb2) pada waktu f, diperoleh dari |gb1> dengan transformasi unitari U, yang
hanya bergantung pada t; dan t,, sebagai berikut:

|2y = Ulyn). (13.7)

Catatan

1. Tindakan operator unitar pada vektor mempertahankan normnya. Jadi, jika |gb)
adalah vektor satuan, U |lp) juga merupakan vektor satuan.

2. Algoritma kuantum adalah resep dari urutan operator unitar yang diterapkan
pada keadaan awal mengambil bentuk

|Izbn> =Uy, Uy |Eb1>

Qubit dalam keadaan |an> diukur, mengembalikan hasil algoritma. Sebelum pen-
gukuran, kita dapat memperoleh keadaan awal dari keadaan akhir karena operator
unitar dapat dibalik (mempunyai invers).

3. Postulat evolusi harus ditulis dalam bentuk persamaan diferensial, yang disebut
persamaan Schrodinger. Persamaan ini menyediakan metode untuk mendap-
atkan operator U setelah diberikan konteks fisik. Karena tujuan fisika adalah un-
tuk menggambarkan dinamika sistem fisik, persamaan Schrodinger memainkan
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peran mendasar. Tujuan ilmu komputer adalah untuk menganalisis dan mengim-
plementasikan algoritma, sehingga ilmuwan komputer ingin mengetahui apakah
mungkin untuk mengimplementasikan beberapa bentuk operator unitar yang dip-
ilih sebelumnya. Persamaan (13.7) berguna untuk area algoritma kuantum.

Selanjutnya kita menganalisis perangkat eksperimental kedua. Ini akan membantu
memperjelas peran operator unitar dalam sistem kuantum. Perangkat ini menggunakan
cermin setengah perak dengan cahaya insiden 45°, yang mentransmisikan 50% cahaya
datang dan memantulkan 50%. Jika sebuah foton tunggal mengenai cermin pada 45°,
dengan probabilitas 1/2, arahnya tidak berubah, dan dengan probabilitas 1/2, itu di-
pantulkan. Cermin setengah perak ini memiliki lapisan kaca yang dapat mengubah
fase gelombang dengan 1/2 panjang gelombang. Perangkat lengkap terdiri dari sumber
yang dapat memancarkan satu foton pada satu waktu, dua cermin setengah perak, dua
cermin reflektif penuh, dan dua detektor foton, seperti yang ditunjukkan pada Gam-
bar 13.2. Dengan menyetel alat, hasil percobaan menunjukkan bahwa 100% cahaya

i C:O'?/D

B, < Q:E)O%

2

Y

A 4

ljﬂ—bz//) ,A

Gambar 13.2: Gambar skema perangkat eksperimental, yang terdiri dari sumber cahaya,
dua cermin setengah perak, cermin reflektif penuh A dan B, detektor 1 dan 2. Interferensi
yang dihasilkan oleh cermin setengah perak terakhir membuat semua cahaya masuk ke
detektor 2 [6].

mencapai detektor 2.

Tidak ada masalah menjelaskan hasil penggunaan interferensi gelombang elektro-
magnetik dalam konteks fisika klasik karena ada perubahan fasa pada berkas cahaya
yang melewati salah satu jalur menghasilkan interferensi destruktif dengan berkas
menuju detektor 1 dan interferensi konstruktif dengan berkas yang menuju ke detektor
2. Namun, jika intensitas cahaya yang dipancarkan oleh sumber berkurang sehingga
satu foton dipancarkan pada suatu waktu, penjelasan ini gagal. Jika kita bersikeras
menggunakan fisika klasik dalam situasi ini, kita memperkirakan bahwa 50% foton
akan dideteksi oleh detektor 1 dan 50% oleh detektor 2 karena foton melewati cermin
A atau melewati B, dan tidak mungkin untuk mengganggu karena itu adalah foton
tunggal.
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Dalam mekanika kuantum, jika kumpulan cermin diisolasi dari lingkungan, dua
jalur yang mungkin diwakili oleh dua vektor ortonormal |0) dan |1), menghasilkan
ruang keadaan yang menggambarkan kemungkinan jalur untuk mencapai detektor
foton. Oleh karena itu, sebuah foton dapat berada dalam superposisi "jalur A", yang
dijelaskan oleh |0), dan "jalur B", yang dijelaskan oleh [1). Ini adalah penerapan postulat
pertama. Langkah selanjutnya adalah menggambarkan dinamika proses. Bagaimana ini
dilakukan dan apa operator kesatuan dalam prosesnya? Dalam percobaan ini, dinamika
dihasilkan oleh cermin setengah perak, karena mereka menghasilkan jalur. Tindakan
cermin setengah perak pada foton harus dijelaskan oleh operator unitar U. Operator
ini harus dipilih sehingga dua jalur yang mungkin dibuat dengan cara yang seimbang,
yaitu,

0) +¢11)

V2

Ini adalah kasus yang paling umum di mana jalur A dan B memiliki probabilitas yang
sama untuk diikuti karena koefisien-koefisiennya memiliki modulus yang sama. Un-
tuk melengkapi definisi operator U, kita perlu mengetahui aksinya pada keadaan [1).
Ada banyak kemungkinan, tetapi pilihan paling alami yang mencerminkan perangkat
eksperimen adalah ¢ = 71/2 dan

U0y = (13.8)

U= % [11 ;] (13.9)

Keadaan foton setelah melewati cermin setengah-keperakan kedua adalah

uuioy = WO+ i + 1)

= i|l). (13.10)

Langkah antara perhitungan ditampilkan dengan sengaja. Kita dapat melihat bahwa
jalur yang dijelaskan oleh |0) membatalkan secara aljabar, yang dapat diartikan sebagai
interferensi destruktif, sedangkan jalur |1) berinterferensi secara konstruktif. Hasil akhir
menunjukkan bahwa foton yang menempubh jalur B tetap, menuju langsung ke detektor
2. Oleh karena itu, mekanika kuantum memprediksi bahwa 100% foton akan terdeteksi
oleh detektor 2.

13.4 Sistem Komposit

Postulat sistem komposit menyatakan bahwa ruang keadaan sistem komposit adalah
produk tensor dari ruang keadaan komponen. Jika |1,01>,..., y,) menggambarkan

keadaan 7 sistem kuantum terisolasi, keadaan sistem komposit adalah |1,01> ®...® |1,bn>
Suatu contoh sistem komposit adalah memori komputer kuantum n-qubit. Biasanya,
memori dibagi menjadi himpunan qubit, yang disebut register. Ruang keadaan dari
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memori komputer adalah hasilkali tensor dari ruang keadaan register, yang diperoleh
dengan hasilkali tensor berulang dari ruang Hilbert C* dari setiap qubit.

Ruang keadaan memori komputer kuantum 2-qubitadalah C* = C2QC?. Oleh karena
itu, setiap vektor satuan di C* mewakili keadaan kuantum dari dua qubit. Sebagai
contoh, vektor

0,0y =

1
0
ol (13.11)

yang dapat ditulis sebagai |0) ® |0), menyatakan keadaan dua elektron yang keduanya
berputar ke atas. Interpretasi analog berlaku untuk |0, 1), [1,0) dan |1, 1). Pertimbangkan
sekarang vektor satuan dalam C* yang diberikan oleh

10,0) +11,1)

Bagaimana keadaan putaran setiap elektron dalam kasus ini? Untuk menjawab per-
tanyaan ini, kita harus memfaktorkan |gb) sebagai berikut:

vy = (13.12)

0,00 +11,1)

V2

Kita dapat memperluas ruas kanan dan mencocokkan koefisien yang membentuk sistem
persamaan untuk menemukan 4, b, ¢, dan d. Keadaan qubit pertama adalah a|0) + b[1)
dan yang kedua adalah c|0) + d[1). Tetapi ada masalah besar: Sistem persamaan tidak
memiliki solusi, yaitu, tidak ada koefisien 4, b, c, dan d yang memenuhi (13.13). Setiap
keadaan sistem komposit yang tidak dapat difaktorkan disebut terjerat. Keadaan kuan-
tum didefinisikan dengan baik ketika kita melihat sistem komposit secara keseluruhan,
tetapi kita tidak dapat menghubungkan keadaan dengan bagian-bagiannya.

Satu qubit dapat berada dalam keadaan superposisi, tetapi tidak dapat dijerat karena
keadaannya tidak terdiri dari subsistem. Qubit tidak boleh dianggap sebagai sinonim
dari partikel karena membingungkan. Keadaan partikel tunggal dapat terjerat ketika
kita menganalisis lebih dari kuantitas fisik yang terkait dengannya. Sebagai contoh,
kita dapat menggambarkan posisi dan keadaan rotasi. keadaan posisi mungkin terjerat
dengan keadaan rotasi.

= (al0) + b[1)) ® (c|0) + d [1)). (13.13)

13.5 Proses Pengukuran

Secara umum, mengukur sistem kuantum yang berada dalam keadaan |1,b) berusaha
mendapatkan informasi klasik tentang keadaan ini. Dalam praktiknya, pengukuran
dilakukan di laboratorium menggunakan perangkat seperti laser, magnet, timbangan,
dan kronometer. Secara teori, kita menggambarkan proses secara matematis dengan
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cara yang konsisten dengan apa yang terjadi dalam praktik. Mengukur sistem fisik
yang berada dalam keadaan yang tidak diketahui, secara umum, mengganggu keadaan
ini secara ireversibel. Dalam kasus tersebut, tidak ada cara untuk mengetahui atau
memulihkan keadaan sebelum pengukuran. Jika keadaan tidak terganggu, tidak ada
informasi baru yang diperoleh. Secara matematis, gangguan digambarkan oleh proyek-
tor ortogonal. Jika proyektor berada di atas ruang satu dimensi, dikatakan bahwa
keadaan kuantum runtuh dan sekarang dijelaskan oleh vektor satuan milik ruang satu
dimensi. Dalam kasus umum, proyeksi melewati ruang vektor berdimensi lebih besar
dari 1, dan dikatakan bahwa keruntuhan sebagian atau, dalam kasus ekstrim, tidak ada
perubahan sama sekali dalam keadaan kuantum sistem.

Pengukuran memerlukan interaksi antara sistem kuantum dengan perangkat ma-
kroskopik, yang melanggar postulat ruang keadaan karena sistem kuantum tidak ter-
isolasi pada saat ini. Kita tidak mengharapkan evolusi keadaan kuantum selama proses
pengukuran dijelaskan oleh operator unitar.

13.5.1 Postulat Pengukuran

Pengukuran proyektif dijelaskan oleh operator Hermitian O, yang disebut dapat dia-
mati (observable), yang bekerja pada ruang keadaan sistem yang diukur. O yang dapat
diamati memiliki representasi diagonal

0= Z AP, (13.14)
A

dimana P, adalah proyektor pada ruang eigen O yang terkait dengan nilai eigen A. Hasil
yang mungkin dari pengukuran O yang teramati adalah nilai eigen A. Jika keadaan
sistem pada saat pengukuran adalah |gb), peluang memperoleh hasil A adalah ||P, |gb) II?
atau, secara ekuivalen,

pr = (PIPAIY) . (13.15)

Jika hasil pengukuran adalah A, keadaan sistem kuantum segera setelah pengukuran

adalah )
—P . 13.16
o A |¢> ( )

Catatan

(1) Ada korespondensi antara tata letak fisik perangkat di laboratorium fisika dan O
yang dapat diamati. Ketika fisikawan eksperimental mengukur sistem kuantum,
ia mendapatkan bilangan real sebagai hasilnya. Angka-angka tersebut sesuai
dengan nilai eigen A dari operator Hermitian O.

(2) Keadaan |lp) dan ¢ |lp) memiliki distribusi probabilitas yang sama p, ketika
seseorang mengukur dapat diamati O yang sama. keadaan setelah pengukuran
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berbeda dengan faktor yang sama . Suku ¢ mengalikan keadaan kuantum
disebut faktor fase global, sedangkan suku ¢*” mengalikan vektor dari sejumlah
vektor, seperti |0) + ¢'? |1), disebut faktor fase relatif. Bilangan riil ¢ disebut fase.

Karena hasil yang mungkin dari pengukuran O yang dapat diamati mematuhi dis-
tribusi probabilitas, kita dapat mendefinisikan nilai yang diharapkan dari suatu pen-
gukuran sebagai

0)=Y pA, (13.17)
A

A O = J(0?) — (OY. (13.18)

Penting untuk diingat bahwa mean dan deviasi standar dari yang dapat diamati bergan-
tung pada keadaan sistem fisik sesaat sebelum pengukuran.

dan diviasi standart sebagai

13.5.2 Pengukuran dalam Dasar Komputasi

Basis komputasi ruang C?> adalah himpunan {|0),|1)}. Untuk satu qubit, pengukuran
yang dapat diamati dalam basis komputasi adalah matriks Pauli Z, yang dekomposisi
spektralnya adalah

Z = (+1)P,; + (-1)P_4, (13.19)
di mana P,; = |0){0] dan P_; = [1)(1]. Hasil pengukuran yang mungkin adalah +1.

Jika keadaan qubit diberikan oleh (13.5), probabilitas yang terkait dengan hasil yang
mungkin adalah:

pa = laol (13.20)
p1 = |611|2, (13.21)

sedangkan keadaan segera setelah pengukuran masing-masing adalah |0) dan |1). Pada-
hal, masing-masing negara bagian ini memiliki fase global yang bisa dibuang. Per-
hatikan bahwa

patpa=1,
karena keadaan |gb) memiliki norm satuan.

Sebelum menggeneralisasi ke n qubit, menarik untuk memeriksa kembali proses
pengukuran qubit dengan observable lain yang diberikan oleh

1
0= Z klk) (k | (13.22)
k=0

Karena nilai eigen dari O adalah 0 dan 1, analisis di atas berlaku jika kita mengganti
+1 dengan 0 dan —1 dengan 1. Dengan pengamatan baru ini, ada korespondensi satu-
satu dalam nomenklatur hasil pengukuran dan keadaan akhir. Jika hasilnya adalah 0,
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keadaan setelah pengukuran adalah |0). Jika hasilnya 1, keadaan setelah pengukuran
adalah |1).

Basis komputasi dari ruang Hilbert dari n qubit dalam notasi desimal adalah him-
punan {|0),...,...|2" — 1)}. Pengukuran dalam basis komputasi dikaitkan dengan yang
dapat diamati

0= Z kP, (13.23)

dimana Py = |k) (k|. Keadaan sebarang n qubit diberikan oleh

2"-1

vy =Y b, (13.24)

k=0
di mana amplitudo a4, memenuhi kendala
Z g = 1. (13.25)
k

Hasil pengukuran adalah bilangan bulat k pada range 0 < k < 2" — 1 dengan distribusi
probabilitas yang diberikan oleh

(WYIPlY)

| (ki) P
= | (13.26)

Pk

Persamaan (13.25) memastikan bahwa jumlah probabilitas adalah 1. Keadaan n-qubit
segera setelah pengukuran adalah

Py N
\Px

Sebagai contoh, anggaplah keadaan dua qubit diberikan oleh

k) . (13.27)

) = %uo, 0) — i10,1) +[1,1)). (13.28)

Probabilitas bahwa hasilnya adalah 00,01, atau 11 dalam notasi biner adalah 1/3. Hasil
10 tidak pernah diperoleh karena probabilitas terkait adalah 0. Jika hasil pengukuran
adalah 00, keadaan sistem segera setelahnya adalah |0, 0), demikian pula untuk 01 dan
11. Untuk pengukuran dalam basis komputasi, masuk akal untuk mengatakan bahwa
hasilnya adalah state |0, 0) karena ada korespondensi satu-satu antara nilai eigen dan
keadaan basis komputasi.

Hasil pengukuran menentukan vektor keadaan basis komputasi |gb) mana yang
diproyeksikan. Hasilnya tidak memberikan nilai koefisien ay, yaitu, tidak ada 2" yang

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



Proses Pengukuran.. 327

amplitudo a; menjelaskan keadaan |gb) yang terungkap. Misalkan kita ingin mencari
bilangan k sebagai hasil dari suatu algoritma. Hasil ini harus dikodekan sebagai salah
satu vektor dari basis komputasi, yang mencakup ruang vektor di mana keadaan |gb)
berada. Pada prinsipnya tidak diinginkan bahwa hasil itu sendiri dikaitkan dengan
salah satu amplitudo. Jika hasil yang diinginkan adalah bilangan real noninteger, maka
digit paling signifikan k harus dikodekan sebagai vektor basis komputasi. Setelah
pengukuran, kita memiliki kesempatan untuk mendekati k. Teknik yang digunakan
dalam algoritma kuantum adalah dengan memperkuat nilai a; sehingga mendekati 1.
Pengukuran pada titik ini akan mengembalikan k dengan probabilitas tinggi. Oleh
karena itu, angka yang menentukan ket, misalnya, angka k dari |k) adalah hasil yang
mungkin dari algoritma, sedangkan amplitudo keadaan kuantum dikaitkan dengan
kemungkinan memperoleh hasil.

Deskripsi proses pengukuran yang dapat diamati (13.23) setara dengan pengukuran
simultan atau dalam kaskade yang dapat diamati Z, yaitu, satu Z yang dapat diamati
untuk setiap qubit. Hasil yang mungkin dari pengukuran Z adalah +1. Pengukuran
simultan, atau dalam rangkaian n qubit, menghasilkan urutan nilai +1. Hubungan
antara hasil semacam ini dan yang dijelaskan sebelumnya diperoleh dengan mengganti
+1 dengan 0 dan -1 dengan 1. Kita akan memiliki bilangan biner yang dapat diubah
menjadi bilangan desimal yang merupakan salah satu nilai k dari (13.23).

Misalnya, untuk tiga qubit hasilnya mungkin (-1, +1, +1), yang setara dengan (1, 0, 0).
Mengonversi ke basis-10, hasilnya adalah angka 4. Keadaan setelah pengukuran diper-
oleh dengan menggunakan proyektor

1) (1| ®10) <0 ® [0} <0
11,0,0)(1,0,0| (13.29)

p—1,+1,+1

atas sistem keadaan dari tiga qubit diikuti oleh renormalisasi. Renormalisasi dalam hal
ini menggantikan koefisien sebesar 1. Keadaan setelah pengukuran adalah [1,0, 0). Saat
menggunakan basis komputasi, baik untuk observables (13.23) dan Z, masuk akal untuk
mengatakan bahwa hasilnya adalah [1,0,0) karena kita secara otomatis mengetahui
bahwa nilai eigen dari Z yang dimaksud adalah (-1, +1, +1) dan bilangan k adalah 4.

Pengukuran simultan dari n yang dapat diamati Z tidak setara dengan mengukur
Z® ---® Z yang dapat diamati. Yang terakhir yang dapat diamati mengembalikan
nilai tunggal, yang dapat berupa +1 atau -1, sedangkan mengukur n observables Z,
secara bersamaan atau tidak, kita memperoleh nilai n +1. Pengukuran pada kaskade
dilakukan dengan yang dapat diamati Z®I®---®I,I®Z® - - -®I, dan seterusnya. Mereka
juga dapat dilakukan secara bersamaan. Biasanya, kita menggunakan notasi yang lebih
ringkas, Zi,Z,, berturut-turut, di mana Z; berarti Z yang dapat diamati digunakan
untuk qubit pertama dan operator identitas untuk yang tersisa. Karena perjalanan yang
dapat diamati ini, urutannya tidak relevan dan batasan yang dikenakan oleh prinsip
ketidakpastian tidak berlaku. Pengukuran yang dapat diamati semacam ini disebut
pengukuran parsial dalam basis komputasi.
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13.5.3 Pengukuran Parsial dalam Basis Komputasi

Istilah pengukuran dalam basis komputasi n qubit menyiratkan pengukuran semua n
qubit. Namun, dimungkinkan untuk melakukan pengukuran parsial untuk mengukur
beberapa qubit. Hasil dalam kasus ini belum tentu merupakan keadaan basis komputasi.
Sebagai contoh, kita dapat mengukur qubit pertama dari suatu sistem yang dijelaskan
oleh keadaan |gb) dari (13.28). Lebih mudah untuk menulis ulang keadaan itu sebagai

berikut:
\[|o>® \/fm i\f|1>®|1> (13.30)

Kita dapat melihat bahwa hasil pengukurannya adalah 0 atau 1. Probabilitas memper-
oleh 1 adalah 1/3 karena satu-satunya cara untuk mendapatkan 1 untuk pengukuran
qubit pertama adalah dengan memperoleh 1 juga, untuk qubit kedua. Oleh karena itu,
peluang mendapatkan 0 adalah 2/3, dan keadaan segera setelah pengukuran dalam
kasus ini adalah )
-

V2

Hanya qubit yang terlibat dalam pengukuran yang diproyeksikan pada basis komputasi.
Keadaan qubit yang tersisa dalam superposisi secara umum. Dalam contoh ini, ketika
hasilnya adalah 0, keadaan qubit kedua adalah superposisi, dan ketika hasilnya 1,
keadaan qubit kedua adalah |1).

Jika kita memiliki sistem yang terdiri dari subsistem A dan B, pengukuran parsial
dari subsistem A adalah pengukuran dari O4®Ip yang dapat diamati, di mana O, adalah
sistem yang dapat diamati A dan Iz adalah operator identitas sistem B. Secara fisik, ini
berarti bahwa alat pengukur hanya berinteraksi dengan subsistem A. Secara ekuivalen,
pengukuran parsial yang hanya berinteraksi dengan subsistem B adalah pengukuran
dari I, ® Op yang dapat diamati.

Jika kita memiliki register m qubit bersama dengan register n qubit, kita dapat
merepresentasikan basis komputasi dalam bentuk yang ringkas

()

di mana i dan j keduanya diwakili di basis-10. Sebarang keadaan diwakili oleh

0) ®

-1,0<j<2" -1},

2m—12"—

|¢>—ZZ

i=0 ;=0

(13.31)

Misalkan kita mengukur semua qubit dari register pertama dalam basis komputasi,
yaitu, kita mengukur O, ® Iy yang dapat diamati, di mana

2m—1

O, = Z kP. (13.32)
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Peluang diperolehnya k sehingga 0 < k < 2™ —1 adalah

(YIPr® D)

21

Y la . (13.33)
j=0

Pk

Himpunan {py, . .., pan-1} adalah distribusi probabilitas dan oleh karena itu memenuhi

Y pe=1. (13.34)

Jika hasil pengukuran adalah k, maka keadaan segera setelah pengukuran adalah

1 1 .
ﬁ(Pk ®D)|v) = 7 k) [}Z_;‘ ar | ]>]. (13.35)

Perhatikan bahwa keadaan setelah pengukuran adalah superposisi dari register kedua.
Pengukuran yang dapat diamati (13.32) ekuivalen dengan mengukur yang dapat dia-
mati Z4,...,2Z,,.

13.6 Perjanan kuantum Waktu-Diskrit

Ada dua kelas besar dari perjanan kuantum, satu dalam waktu-diskrit dan yang lain-
nya dalam waktu-kontinu, masing-masing telah muncul secara independen dari studi
masalah fisik yang tidak terkait. Di sini kita menyajikan latar belakang teoretis untuk
kedua kelas dan membahas secara singkat beberapa sifat mereka.

Gambar 13.3: Alice di persimpangan menggunakan lemparan koin untuk memutuskan
jalan mana yang harus diambil [8].
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13.6.1 Teori Pengantar

Pertimbangkan Alice di persimpangan (Gambar 13.3), melempar koin untuk memu-
tuskan apakah akan bergerak ke kiri atau kanan. Kita menggunakan notasi + dan —
untuk mewakili hasil menjadi kepala atau ekor. Demikian juga P, dan P_ mewakili
probabilitas untuk setiap hasil, di mana untuk koin biasa yang tidak bias kita harapkan
P, = P_ =0,5. Alice telah memutuskan untuk bergerak ke kanan jika dia mendapat
+ dan ke kiri jika dia mendapat —. Sebelum melempar koin ada peluang P, bahwa
dia akan mengambil jalan yang benar dan peluang P_ untuk dia akan mengambil jalan
kiri. Namun setelah lemparan koin tidak ada ambiguitas dan dia bergerak ke kanan
atau kiri dengan kepastian mutlak. Jika Alice semula berada di x = 0, maka bergerak
ke kanan atau kiri mewakili langkah ke posisi x = +1 atau x = —1. Dia dapat terus

Gambar 13.4: Alice di persimpangan menggunakan lemparan koin untuk memutuskan
jalan mana yang harus diambilAlice melewati pohon keputusan menggunakan jalan
acak klasik. Jalur merah menunjukkan keputusan Alice mengikuti setiap lemparan
koin [8].

menggunakan lemparan koin untuk bergerak di sepanjang pohon keputusan seperti
yang diilustrasikan pada Gambar 13.4. Prosedur ini dikenal sebagai perjanan acak
(klasik). Diketahui bahwa untuk jalan acak seperti itu, distribusi probabilitas akhir
adalah Gaussian.

Dalam analog kuantum dari perjalanan acak, Bob menggunakan "koin kuantum"
dengan dua "sisi" yang dalam bahasa mekanika kuantum dikenal sebagai keadaan basis
dan dengan mudah diwakili oleh [+) dan |-) menggunakan notasi Dirac. Namun, tidak
seperti koin klasik, koin kuantum memiliki sifat tidak intuitif yang selama Bob tidak
melihatnya (yaitu tidak melakukan pengamatan atau pengukuran), ia dapat berada
dalam keadaan superposisi. Dengan kata lain jika |c) mewakili keadaan koin kuantum
setelah "dibalik", itu dapat secara bersamaan ada di kedua keadaan sedemikian rupa
sehingga

lc) = ay [+) +a_|-), (13.36)

di mana a, = (+|c) dan a; = (—|c) adalah amplitudo kompleks untuk koin berada di
setiap keadaan. Tetapi jika Bob melihat koin untuk menentukan arah mana yang harus
dipindahkan, ia kemudian akan menemukan koin di salah satu keadaan (dalam bahasa
mekanika kuantum, keadaan koin telah runtuh menjadi salah satu keadaan dasar) den-
gan probabilitas P, = |a,[* dan P_ = |a_[*>. Oleh karena itu jika Bob menentukan keadaan
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koin kuantum pada setiap langkah, distribusi probabilitas akhir akan identik dengan
perjalanan klasik Alice. Sebaliknya, ketika koin kuantum berada dalam keadaan su-
perposisi, sebagai pejalan kuantum sendiri, Bob secara bersamaan bergerak ke kanan
dan kiri dengan amplitudo @, dan a_ masing-masing. Jadi mulai dari keadaan posisi
|x = 0), langkah tersebut akan menempatkan Bob dalam superposisi keadaan posisi [+1)
dan |-1). Mirip dengan situasi dengan koin kuantum, jika kita mencoba mencari tahu
di mana Bob sebenarnya setelah bergerak, tindakan pengamatan akan meruntuhkan
keadaan posisi Bob dan kita akan menemukannya di salah satu keadaan dengan prob-
abilitas P, = |a,[* dan P_ = |a_[?, lagi-lagi identik dengan kasus klasik. Oleh karena
itu perjalanan kuantum berlangsung tanpa adanya pengamatan atau pengukuran se-
lama perjalanan, dimana Bob secara bersamaan tiba di beberapa posisi dan keadaan
koin dengan berbagai amplitudo yang merupakan fungsi gelombang probabilitas yang
digambarkan pada Gambar 13.5.

¢
2

Gambar 13.5: Bob membuat jalan melalui pohon keputusan menggunakan perjalanan acak kuantum
waktu diskrit. Berbagai corak gambarnya merupakan kesan fungsi gelombang kuantum Bob karena
menyebar ke seluruh pohon menghasilkan pola interferensi antara amplitudo yang melintasi jalur yang
berbeda [8].

Xt) o—o—o—o—e

V- e—e—e—e—8
-2 -1 0 1 2

Gambar 13.6: Keadaan perjanan kuantum waktu diskrit pada sebuah garis. Node atau keadaan posisi
dari walk diberi label dengan |x) = ...,-2,-1,0,+1,+2,... dan setiap node memiliki dua sub-node atau
keadaan koin yang diberi label oleh |+) dan |-) [8].

Gambar 13.6 mengilustrasikan struktur dasar keadaan kuantum dari walk. Node di
sepanjang sumbu horizontal mewakili keadaan posisi |x) dari kuantum walk dengan
x =...,-1,0,+1,..., sedangkan setiap node terdiri dari dua sub -node atau sub-level
yang mewakili keadaan koin [+) dan |-), juga dikenal sebagai keadaan internal, pada
posisiitu. Oleh karena itu, keadaan lengkap sistem Bob-coin dapat digambarkan sebagai

MathQuantum, Copyright: ©2022 the author Subiono



332 Postulat Mekanika Kuantum..

superposisi dari semua keadaan yang diberikan oleh

|¢> = Z Ay, |xl _> t Oy + |xl +> ’ (1337)

dimana a, ;. = (x, +|¢) dan a, - = (x, —[i) adalah amplitudo kompleks untuk koin yang
masing-masing berada dalam keadaan [+) dan |-), sedangkan Bob berada pada keadaan
posisi |x), dan kita mempunyai

Yl P+l P =1 (13.38)

Dalam sistem semua-kuantum ini, “lemparan koin” memiliki arti baru. Berbeda
dengan perjanan acak klasik di mana membalik koin menghasilkan satu keadaan (kepala
atau ekor) dengan probabilitas P, atau P_ dalam kasus kuantum itu sesuai dengan rotasi
unitar dari keadaan basis koin yang diberikan oleh

|g+] =C [gjl (13.39)

di mana (a; a-)T dan (&, o’ )T adalah representasi vektor dari keadaan koin |c) dan |¢’)
sebelum dan sesudah pelemparan koin, dan operator koin

(13.40)

e cos(0) €91 sin(0)
~ |2 sin(0) —e @172 cos(0)

adalah sebarang matriks unitar 2 X 2 hingga fase global. Perubahan basis ini dapat
direpresentasikan secara sama melalui pemetaan

[+) = cos(0) |+) + €1 sin(0) |-), dan (13.41)
|-) = €925in(B) [+) — @12 cos(0) |-) . (13.42)

Langkah simultan dari pejalan kuantum ke kiri dan kanan menurut keadaan koin secara
formal dicapai dengan tindakan pada sistem menggunakan operator translasi bersyarat
unitari ' yang memiliki sifat

T, +) =T, |, +)=x+1,+) (13.43)
T, =y=T_|x,-)=|x-1,-). (13.44)

Dengan sistem awalnya dalam keadaan |1,bo), satu langkah dalam quantu walk meli-
batkan aplikasi simultan dari operator koin C, diikuti oleh operator terjemahan bersyarat
T, di semua keadaan seperti yang digambarkan pada Gambar 13.7. Sedangkan Gam-
bar 13.8 mengilustrasikan dua langkah pertama dari perjalanan untuk keadaan awal

o) = %(IO,H +10,-)), (13.45)
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Gambar 13.7: Operator yang bertanggung jawab untuk mengemudikan perjanan kuantum waktu-
diskrit. Setiap langkah perjalanan melibatkan tindakan operator koin lokal € yang bertanggung jawab
untuk mencampur keadaan koin dari masing-masing node (panah melingkar), diikuti oleh tindakan
operator translasi bersyarat T, dan T_ bertanggung jawab untuk menggeser keadaan koin (panah kiri
dan kanan) [8].

m 1+1
2 2
d —1+i 1+i & —1+i 1+i
22 02 242 22
o) o—b—e—b—o ) o—e—b—o—4
Wt A A AR w{ A AAd1
1+ —1+i 1+i —l+i
22 22 242 22

Gambar 13.8: Dua langkah pertama dari perjalanan kuantum waktu diskrit. (a) Fungsi gelombang awal
)1/)0) =1/V2(10,+) + [0, -)). (b) dan (d) Keadaan berjalan mengikuti penerapan operator koin lokal yang
diberikan oleh Persamaan. 1.11. (c) dan (e) Keadaan berjalan mengikuti penerapan operator terjemahan
T yang diberikan oleh Persamaan (13.43) dan (13.44) [8].

dan koin yang seimbang

C= % [} i] (13.46)

Setelah n langkah perjalanan, distribusi probabilitas untuk perjanan kuantum diberikan
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oleh

Pu(x) = 1{x, = | ¥ ) P+ [{x, + | ) [ (13.47)

Dengan kata lain, melakukan pengukuran pada posisi perjananan akan meruntuhkan
(collapse) fungsi gelombangnya menjadi keadaan posisi tunggal |x) dengan probabilitas
P,(x). Ini tentu saja berarti bahwa secara eksperimental seseorang harus mengulangi
prosedur berjalan berkali-kali dan mengukur hasilnya untuk membangun distribusi
probabilitas.

0.08
0.06

S 004

0.02

~100 =50 {0 50 100
Node

Gambar 13.9: Perbandingan antara distribusi probabilitas klasik (garis putus-putus) dan perjalanan acak
kuantum waktu diskrit (garis padat) dan pada garis setelah 100 langkah. Perjalanan kuantum disebarkan
menggunakan fungsi gelombang awal )1/)0) =1/ V2(l0, +) + |0, -)) dan operator koin lokal identik yang
diberikan oleh Persamaan (13.46) [8].

Gambar 13.9 menunjukkan distribusi probabilitas untuk perjalanan kuantum di atas
setelah n = 100 langkah. Perbandingan dengan distribusi jalan acak klasik, pada plot
yang sama, segera mengungkapkan sifat penyebaran yang agak mengejutkan dari per-
jalanan kuantum. Untuk perjalanan klasik, peluang untuk menemukan Alice setelah n
langkah adalah distribusi Gaussian dengan suatu varian 0? yang berkembang secara lin-
ier terhadap waktu, sehingga jarak yang diharapkan dari titik asal adalah orde 0 ~ V/n.
Sebaliknya varians skala kuantum berjalan sebagai 0® ~ 1n?, yang berarti bahwa jarak
yang diharapkan dari titik asal adalah orde o ~ n. Dengan kata lain perjalanan kuantum
adalah proses balistik yang merambat secara kuadrat lebih cepat daripada perjalanan
klasik yang merupakan proses difusi.

Apa yang penting di sini adalah bahwa distribusi non-klasik ini disebabkan oleh
interferensi dari amplitudo kompleks ketika kuantum berjalan berkembang dan bergan-
tung murni pada sifat gelombang dari pejalan kuantum. Seperti yang akan kita lihat
nanti, memahami perjalanan kuantum sebagai fenomena interferensi memiliki implikasi
mendalam untuk implementasi fisiknya.
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13.6.2 Model Perintis

Pada titik ini adalah instruktif untuk membahas secara singkat karya asli Aharonov
dkk. (1993) di mana mereka menciptakan istilah "jalan acak kuantum" untuk pertama
kalinya. Di sana penulis memperkenalkan gagasan jalan acak menggunakan koin kuan-
tum yang keadaan dasarnya dapat diputar setelah setiap langkah. Namun, deskripsi
mereka tentang perjalanan kuantum berbeda dari pendekatan kontemporer di atas un-
tuk perjalanan kuantum dalam dua cara mendasar.

|x.+)/®

| —"ﬁ) .

Gambar 13.10: Perjalanan kuantum waktu-diskrit pada ruang posisi kontinu. Walker memiliki lebar
terbatas Ax berpusat pada node yang ditandai atau keadaan posisi walk yang berjarak ¢ terpisah [8].

Perbedaan pertama berkaitan dengan hubungan antara keadaan posisi walker dan
lebar walker. Dalam teori kuantum walker kontemporer, keadaan posisi selalu diasum-

sikan membentuk basis ortogonal untuk walker, yaitu <xj | xi> = 0;;. Dengan kata lain,
setelah mengukur posisi pejalan, jika ditemukan dalam keadaan |x;) dengan probabilitas

sama dengan 1, maka probabilitas untuk menemukan pejalan di keadaan lain |x ]-> akan
menjadi nol. Hal ini tentu saja terlihat jelas pada Gambar 13.8, di mana keadaan posisi
direpresentasikan sebagai node diskrit x = ...,~1,0,+1,--- dengan lebar yang sangat
sempit. Dalam hal ini node dapat dibuat sebarang dekat tanpa mempengaruhi hasilnya.
Namun situasi berubah ketika variabel x kontinu dan pejalan kuantum memiliki lebar
terbatas, misalnya diwakili oleh paket gelombang Gaussian dengan lebar spasial Ax.
Dalam hal ini untuk mempertahankan ortogonalitas keadaan, menjadi penting untuk
memastikan bahwa panjang langkah ¢ antara node atau keadaan posisi dari perjalanan
mematuhi £ > Ax dan operator terjemahan T menggantikan pejalan dari x ke x + £.
Oleh karena itu seperti yang diilustrasikan pada Gambar 13.10 tumpang tindih antara
distribusi di situs tetangga menjadi diabaikan dan amplitudo (x, | {’) sesuai dengan area
di bawah kurva yang secara umum bernilai kompleks. Meskipun poin ini tidak secara
eksplisit dibahas dalam banyak literatur, hal ini tersirat dalam banyak implementasi
tisik yang dijelaskan dalam buku ini, termasuk karya Sanders dan Bartlett (2003) di
mana mereka menganggap keadaan radiasi koheren yang terpisah dengan baik dengan
lebar dalam ruang fase, serta implementasinya berdasarkan kisi optik dan perangkap
mikro optik di mana atom terperangkap dalam potensial optik periodik dengan periode
kisi lebih besar dari lebar fungsi gelombang atom. Namun dalam proposal asli mereka
Aharonov et al. (1993) tidak memerlukan ortogonalitas keadaan posisi seperti itu. Alih-
alih untuk mempelajari sifat-sifat kuantum berjalan secara analitis dengan membuat
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perkiraan tertentu, mereka mengasumsikan kasus yang berlawanan, di mana ¢ < Ax,
yaitu lebar spasial keadaan jauh lebih besar dari £.

Dalam karya terkait, Aslangul (2005) menggambarkan eksperimen pemikiran di
mana partikel dua tingkat, yang diwakili oleh keadaan putaran |+) dan |+), menun-
jukkan kecepatan bergantung putaran (yaitu partikel bergerak ke kiri atau kanan ter-
gantung pada keadaan spinnya). Parameter yang dapat disetel @ dalam model me-
mungkinkan seseorang untuk mengontrol kecepatan putaran partikel, yaitu frekuensi
di mana basis putaran diputar oleh C. Partikel dengan lebar paket gelombang Ax dan
kecepatan v kemudian akan melompat antar lokasi yang berjarak ¢ = v/wA > x. Un-
tuk nilai kecil w partikel bergerak dengan jarak yang jauh lebih besar dari Ax sebelum
putaran dibalik dan arah gerakan diubah. Ini mewakili perjalanan kuantum yang dicip-
takan pada ruang posisi diskrit. Akan tetapi, meningkatkan w akan menghasilkan jarak
tempuh yang lebih pendek ¢ antara spin flip, yang secara bertahap menjadi sebanding
dengan Ax yang mengarah ke pengolesan lokasi meloncat yang terdefinisi dengan baik
dan keadaan posisi tidak lagi ortogonal.

a b

|x4)

| Ax .
|-} 4‘ x-)
x=0

Gambar 13.11: Satu langkah evolusi perjalanan kuantum waktu-diskrit untuk alat bantu jalan dengan
lebar terbatas Ax. (a) Fungsi gelombang awal |¢0> =1/v2(|0, +)+i |0, —))®G(x), di mana G adalah distribusi
Gaussian. (b) Penerapan operator translasi bersyarat menggeser keadaan koin dengan jarak ¢ < Ax.
(c) Penerapan operator koin kesatuan mencampur amplitudo koin. (d) Hasil (kurang mungkin) dari
pengukuran keadaan koin yang menemukan pejalan berada dalam keadaan |-); posisi kuantum pejalan
yang ditandai dengan pusat paket gelombangnya telah bergeser melampaui kisaran yang diharapkan
secara klasik ¢. (e) keadaan koin dari perjalanan diatur ulang sebagai persiapan untuk langkah berikutnya

(8].

Perbedaan utama lainnya antara perjalanan kuantum kontemporer dan model yang
dijelaskan oleh Aharonov dkk. (1993) adalah skema pengukuran mereka. Dalam
deskripsi kita sebelumnya tentang perjalanan kuantum, kita menekankan bahwa per-
jalanan diperbolehkan untuk melanjutkan banyak langkah dan keadaan pejalan kaki
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hanya diukur satu kali di akhir perjalanan. Aharonov dkk. (1993) namun menyarankan
untuk mengukur keadaan koin kuantum setelah setiap langkah tetapi tanpa melakukan
pengukuran seperti itu pada keadaan posisi alat bantu jalan. Namun secara signifikan
mereka masih mampu menunjukkan lebih cepat daripada sifat penyebaran klasik dari
partikel kuantum ketika koin dibuat tidak seimbang (yaitu 6 # 7/4 dalam Persamaan
(13.40)). Hal ini diilustrasikan pada Gambar 13.11. Dimulai dengan walker yang di-
wakili oleh distribusi Gaussian dengan lebar spasial Ax, awalnya dalam superposisi
seimbang keadaan koin yang berpusat pada x = 0 (Persamaan (13.45)), penulis meng-
gunakan matriks rotasi C (Persamaan (13.40)) dengan O = tan"!(1 + €) dan diasumsikan
{/Ax < |e|] < 1 (Gambar 13.11a). Di bawah kondisi ini mereka menerapkan operator
terjemahan T (Gambar 13.11b) diikuti oleh operator koin C (Gambar 13.11c¢), sebelum
mengukur keadaan koin dalam putaran dasar. Sangat mudah untuk melihat bahwa
karena rotasi yang tidak seimbang, walker sekarang lebih mungkin ditemukan di salah
satu keadaan koin daripada yang lain. Juga karena keadaan posisi tetap tidak terukur,
setiap hasil pengukuran keadaan koin sesuai dengan distribusi spasial yang dinormal-
isasi dengan pusatnya bergeser ke kiri atau kanan. Namun yang menarik adalah hasil
kontra-intuitif bahwa meskipun operator terjemahan hanya menggantikan ¢, untuk
hasil pengukuran yang lebih kecil kemungkinannya, pejalan (yaitu posisi rata-rata dari
distribusi spasial) digeser oleh 6x > ¢ (Gambar 13.11d). Dengan kata lain, perpindahan
pejalan tidak dibatasi oleh kemungkinan perpindahan klasik. Jalan dapat diperpanjang
ke beberapa langkah dengan menginisialisasi ulang keadaan koin ke keadaan super-
posisi seimbang (Gambar 13.11e) setelah setiap pengukuran dan mengulangi prosedur
di atas. Menggunakan Gaussian awal yang diberikan oleh exp(—x?/20?)/(rt0?)!/*) dan
untuk 0 = 1,¢ = 0,01 dan € = —0,1, Gambar 13.12a menunjukkan distribusi spasial yang
dihasilkan setelah langkah n = 0;5 dan 10, jika seseorang mendeteksi, berturut-turut,
pejalan berada di keadaan |-) yang melibatkan probabilitas yang sangat kecil. Plot
menampilkan deformasi kecil yang menjadi lebih relevan dengan meningkatnya jum-
lah langkah. Gambar 13.12b menunjukkan deformasi yang besar jika Gaussian awal

b
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Gambar 13.12: Distribusi [i(x)* pada Gambar 13.11 setelah n = 0 (putus-putus), n = 5 (bertitik)
dan 1n = 10 (padat), jika ada yang mendeteksi , berturut-turut, walker berada dalam keadaan |-)
yang melibatkan probabilitas yang sangat kecil. Di kedua plot, operator koin dalam Persamaan (13.40)
diparameterisasi oleh 6 = tan~!(1 + €) dengan € = —0,1, operator terjemahan menggeser jarak ¢ = 0,01
dan Gaussian awal G(x)exp(—x2/202)/(ro*)!/*), di mana o = 1 di (a) dan ¢ = 0,5 di (b) [8].

memiliki lebar yang lebih sempit, dengan menggunakan o = 0,5. Aharonov dkk. (1993)
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juga mengusulkan implementasi fisik dari model asli ini yang kemudian diperbaiki oleh
Agarwal dan Pathak (2005) (Sect. 3.3).

Harus ditunjukkan di sini bahwa mekanika dari apa yang sekarang disebut sebagai
perjalanan kuantum waktu-diskrit sebenarnya ditemukan jauh lebih awal sehubungan
dengan persamaan Dirac. Seperti yang dibahas oleh Meyer (1996), ini kembali ke
"papan catur" Feynman, integral jalur (path integral) ruang-waktu diskrit yang, dalam
batas kontinum, menghasilkan penyebar untuk persamaan Dirac dalam (13.48), yaitu
tentang: Penggeser fase adalah elemen optik dengan satu input dan satu port output,
yang bekerja pada vektor keadaan input hanya dengan memperkenalkan pergeseran
fase sederhana. Pemindah fasa dicirikan oleh tindakan Hamiltonian pada mode input.
Untuk keadaan input mode tunggal

[ = Y culm). (13.48)

n

Tidak sampai Aharonov et al. (1993) secara independen menemukan kembali perjalanan
kuantum, yang menjadi subjek analisis ekstensif khususnya dalam konteks perhitungan
kuantum.

13.6.3 Diskusi Lebih Ketat

Apa yang telah kita gambarkan sejauh ini adalah bentuk paling sederhana dari per-
jalanan kuantum, yaitu perjalanan kuantum waktu diskrit pada garis tak hingga. Pada
bagian ini kita akan menyajikan kerangka matematis yang lebih komprehensif yang
mendukung perluasan model dasar ini ke dimensi yang lebih tinggi dan tentu saja ke
grafik dengan sebarang kompleksitas.

Kita mulai dengan mempertimbangkan posisi ruang Hilbert H, yang terdiri dari
keadaan basis {Ix)};i /_2;/1/2, di mana N adalah jumlah node yang dilalui oleh pejalan

sepanjang garis dalam (13.48), dan ruang Hilbert koin H. terdiri dari keadaan basis
{le)}f. Maka ruang Hilbert dari perjalanan kuantum H,, = H, ® H, yang terdiri dari
keadaan basis {|x)®|c)} = {|x, c)} (dengan batas atas dan bawah tersirat). Oleh karena itu,
keadaan pejalan kuantum dapat ditulis sebagai superposisi linier dari keadaan basis ini

N/2-1  +

wy="Y Y awhko (13.49)

x==—N/2 c=—
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atau secara ekuivalen diwakili oleh vektor dimensi 2N

a_1,-
a1+
ao,—
o+
-
a1+

) = (13.50)

Maka operator koin global C didefinisikan oleh matriks diagonal blok berukuran N x N

. 0 0 0 0]
0o C; 0 0 0
C=l0 0o & 0 o], (13.51)
0o 0 0 G o
0 0 0 0

di mana setiap blok C, berukuran 2 x 2 adalah operator koin lokal yang diberikan
oleh Persamaan (13.40)), bertindak pada keadaan koin dari simpul x sedemikian rupa
sehingga

N/2-1 +

Ce Y ael,0)
x=—N/2 =
N/2-1 +

Y lxc) (13.52)

x=-N/2 c=—

Cle)

Tindakan operator koin lokal pada suatu kedaan jalan dapat secara ekuivalen diwakili
oleh pemetaan

I, +) 5 Vi, +)+y_slx,—), (13.53)

di mana y, . dan y_. adalah entri kolom di C,. Namun seringkali diinginkan untuk
merancang operator koin global sedemikian rupa sehingga koin lokal yang identik

diterapkan pada setiap node. Dengan kata lain memisalkan C_y; = -+ = Cypp-1 = C
operator koin global dapat ditulis dalam bentuk yang dapat dipisahkan
C=IeC, (13.54)

di mana operator identitas [ adalah dimensi-N. Contoh yang sangat umum dari hal ini
adalah apa yang disebut jalan Hadamard, di mana semua koin lokal

e % H _11] (13.55)
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adalah matriks Hadamard. Tindakan operator translasi bersyarat dapat secara formal
didefinisikan sebagai

Tlyy = (T®¢’+ + T+®¢_)|¢)

N/2-1 + +

Y (T () @ 14) (+ Y e le) + TRy @1-) (1 Y e |c>)

x=-N/2 == ==

N/2-1
o T, +)+ay, T x, —)
x==N/2
N/2-1
Y L) tay r—1,-) (13.56)

x=—N/2

di mana T dan konjugatnya T* adalah operator geser (sesuai dengan T, dan T_ dalam
Persamaan (13.43) dan (13.44)), dengan representasi matriks

[0 0 0 1] 0 1 0 0]
100 O 001 O
7={0 10 0 dan Tt=(0 0 0 1 , (13.57)
00 1 " Jyn 100 "y
dan P, = |[+)(+|dan P_ = |-) (-| adalah operator proyeksi dengan matriks representasi
N 10 . 00
P, = [O O] dan _ = |0 1] , (13.58)
yang memenuhi persamaan #, + #_ = [. Dengan demikian
0o . 0 P,
P, 0 £ 0
=0 £ 0 P (13.59)
P 0 P,

adalah representasi matriks blok N X N operator translasi kondisional. Sebagai alter-
natif, operator translasi kondisional dapat mirip dengan operator koin, diekspresikan
melalui pemetaan sederhana yang diberikan oleh

.
lx, £) — [x£1,+).

Perhatikan bahwa mempertahankan unitari dari operator 7~ mensyaratkan bahwa ia
menghemat probabilitas, yaitu 7 |gb) menyebabkan amplitudo pada posisi N' dalam
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vektor keadaan untuk membungkus. Meskipun demikian sebagian besar implementasi
tisik mengasumsikan bahwa N cukup besar dan perjalanan dimulai cukup jauh dari
batas garis hingga atau semi-tak hingga, sehingga amplitudo di sekitar batas tetap dapat
diabaikan sepanjang durasi perjalanan. Di bawah kondisi ini masalah batas yang timbul
dari unitari operator translasi dapat diabaikan untuk semua tujuan praktis.

Akhirnya, evolusi penuh dari perjalanan kuantum diberikan oleh

[¥u) = (7€) |po) (13.60)

di mana |gbo) dan |gbn) adalah keadaan awal dan akhir perjalanan setelah n langkah, dan

2N X 2N operator matriks U = 7 C menunjukkan operator evolusi untuk satu langkah
perjalanan.

Hal ini juga memungkinkan, dan seringkali berguna, untuk melakukan perjalanan
kuantum di ruang Fourier, dengan mencatat bahwa

=N
) = kZ:;‘ e |k £ (13.61)

dimanax =0,1,2,..., N — 1 dan wy = 2nk/N. Dengan menggunakan teorema perge-
seran Fourier, operator translasi dapat direduksi menjadi masalah nilai eigen

Tik, +) = e |k, +), Tk, =) = e |k, ). (13.62)

Dengan menggunakan posisi operator koin independen di Persamaan 13.54, kita mem-
punyai

N-1

uy. Z Brc Ik, ©)

k=0 c=—

U (v}

B

- k) ® (e P, + P ) C i Pre IC>]

=
Tl
o

z

[

+
|k> ® e—z‘ozwké Z ﬁk,c |C>)

>

T

= k) ® Ci Z B Ic>), (13.63)

T
o

di mana 0Z adalah matriks Pauli Z dan C; telah menyerap kontribusi dari operator
proyeksi. Dengan kata lain, evolusi perjalanan kuantum di ruang Fourier hanya mem-
butuhkan penerapan operator koin yang dimodifikasi C; di setiap simpul k. Nayak dan
Vishwan (2000) menggunakan metode ini untuk memberikan solusi yang tepat untuk
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perjalanan garis Hadamard. Beberapa hasil simetri dari distribusi probabilitas berjalan
Hadamard juga disediakan di Konno dkk. (2004).

Penting di sini untuk dicatat bahwa operator geser kondisional T bertanggung jawab
untuk menghasilkan keterjeratan antara koin dan derajat kebebasan posisi (Abal dkk.
2006¢). Oleh karena itu, meskipun jalan dapat diinisialisasi sedemikian rupa sehingga
status koin dan posisi dapat dipisahkan, setelah beberapa langkah status koin dan posisi
jalan menjadi terjerat, secara umum, dan tidak lagi dapat dipisahkan. Dimulai dengan

status posisi |gbx> = ---a_1|-1)ay|0)a;|1)--- dan keadaan koin |1,DC> = b, |+) +b_|-),
keadaan produk diberikan oleh
W) = |pdelyo)

= coraab =L+ +aabo|=1, ) +agby [0, +) + agh- [0, =) + aib [1,+) + ab_[1, ) -

di mana koefisien a,b. diwakili oleh nilai kompleks a,. dari vektor dalam Persama-
an 13.50. Mengambil jalan pada Gambar 13.8 sebagai contoh, keadaan pejalan setelah
satu langkah (Gambar 13.8c) diberikan oleh |lp> = Al|-1,-) + BI1,+), yang berarti
a_1b, = 0 sedangkan a_1b_ = A # 0 dan a,b, = B # 0 yang saling eksklusif. Oleh karena
itu, keadaan pejalan tidak lagi dapat dipisahkan dan tidak dapat direpresentasikan se-
bagai keadaan produk. Sejumlah penelitian telah meneliti berbagai aspek keterjeratan
dalam perjalanan kuantum. Terutama Carneiro et al. (2005) menggunakan simulasi nu-
merik untuk mempelajari variasi keterjeratan antara koin dan posisi partikel pada grafik
berhingga biasa seperti siklus. Venegas-Andraca dkk. (2005) memperkenalkan variasi
berjalan di atas garis menggunakan koin empat dimensi yang diperoleh dari belitan
dua qubit. Operator terjemahan kemudian dimodifikasi menjadi pejalan geser ke kiri
dan kanan hanya untuk keadaan |00) dan |11). Abal dkk. (2006a) mencoba mengukur
keterjeratan posisi koin yang dihasilkan oleh operator evolusi dari perjalanan kuantum
waktu-diskrit, menggunakan entropi von Neumann dari operator densitas tereduksi
(entropi keterjeratan). Mereka menunjukkan bahwa entropi keterjeratan konvergen,
dalam batas waktu yang lama, ke nilai yang terdefinisi dengan baik yang bergantung
pada keadaan awal. Mereka juga menyelidiki kasus perjalanan kuantum di bidang
menggunakan dua koin yang tidak dapat dipisahkan. Akhirnya, Abal dkk. (2006c)
menunjukkan bahwa untuk perjalanan Hadamard dengan kondisi awal lokal, keter-
jeratan asimtotik identik untuk semua keadaan koin awal, sedangkan ketika kondisi
awal nonlokal dipertimbangkan, keterjeratan asimtotik bervariasi dengan mulus antara
keterjeratan hampir lengkap dan tanpa keterjeratan.

13.6.4 Perjalanan pada Graf

Jalan kuantum sering diperluas melampaui pendahulunya yang sederhana 1D ke grafik
yang lebih kompleks dengan tingkat kerumitan dan generalisasi yang berbeda. Perpan-
jangan dasar tetapi umum, misalnya, adalah berjalan di atas lingkaran atau sikel, yang
melibatkan menghubungkan simpul pertama dan terakhir di ruang posisi dan memu-
ngkinkan fungsi gelombang yang berkembang untuk membungkus. Perpanjangan
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lurus lain dari perjalanan kuantum ke kisi dimensi-d (Bach dkk. 2004) melibatkan d
jalan 1D independen yang dipropagasi oleh operator unitari U = [[~, 7'C’, di mana
C' dan T' adalah koin biasa dan operator translasi yang menyebarkan jalan pada garis
dalam dimensi ke-i.

Ada banyak pekerjaan yang mengeksplorasi dinamika perjalanan kuantum pada
berbagai grafik. Terutama, siklus N telah diperlakukan di Aharonov et al. (2001) dan
Tregenna dkk. (2003), dan hypercube di Shenvi et al. (2003), Moore dan Russell (2002),
Kempe (2003a), Krovi dan Brun (2006a) dan Krovi dan Brun (2006b), sedangkan Krovi
dan Brun (2007) memberikan perlakuan grafik hasil bagi. Jalan kuantum pada graf
tak berarah umum didefinisikan dalam Kendon (2006a), Watrous (2001) dan Ambainis
(2003), dan pada graf berarah di Montanaro (2007).

Secara formal graf dapat didefinisikan sebagai himpunan N simpul v dan himpunan
sisi e yang menghubungkan pasangan simpul. Sisi yang menghubungkan simpul v, dan
v, tidak berarah jika e, , = e, .. Derajat d, dari sebuah simpul v, adalah jumlah sisi yang
terhubung dengannya. Dengan asumsi bahwa ada paling banyak satu sisi di antara
setiap pasangan simpul, setiap simpul dapat memiliki derajat maksimum N, termasuk
loop mandiri yang menghubungkan simpul kembali ke dirinya sendiri. Oleh karena itu
jumlah maksimum sisi yang dapat dimiliki graf secara total adalah N (N + 1)/2, satu di
antara setiap pasangan simpul yang mungkin termasuk satu loop mandiri per simpul.
Graf beraturan d adalah graf yang semua simpulnya memiliki derajat yang sama d.
Semua graf dapat dengan mudah diekspresikan menggunakan matriks ketetanggaan
N x N (Kendon 2006a; Kempe 2003b) dengan elemen

Ay = {1 jika simpul v, dan v, dihubungkan oleh sebuah sisi (13.64)

0 yang lainnya.

Gambar 13.13: Graf dengan berbagai derajat dan pelabelan tepi untuk setiap simpul. Menambahkan
self-loop memungkinkan pembentukan grafik empat-reguler [8].

Sementara secara umum tidak ada cara unik untuk mendefinisikan perpanjangan
dari perjalanan kuantum pada sebuah garis, beberapa formulasi dari perjalanan kuan-
tum yang diciptakan pada grafik umum telah diusulkan (Ambainis 2003). Pada sebagian
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besar pendekatan, simpul-simpul dari graf membentuk keadaan posisi jalan yang diberi
label |v,) atau lebih mudahnya [x) dimanax =1, ..., N, dan setiap keadaan posisi memi-
liki d, internal atau status koin |c) untuk ¢ = 1,...,d,. Ini menyerupai pejalan kaki di
persimpangan x dengan d, jalur penghubung dan koin bersisi d, yang dibalikkan oleh
pejalan kaki untuk memutuskan jalur mana yang akan diambil. Seperti sebelumnya,
titur yang menentukan dari perjalanan kuantum adalah pelestarian posisi pejalan kaki
dan koin dalam superposisi keadaan di sepanjang perjalanan. Oleh karena itu analog
dengan Persamaan 13.49 kita dapat mendefinisikan keadaan lengkap sistem sebagai

N dy
|1)D> = Z Z Qxelx, ), (13.65)

x=1 c=1

di mana a,, = (x,c | 1) adalah amplitudo untuk berada di titik |x) dan dalam keadaan
koin |c). Mirip dengan perjalanan kuantum pada sebuah garis, operator koin global C
diwakili oleh matriks diagonal blok (Persamaan 13.51), di mana setiap blok pada giliran-
nya adalah matriks kesatuan d, x d, yang mewakili operator koin lokal C,. Memperluas
Persamaan 13.53, aksi operator koin lokal pada walker pada status posisi |x) dan status
koin |i) dapat direpresentasikan dengan pemetaan

.
L C
Ix, i) — Z Vii
j=1

di mana y;; adalah entri di kolom ke-i dari C.. Jelas jika grafik tidak teratur, operator
koin lokal memiliki dimensi yang berbeda untuk simpul dengan derajat yang berbeda.
Namun, sebuah penyelesaian dapat dilakukan dengan membuat graf beraturan yang
sesuai, di mana satu atau lebih self-loop ditambahkan ke setiap simpul yang derajatnya
lebih kecil dari dmax seperti yang digambarkan pada Gambar 13.13 (Kempe 2003b).
Semua operator koin lokal yang terkait dengan grafik yang dihasilkan akan memiliki
dimensi dax X dmax-

Mari kita perhatikan sisi e, , pada graf yang menghubungkan simpul x dan y. Dalam
melintasi tepi ini kita bebas untuk mendefinisikan pemetaan karena operator terjema-
han §~ dari berbagai kemungkinan untuk menghubungkan salah satu keadaan awal

Ix,1)...|x,d,) ke salah satu keadaan akhir |y,1)...|y, dy>. Untuk mensistematisasikan
proses ini, Watrous (2001) menyarankan pelabelan status koin dari setiap simpul meng-
gunakan sisi yang terhubung dengannya. Dengan kata lain

N
|¢> = Z Z Gy
x=1 y

di mana y mewakili d, simpul lain yang terhubung dengan x. Selanjutnya, Watrous
(2001) mendefinisikan 7~ sebagai operator swap bersyarat dimana

Yseys), (13.68)

X, j), (13.66)

X, Cey) (13.67)

A

4

x/emy> =
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atau ekuivalen
(13.69)

Y

XYy

Y, ey) (|,

untuk semua pasangan simpul yang terhubung x dan y. Sementara proposal Watrous
(2001) dapat langsung diimplementasikan pada sembarang graf tak beraturan, pen-
dekatan serupa oleh Kendon (2006a) melibatkan pembuatan graf beraturan-N yang
ekuivalen dengan mendefinisikan ulang tindakan operator swap kondisional 7, se-

hingga
%w={

dan 7 |x,x) = |x,x) dapat diidentifikasi sebagai self-loop (Gambar 13.14). Jika perlu,

7 y,x) jika simpul x dan y terhubung (yaitu A, , = 1)

(13.70)

x,y) yang lainnya (yaitu A, = 0),

Gambar 13.14: Graf beraturan-6 dan ruang Hilbert berjalan kuantum waktu diskrit. Setiap node atau
status posisi x € [1,6] terdiri dari keadaan koin internal 6 yang mengalami transformasi unitari yang
x, y) dan

diinduksi oleh operator koin lokal 6 x 6 C,. Operator tranlasi kondisional menukar keadaan

y,x) [8].

matriks koin untuk setiap simpul kemudian dapat dirancang sedemikian rupa untuk
secara efektif menonaktifkan self-loop yang tidak diinginkan pada simpul tersebut (untuk
lebih jelasnya lihat Gambar 13.15). Kedua proposal ini memiliki keuntungan karena
tidak tergantung pada kriteria konektivitas tertentu, dan memungkinkan implementasi
sistematis dari perjalanan kuantum pada grafik sebarang apa pun. Perjalanan kemudian
dapat dilanjutkan, seperti sebelumnya, menurut

[} = (7€) |wo) (13.71)

—~ A N

di mana U = 7 C sekarang menjadi operator matriks M X M, dengan M = }’ d,.
x=1

Generalisasi lain dari perjalanan kuantum pada grafik termasuk perjalanan sisi yang

dipertimbangkan oleh Hillery dkk. (2003).
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Gambar 13.15: (a) Enam graf lengkap. Setiap grafik umum dapat dibangun dengan menghilangkan tepi
(garis putus-putus) dari grafik lengkap yang sesuai. (b) Ruang Hilbert berjalan kuantum H, operator
koin titik ¢ - - - ¢ dan operator terjemahan matficalT diimplementasikan dalam bentuk pemetaan tertentu
T |j,ky — |k, j) (Watrous 2001; Kendon 2006a). (c) Operator 7~ diganti dengan mengubah arah di mana
operator koin global C diterapkan dalam langkah-langkah jalan yang berurutan. Lingkaran putus-putus
mewakili keadaan yang sesuai dengan tepi yang dihilangkan dari grafik lengkap. Alih-alih menghapus
status yang tidak diinginkan ini dari H, mereka secara efektif dilarang berinteraksi dengan status lain
dengan merancang operator koin dengan tepat (Dari Manouchehri dan Wang (2009)).
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