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Kata Pengantar

Alhamdulillahirabbilalamin, segala puji hanyalah milikMu ya Allah yang telah meberikan
"kebebasan bertanggung jawab" kepada manusia semasa hidupnya untuk suatu kebaikan
dalam melaksanakan amanatNya di hamparan bumi yang dihuni beragam manusia. Sho-
lawat dan Salam kepadaMu ya Nabi Muhammad beserta para keluarganya dan para
pengikutnya sampai nanti di hari akhir.

Buku ini disusun dengan maksud untuk membantu dan mempermudah mahasiswa
dalam mempelajari materi kuliah Aljabar Min-Max Plus. Selain dari pada itu juga dimak-
sudkan untuk menambah suatu wacana bagi para peminat lainnya dari berbagai disiplin
ilmu yang membutuhkannya atau kalangan industri dan perguruan tinggi.

Dalam buku ini diberikan beberapa konsep pengertian dari materi yang disajikan sete-
lah itu diikuti dengan beberapa contoh untuk mempermudah pemahaman, selain itu juga
diberikan beberapa contoh aplikasi. Kandungan dari buku ini juga berisi beberapa kajian
baru dari hasil-hasil penelitian, baik dilakukan oleh mahasiswa yang dibimbing oleh penulis
ataupun oleh penulis dan tim yang tergabung dalam penelitian dalam bidang aljabar min-
max plus.

Topik bahasan disajikan dengan penekanan pada "matematika" tetapi tidaklah men-
jadikan para pemakai lain akan mengalami kesulitan dalam mempelajari buku ini, karena
peletakan penekanan aspek matematika dibuat dengan porsi yang seimbang. Sehingga para
peminat matematika tetap dapat menikmati dan menggunakan ilmunya terutama dalam
Aljabar Min-Max Plus, begitu juga untuk para pemakai yang lainnya diharapkan menda-
pat tambahan wawasan untuk melihat matematika sebagai alat yang dibutuhkan terutama
dalam kajian Aljabar Min-Max Plus untuk menyelesaikan masalah-masalah praktis yang
dihadapinya.

Untuk memudahkan pembaca mengikuti alur dari setiap topik bahasan dalam buku
ini, diasumsikan pembaca mempunyai bekal pengetahuan "Aljabar" dan "Aljabar Linear"
yang memadai sebagai pembanding dari segi Aljabar biasa dengan Aljabar Min-Max Plus.

Persiapan penulisan materi buku ini membutuhkan waktu cukup lama lama, sejak
penulis mengajarkan mata kuliah "Sistem Event Diskrit" dijurusan Matematika FMIPA-
ITS, Surabaya. Hampir keseluruhan materi dari mata kuliah ini adalah Aljabar Max-Plus,
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Aljabar Min Plus dan gabungan keduanya yaitu Aljabar Min-Max Plus penekanannya
pada apa yang dinamakan Bipartisi Sistem Min-Max Plus. Beberapa materi disusun dari
pengalaman mengajar tsb. Selain itu juga dari kumpulan makalah (paper) penulis dan
hasil-hasil dari pembimbingan skripsi dan tesis mahasiswa.

Penulis pada kesempatan ini menyampaikan keaktifan pembaca dalam mengkaji buku
ini untuk menyampaikan kritik dan saran guna perbaikan buku ini, sehingga pada versi
yang mendatang "mutu buku" yang baik bisa dicapai. Kritik dan saran ini sangat penting
karena selain alasan yang telah disebutkan tadi, penulis percaya bahwa dalam sajian buku
ini masih kurang dari sempurnah bahkan mungkin ada suatu kesalahan dalam sajian buku
ini baik dalam bentuk redaksional, pengetikan dan materi yang menyebabkan menjadi sua-
tu bacaan kurang begitu bagus.

Buku ini dapat diperoleh secara gratis oleh siapapun tanpa harus membayar kepada
penulis. Hal ini berdasarkan pemikiran penulis untuk kebebasan seseorang mendapatkan
suatu bacaan yang tersedia secara bebas dengan maksud "kemanfaatan" dan "kejujur-
an". Yang dimaksud dengan kemanfaatan adalah bergunanya bacaan ini untuk kemudah-
an pembaca memperoleh informasi penting yang diperlukannya dan untuk pembelajaran.
Sedangkan kejujuran adalah ikatan moral dari pembaca untuk tidak memdistribusi buku
ini dengan tujuaan yang tidak bermanfaat yang hanya menguntungkan dirinya sendiri.

Penulis menulis buku ini berdasarkan pemikiran "kebebasan menulis" (tidak harus
menggunakan media cetak penerbit) dengan asas "kemanfaatan" menggunakan media yang
tersaji masa kini. Beberapa alat bantu untuk penulisan buku ini juga didapat secara gratis,
yaitu perangkat lunak BTEX untuk Windows yaitu MIKTEX 2.9 dan TEXStudio 2.9.4 se-
bagai salah satu media I¥TEX editor. Beberapa gambar yang ada dalam buku ini meng-
gunakan perangkat lunak IXTpXDraw 3.3.2 yang juga didapat secara gratis. Begitu juga
beberapa bahan rujukan didapat secara gratis lewat internet. Selain itu untuk menyele-
saikan beberapa contoh yang dibahas digunakan alat bantu perangkat lunak toolbox for
maxplus algebra versi terbaru v 3.0.0. Toolbox ini penulis buat dan telah di upload di web-
site ([26]). Tool box bisa di jalankan dengan perangkat lunak Scilab versi 5.5.2, perangkat
lunak ini juga didapat dari internet secara gratis. Oleh karenanya sangatlah tidak pan-
tas dan sungguh tidak pantas penulis mengambil keuntungan untuk menjadikan tulisan
ini sebagai bahan yang diperjual belikan. Semoga ALLAH melindungi niat ini dan selalu
mengingatkan penulis untuk tidak melakukan hal tersebut.

Bila buku ini digunakan sebagai suatu rujukan tuliskan sebagai berikut :

Subiono, "Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, ver. 3.0.0", Jurusan Matematika I'TS,
Surabaya, 11 Sepetember 2015. Akhirnya, dengan segala kerendahan hati penulis memo-
hon kepada Allah semoga penulisan ini bisa berlanjut untuk versi mendatang yang tentunya
lebih "baik" dari Versi 3.0.0 yang tersedia saat ini dan semoga benar-benar buku yang ter-
saji ini bermanfaat bagi pembaca. Selanjutnya aku serahkan kepadaMu ya ALLAH apa
yang aku kerjakan ini dan aku mohon dan percaya kepadaMu ya ALLAH untuk melindungi
hasil ini dari orang-orang yang mengambil hanya untuk suatu tujuaan keuntungan materi
sesaat, ingatkanlah orang-orang tersebut untuk tidak melakukannya.
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Pendahuluan

Akhir-akhir ini baik dunia industri ataupun dunia akademik tertarik pada teknik untuk
memodel, menganalisa dan mengontrol sistem-sistem yang kompleks seperti sistem manu-
faktur fleksibel, jaringan telekomunikasi, sistem proses parallel, sistem kontrol trafik, sistem
logistik dsb. Macam-macam sistem yang telah di sebutkan tadi adalah contoh dari Sis-
tem Event Diskrit (SED). Klas dari SED utamanya memuat sistem buatan manusia yang
terdiri dari sejumlah resources (misalnya, mesin, kanal-kanal komunikasi, processor,.....)
yang dipakai bersama oleh beberapa pengguna (misalnya, macam produk, paket infor-
masi, job,.....) kesemuanya itu berkontribusi untuk mencapai beberapa tujuan bersama
(misalnya, produk perakitan, transmisi dari sekumpulan paket informasi, komputasi par-
allel,......). Suatu gambaram karakteristik dari SED adalah "kedinamikannya’ yaitu "event-
driven" yang bertolak belakang dengan "time-driven". Disini perilaku suatu SED lebih
ditentukan oleh event dari pada waktu. Suatu event berkaitan dengan awal atau akhir
dari suatu aktifitas. Bila ditinjau suatu sistem produksi, maka event yang mungkin adalah
kelengkapan mesin telah menyelesaikan suatu produk, suatu buffer telah kosong dsb. Event
terjadi dengan waktu diskrit. Interval diantara event tidak harus identik, bisa deterministik
atau stokhastik. Umumnya kedinamikan dari SED dikarakteristikkan oleh 'kesinkronan’
dan "konkurensi’. Sinkronisasi memerlukan ketersediaan dari beberapa resources pada saat
yang bersamaan (misalnya, sebelum bisa dirakit suatu produk pada suatu mesin, mesin
harus dalam keadaan sedang tidak sibuk ("idle") dan beberapa komponen lain sudah harus
tersedia sebelum suatu job tertentu bisa dieksekusi, dalam sistem proses parallel, proces-
sor dan semua data input yang diperlukan sudah harus tersedia,.....). Konkurensi tampak
ketika pada suatu saat seorang pengguna harus memilih beberapa resources (misalnya,
dalam suatu sistem produksi suatu job mungkin dieksekusi pada beberapa mesin yang
bisa menangani job tsb. dan saat tersebut mesin-mesin harus dalam keadaan idle; dalam
sistem proses parallel suatu "data-driven" dari suatu job mungkin dieksekusi pada be-
berapa processor yang tersedia pada saat tsb. atau dengan segera processor tsb. akan
tersedia.....). Pendekatan aljabar max-plus dapat menentukan dan menganalisa berbagai
sifat sistem, tetapi pendekatan hanya bisa diterapkan pada sebagian klas SED yang bisa
diuraikan dengan model waktu invarian max-linier. Subklas ini adalah subklas dari waktu



2 Pendahuluan..

invarian SED deterministik dimana hanya sinkronisasi tampa kejadian yang konkurensi.
Walaupun hanya sinkronisasi saja yang dipertimbangkan dalam aljabar max-plus, hal ini
sudah dapat menganalisa perilaku suatu sistem yang ada. Beberapa gambaran konkrit
dari pemakaian aljabar max-plus adalah pada suatu jaringan sistem transportasi, hal ini
bisa didapat di ([12], [3] dan [25]). Selain itu aljabar max-plus juga dapat digunakan un-
tuk menganalisa kedinamikan sistem pada penjadwalan flow shop ([15]) dan rantai pasok
(|21, 22]). Sedangkan pembahasan berkaitan dengan Penjadwalan Jalur Bus Dalam Kota,
Sistem Transpotasi yang terintegrasi antara Monorail dan Trem, dan Analisis Jadwal Ke-
berangkatan Pesawat Transit di Bandara dapat dijumpai di [16, 20| dan [19]. Dalam kon-
teks aljabar max-plus sistem model yang terjadi adalah linier dan non-linier pada aljabar
biasa. Beberapa penghitungan dalam aljabar maxplus pada contoh-contoh menggunakan
maxplus aljabar toolbox versi 3.0.0 (|26]). Masalah teori spektral seperti halnya dalam al-
jabar biasa, dalam aljabar max-plus sangat penting dimana hal ini berkaitan erat dengan
bentuk matriks tak-terduksi atau tereduksi. Bahasan ini mencakup apa yang dinamakan
eigenmode tergenerarisasi dan bisa dilihat di [17]. Pada bagian berikutnya dibahas penger-
tian aljabar max-plus dan beberapa notasi yang digunakan. Pembahasan yang lengkap dan
rinci mengenai aljabar max-plus bisa dijumpai di [2| dan [1].

1.1 Aljabar Max-Plus

Dalam bagian ini dibahas beberapa konsep dasar yang akan digunakan untuk membahas
sistem linear max-plus waktu-invariant. Pembahasan meliputi semimodul R? atas aljabar
max-plus R., sistem persamaan linear max-plus, aljabar max-plus dan pengertian graf
berarah.

Pembahasan dimulai dengan pengertian semi ring dan contohnya. Selanjutnya operasi
pada R, diperluas untuk matriks dalam R"*" serta relasi urutan didalamnya.

Definisi 1.1.1  Suatu semiring (S, +, X), adalah suatu himpunan takkosong S disertai
dengan dua operasi biner + dan X, yang memenuhi aksioma berikut:

i) (S,+) merupakan semigrup komutatif dengan elemen netral 0, yaitu Vz,y,z € S
memenuhi
r+y = y+z
(r4+y)+2 = 2+ (y+2)
r+0 = 0+z=ux,

ii) (S, x) adalah semigrup dengan elemen satuan 1, yaitu Vz,y,z € S memenuhi

(xxy)xz = xx(yXxz)
rx1 = 1xz=uz,

Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, Copyright: (©2015 Subiono



Aljabar Max-Plus.. 3

iii) sifat penyerapan elemen netral 0 terhadap operasi X, yaitu Vo € S memenuhi

rXx0=0xx=0.

iv) Operasi x distributif terhadap +, yaitu Vz,y,z € S berlaku

(x4+y)xz = (xxz2)
rx(y+z) = (rxy)

Contoh 1.1.1  Diberikan R, YRy {e} dengan R adalah himpunan semua bilangan real

dan ¢ ¥ —00. Pada R, didefinisikan operasi berikut: Vx,y € R, ,

x@ydéfmax{x,y} dan x®yd§fx—|—y.

Jadi 10® —10 = max{10,—10} = 10 dan —7® 14 = =7+ 14 = 7. Selanjutnya ditunjukkan
(Re, ®, ®) merupakan semiring dengan elemen netral € dan elemen satuan e = 0, karena
untuk setiap x,y,z € R, berlaku:

i) ¢ ®y = max{z,y} = max{y, s} =y O,
(+8y) ® = max{max{z, y}, 2} = max{z,y, 7} = max{z, max{y, 2}} = 16 (y &),
r @ e =max{zr, —oo} = max{—o0,x} =c B xr = x.

W (x@y)@z=(@+y)+tz=2+H+2) =21y 2),
r®e=x+0=04+r=eQx =1,

i) te=c+(—00)=—00=—00+Tr =R,

w) (x@y) @z=max{r,y} + 2z =max{z + 2,y + 2} = (@ 2) ® (y ®2),
@ (y©z) =r+max{y,z} =max{r +y,r+2} = (2@y) O (r@y) .

0

Selanjutnya untuk lebih ringkasnya, penulisan semiring (R., ®, ®) ditulis sebagai Ryax.

Definisi 1.1.2  Bila suatu semiring (S, +, X) terhadap operasi x berlaku Vz,y € S, x X
y =1y X x, maka dikatakan semiring komutatif. 0

Definisi 1.1.3  Bila suatu semiring (S, +, X) mempunyai sifat idempoten terhadap ope-
rast + yaitu untuk setiap x di S berlaku v + x = x, maka dikatakan semiring idempoten
atau dioid. 0

Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, Copyright: (©2015 Subiono



4 Pendahuluan..

Contoh 1.1.2 Semiring R. merupakan semiring komutatif yang sekaligus idempoten, se-
bab untuk setiap x,y € R, berlaku x @y = x+y =y+r =yQRx dan xBxr = max{x,z} = x

0

Definisi 1.1.4 Suatu semiring komutatif (S, +, X) dinamakan semifield bila setiap elemen
x di S — {0} mempunyai invers terhadap operasi X, yaitu untuk setiap x di S — {0} ada

x7! sehinggax x a7t =27 x x = 1. 0

Contoh 1.1.3 Semiring komutatif Ry, merupakan semifield, sebab untuk setiap r € R
ada —x, sehingga berlaku x ® (—z) =z + (—x) = 0. .

Dari Contoh 1.1.2 dan 1.1.3 di atas terlihat bahwa R, merupakan semifield idempoten.
Elemen-elemen di R. disebut juga dengan skalar. Seperti halnya dalam aljabar biasa,
prioritas urutan operasi ® lebih dulu atas operasi @&. Misalnya,

0@ -To6®2
mempunyai arti
(10® -7)® (6®2) =368 =max{3,8} =8,
perintah dalam Scilab sbb:
-->maxplusoplus (maxplusotimes(10,-7) ,maxplusotimes(6,2))

ans =
8.

sedangkan
R (-7T86)®2=1006®2=10+6+2 =18,

perintah dalam Scilab sbb:

-->maxplusotimes (maxplusotimes(10,maxplusoplus(-7,6)),2)
ans =
18

Pangkat dalam aljabar max-plus secara biasa diperkenalkan dengan menggunakan sifat
assosiatif. Himpunan bilangan asli digabung dengan bilangan nol dinotasikan oleh N dan
didefinisikan untuk z € R, dan untuk semua n € N dengan n # 0

"R, . ®x (1.1)
—

n

Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, Copyright: (©2015 Subiono
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sedangkan untuk n = 0 didefenisikan 2" o e(=0). Perhatikan bahwa untuk setiap n € N,

2®" dalam aljabar biasa dibaca sebagai

n def
x® :§+x+...+@:nxx.

n

Suatu contoh, misalnya
2
9% =2x9=18.

Terinspirasi oleh pengertian pangkat ini, dengan cara serupa pangkat negatif dari bilangan
real sebagai mana contoh berikut

89 = _9x8=—16=16°.

Hal yang sama, akar-akar max-plus diperkenalkan sebagai

2 =a xz, untuk o € R.

Suatu contoh, misalnya

dan

16° * = —i X 16 = —4.

Penghitungan pangkat dalam contoh-contoh tsb. bisa dilakukan dengan menggunakan
aljabar maxplus toolbox ([26]).

-->maxpluspwr(9,2)
ans =
18.
-->maxpluspwr(8,-2)
ans =
-16.
// cek apakah maxpluspwr(8,-2)=maxpluspwr(16,-1) sbb:
-->isequal ( maxpluspwr(8,-2) ,maxpluspwr(16,-1))
ans =
T
-->maxpluspwr(9,1/3)
ans =
3.
-->maxpluspwr(16,-1/4)
ans =
- 4.

Sebagai mana telah ditunjukkan dalam Contoh 1.1.2 dan 1.1.3 bahwa R. merupakan
semifield idempoten, yaitu semiring komutatif yang idempoten dengan setiap elemen x # ¢
mempunyai invers —z terhadap operasi ®. Berikut ini diberikan lagi beberapa contoh dari
semiring komutatif yang idempoten.

Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, Copyright: (©2015 Subiono



6 Pendahuluan..

Contoh 1.1.4

e Aljabar min-plus didefinisikan sebagai Ry, = (R, @', ®) dimana R, = R U {¢'}
dengan &’ 4o dan z @ Y o min{z, y} untuk semua x,y € R.. Struktur aljabar
min-plus Ry, = (Ro, @', ®) isomorpik dengan struktur aljabar max-maxplus Ry.x =
(Re, ®, ®). Hal bisa ditunjukkan sebagai berikut: Dikonstruksi suatu pemetaan

f R, — R
dengan f(z) = —z untuk setiap = € R.. Didapat untuk setiap z,y € R,

fla®y) = —(z®y) = —max{z,y} = min{—z, -y} = f(2) & f(y)

dan
flaey)=—(z+y)=(—2)+ (~y) = f(z) ® f(y).

Juga f(e) = f(—o00) = —(—00) = +oo dan f(0) = —0 = 0. Jelas bahwa pemetaan f
adalah bijektif. Dengan demikian R, = R./.

e Misalkan Racmin = (R, @', ®) dengan R = RU {¢,e'}, e d e’ = & ®e = ¢ dan
e@ =P e=c.

e Aljabar max didefinikan R, = (RP% &, ©), dimana RP°® oo {z € R|z > 0}
dan ® ¥ x. Struktur aljabar dari R, = (RP9S @, ®) isomorpik dengan Ry.. =
(R., @, ®). Hal ini bisa ditunjukkan sebagai berikut. Definisikan pemetaan f : R, —

RPOS yang diberikan oleh

f(x) v vz eR..

Didapat

1. Untuk setap =,y € R, bila z < y, maka f(r Dy) = f(y) = eV = e* eV =

f(x)® f(y). Bilay <z, maka f(z®y) = f(z) =e" =e" @ e’ = f(z) & f(y)
Dengan demikian untuk setiap x,y € R, berlaku

fleoy) = f(z)® f(y).

2. Untuk setap x,y € R, maka f(x®@vy) = f(z+y) =e*T¥ =¥ = f(x) © f(y).

3. Elemen nol di R, adalah ¢ = —oo dan elemen nol di RP%® adalah 0. Sedangkan
elemen satuan di R, adalah 0 dan elemen satuan di RP°S adalah 1. Sehingga

didapat
1
f(e)=e"=—=0dan f(0)=¢" = 1.

eOO

Terlihat bahwa f adalah pemetaan homomorpisma dari R, ke RP9S. Selanjutnya
dapat ditunjukkan bahwa f adalah pemetaan bijektif. Dengan demikian R, = RPOS,
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e Misalkan himpunan S takkosong dan R adalah himpunan dari semua himpunan

bagian dari S, maka (R, U, N) merupakan semiring komutatif idempoten dengan X U
f=0UX =X,VX € Rdan XNS =SNX = X,VX € R. Hal yang sama (R, N, U)
merupakan semiring komutatif idempoten.

0

Struktur aljabar semiring komutatif idempoten ini berbeda dengan aljabar biasa yang
telah banyak dikenal. Hal ini dapat dilihat dalam masalah berikut. Apakah mungkin
untuk mendefinisikan elemen invers terhadap operasi & dalam R.? Suatu contoh, apakah
mungkin mendapatkan penyelesaian persamaan

8@ xr =47 (1.2)

Sebagaimana dalam aljabar biasa bila kedua sisi persamaan (1.2) dikurangi dengan 8,
didapat penyelesaian
r=-8d4.

Tetapi, apakah mungkin memberikan arti terhadap —8 dalam persamaan diatas ? Apapun
hal ini, bila kembali pada persamaan (1.2) didapat persamaan

max{8,z} = 4. (1.3)

Jelas bahwa tidak akan ada bilangan yang memenuhi persamaan (1.3). Dilain pihak dalam
aljabar min-plus, persamaan (1.3) menjadi

min{8,x} =4

mempunyai penyelesaian x = 4. Selanjutnya bila dipertukarkan bilangan 4 dan 8 dalam
persamaan (1.2) didapat 4 @ = = 8. Persamaan ini tidak mempunyai penyelesaian dalam
aljabar min-plus. Dari apa yang telah didiskusikan ini, muncul suatu pertanyaan apakah
ada suatu semiring khusus sedemikian hingga semua persamaan yang berbentuk persamaan
(1.2) mempunyai penyelesaian. Teorema berikut merupakan jawabannya.

Teorema 1.1.1 Diberikan semiring Ry.x = (R, ®,®). Idempoten dari & berakibat bahwa
elemen invers terhadap & tidak ada.

Bukti Misalkan bahwa a # ¢ mempunyai suatu invers terhadap @ yaitu b, didapat
a®b=ce.
Tambahkan a pada kedua ruas persamaan, didapat
abadb=aDe.
Dengan sifat idempoten, persamaan menjadi
a®b=a.

hal ini bertentangan dengan kenyataan a ® b = ¢ dan a # €.
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1.2 Vektor dan Matriks

Dalam bagian ini dikenalkan matriks atas R.. Himpunan matriks ukuran n x m dalam
aljabar max-plus dinotasikan oleh R?*™. Untuk n € N dengan n # 0, didefinisikan

Qdéf{l,Q,...,n}.

Elemen A € RI*™ baris ke-i kolom ke-j dinotasikan oleh a;; untuk ¢« € n dan j € m.
Dalam hal ini matriks A ditulis sebagai

a1 dir2 ... G1m

Q21 Q22 ... A2m
A= : .

Qp1 Ap2 ... Apm

Ada kalanya elemen a; ; juga dinotasikan sebagai
[Ali;,  i€n, jem (1.4)
Penjumlahan matriks A, B € RI'*™ dinotasikan oleh A & B didefenisikan oleh

[A ) B]i,j = OJZ'J' @D bm’

= maX{am, bi,j}a (15)
untuk ¢ € n dan 5 € m.
Contoh 1.2.1 Diberikan matriks
1 e -3 3
A_[Q 5} dan B‘[ e 10}’
maka
[A® B],; =1® -3 =max{l, -3} =1
[A® B], , =e® 3 =max{0,3} =3
[A® Bl,, =2®e=max{2, —oco} =2
[A® B]2,2 =5® 10 = max{5,10} = 10
Dengan menggunakan notasi matriks didapat
1 3
sen=[1 3]
O
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perintah dalam Scilab sbb:

-->A=[1 0;2 5]
A =

1. 0.

2. 5.
-->B=[-3 3;-%inf 10]
B =

- 3. 3.

-Inf 10.
-->maxplusoplus(A,B)
ans =

1. 3.

10.

Catatan bahwa, untuk A, B € R'*™ berlaku bahwa A @ B = B @ A, sebab
[A D B]i,j = max{ai,j, b@j} = max{bl-7j, (l@j} = [B D A]i,j)

untuk ¢ € n dan j € m.
Untuk A € RI™ dan skalar a € R, perkalian o ® A didefinisikan sebagai

0® AL, Y a®ay (1.6)

untuk i € n dan j € m. Sebagai contoh, misalkan matriks A seperti dalam Contoh 1.2.1
dan a = 3, maka

[ ®mn_3®1_3+1_4
[a@A]21:3®2:3+2:5
[ ® A]

a®A,,=3®5=3+5=8

Dengan menngunakan notasi matriks didapat

4 3
04®A—[5 8}

dalam Scilab perintahnya:

-->alp=3
alp =
3.
-->A=[1 0;2 5]
A =
1. 0.
2. 5.

-->maxplusotimes(alp,A)
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10 Pendahuluan..

Untuk matriks A € R!*? dan B € R2*™ perkalian matriks A ® B didefinisikan sebagai

b
[A®Bli; = @ aix @by
k=1

; (1.7)
= max{a ot bl

untuk ¢ € n dan j € m. Perkalian matriks ini serupa dalam perkalian matriks aljabar biasa

dimana + diganti dengan max dan x dengan -+.

Contoh 1.2.2 Diberikan matriks

1l e -3 3
A—[25} dan B—{g 10],

maka

[A® B];; =1® -3@e®¢e=max{l + (-3),0 + (—o0)} = —2
[ i, =1®3®e®10=max{1+3,0+10} =10
[A® Bl,; =2® 3@ 5®e =max{2 + (-3),5 + (-00)} = —1
[A® By, = 2036 5®10 = max{2+ 3,5+ 10} = 15

Dengan menngunakan notasi matriks didapat

~2 10
A®B—[—1 15}‘

0

Perhatikan bahwa perkalian matriks tidak selalu komutatif. Untuk matriks A dan B dalam
Contoh 1.2.2 didapat

5 8
poa=[5 2]enes
Dalam Scilab ketik:

-->A=[1 0;2 5]
A =

1. 0.

2. 5.
-->B=[-3 3;-%inf 10]
B =

- 3. 3.
-Inf 10.
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-->maxplusotimes(A,B)

ans =
- 2. 10.
- 1. 15.
-->maxplusotimes(B,A)
ans =
5. 8.
12. 15.

cek bahwa A® B # B ® A:

-->"isequal (maxplusotimes(A,B) ,maxplusotimes(B,A))
ans =
T

Sifat-sifat berikut berkaitan dengan sifat-sifat elementer perkalian dan penjumlahan ma-
triks dalam aljabar maxplus.

Teorema 1.2.1 Beberapa sifat berikut berlaku untuk sebarang matriks A, B dan C dengan
ukuran yang bersesuatan dan operasi matriks terdefinisi.

i) (A@B)®C=Aa (BaC)
i) (A9 B)®C =A® (B®C)

i) A® (B®C) = (A® B) & (A® C)
i) (A®B)®C =(A®C)® (A C)
v) ABA=A.

Bukti

Akan dibuktikan untuk ii) dan iii) sedangkan bukti yang lainnya mengikuti dari definisi
operasi dan sifat-sifat operasi pada R.. Untuk membuktikan ii), ambil sebarang matriks
A e R B e RP* C € R*™. Elemenbaris ke-i kolom ke-j matriks (A ® B) ® C' adalah

q P
(AeB)ac, — & (ea 01 ® b) ® i,

k=1 \l=1
qg P

= DDPa,; R @k

=11=1

q
ai; & (@ b ® Ck,j>

p
l= k=1
= [A® (B ® C)]Z’J?

ol

—_
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12 Pendahuluan..

untuk ¢ € n dan j € m. Bukti iii), ambil sebarang matriks A € R?*? dan B,C € R2*™.
Elemenbaris ke-i kolom ke-j matriks A ® (B & (') adalah

p
A@BaC)i; = D ar® (br;®cky)
Pt}
b
= D (aipr@br; B air ck;)
Pt
p p
= (@ a; ) @ bk,j) D (@ @ @ Ck,j)
Pt k=1

= [(A®B); @ [(A2 )iy,

untuk ¢ € n dan 5 € m. 0

Matriks €(n, m) menyatakan matriks ukuran n x m dengan semua elemen sama dengan
¢ dan matriks F(n, m) adalah matriks ukuran n x m yang didefinisikan oleh

def | € untuk i = j,
[E(TL, m)]i,j = . .
e untuk 7 # j.

Bila n = m, maka matriks F(n,n) dinamakan matriks identitas. Bila dimensi jelas dalam
konteks, matriks €(n,m) dan E(n,m) cukup ditulis € dan E. Hal berikut jelas bahwa
untuk setiap matriks A € R memenuhi

Ade(n,m)=e(n,m)® A,
A®E(m,m)=A= E(n,n)® A.

Matriks €(m,n) dan E(m,n) dalam Scilab, misal €(3, 5)

-->maxpluszeros(3,5)
ans =
-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf
-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf
-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

sedangkan untuk F(5,3) dan E(3,3) adalah :

-->maxpluseye(5,3)
ans =
0. -Inf -Inf
-Inf 0. -Inf
-Inf -Inf 0.
-Inf -Inf -Inf
-Inf -Inf -Inf
-->maxpluseye(3,3)
ans =
0. -Inf -Inf
-Inf 0. -Inf
-Inf -Inf 0.
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Dalam R penjumlahan matriks & sebagaimana didefinisikan di (1.5) adalah as-
sosiatif, komutatif dan mempunyai elemen nol €(n,m). Dalam R!*", perkalian matriks ®
sebagaimana didefinisikan di (1.7) adalah assosiatif, distributif terhadap & dan mempunyai
elemen satuan E(n,n) serta elemen penyerap €(n,n) untuk ®. Dalam pembahasan ma-
triks ini, (R2*", @, ®) adalah semiring idempoten dengan elemen nol € dan elemen satuan
E tetapi bukan semiring komutatif sebagaimana ditunjukkan dalam Contoh 1.2.2.

Transpose dari suatu elemen A € R™ " dinotasikan oleh AT didefinisikan sebagai
[AT]; 5 of a;i, untuk 7 € n dan j € m. Sebagaimana sebelumnya, juga dalam penjumlahan
dan perkalian matriks operasi ® mempunyai prioritas urutan atas operasi .

Untuk A € RI™", pangkat ke-k dari A dinotasikan oleh A®" didefinisikan sebagai

AL A9 A .. 0 A4 (1.8)
%

untuk k& € N dengan k # 0 dan A®” o (n,n). Elemen baris ke-i kolom ke-j dari matriks
A®* adalah adalah

®%. A _ . ,
[A ]Z,] - @ aZ,T’ ® a?",] - 1]:?%}%1{(1277' + aT’,j}’
Elemen baris ke-z kolom ke-j dari matriks A% adalah

[A%°), ; P ai. <@ Uryry @ am‘)

ro=1 ri=1

= max {ai,rl + apy iy + ar2,j}'
1<ry,r2<n

Secara umum elemen baris ke-i kolom ke-j dari matriks A®" adalah

n n
®* _
[A ]i,j - @ Qirg_q -+ - <® Ayyry & a?“lJ)

rp—1=1 ri=1
= max  {a,,_, ...+ Gy + )
1<ri,...,rg—1<n

Selanjutnya, untuk a € R, dan A € R?*" elemen baris ke-i kolom ke-j matriks (a ® A)®k
adalah

[(a®A)®]; = max  {(a+ain_,)+ ...+ (@+apy) + (@+an )}

1< o1 <

= a—}-a,,,—}—a—l—( max - {aiﬂ’k—1 +...+ar2,r1+ar1,j})
—_———

1<r1,.rk—1
k

k k
= Oé® & [A® ]Z,]

Sehingga untuk setiap o € R, dan A € R berlaku

(@A) =a® @ A% utuk k=1,2,.... (1.9)
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14 Pendahuluan..

Selanjutnya untuk setiap A € R?*" trace dari matriks A dinotasikan oleh trace(A) didefi-

n
nisikan sebagai trace(A) = @ a; ;.
i=1

Contoh 1.2.3 Diberikan matriks

1 2 ¢
A=|¢ 3 4
5 ¢ 6
Maka matriks pangkat berikut
1 2 ¢ 1 2 ¢ 2 5 6
A = A@A=|¢c 3 4|®|ec 3 4|=|9 6 10
5 € 6 5 € 6 11 7 12
1 2 ¢ 2 5 6 11 &8 12
A =A@ A= | 3 4|®| 8 6 10| =115 11 16
5 ¢ 6 10 6 12 17 13 18

3 3
dan trace(A) = @ a;; = max{1,3,6} = 6, trace(A%") = P[A®’];; = max{2,6,12} = 12,
=1

i=1

trace(A®") = @1[/1@3]@,@- = max{10, 10,18} = 18. ]

1=

Hasil penghitungan Contoh 1.2.3 dilakukan dalam Scilab sbb:

->A=[1 2 -%inf;-%inf 3 4;5 -%inf 6]
A =
1. 2. -Inf
-Inf 3. 4.
5. -Inf 6.
-->a2=maxpluspwr (4,2)

a2 =
2. 5. 6.
9. 6. 10.
11. 7. 12.
-->a3=maxpluspwr (4,3)
a3 =
11. 8. 12.
15. 11. 16.
17. 13. 18.
-->maxplustrace (A)
ans =
6.
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-->maxplustrace(a2)
ans =
12.

-->maxplustrace(a3)
ans =
18.

Misalkan (S, +, x) adalah semiring komutatif dengan elemen netral 0 dan 1. Semimodul M
atas S adalah semigrup komutatif (M, +) bersama operasi perkalian skalar @ : SxM — M |
dituliskan sebagai («, ) — cex yang memenuhi aksioma berikut: Vo, 5 € S dan Vz,y € M
berlaku:

i) ae(z+y)=aexr+aey,
i) (a+pf)er=aex+ e,
i) ae(fex)=(axp) e,
iv) lez =,

v) ez =0.

Suatu elemen dari suatu semimodul dinamakan vektor. Suatu contoh, R**! adalah semi-
modul atas R, dalam hal ini R?*! cukup ditulis R”. Elemen ke-j dari suatu vektor z € R”
dinotasikan oleh x; dan ditulis juga sebagai [z];. Vektor di R? dengan semua elemennya
sama dengan e dinamakan vektor satuan dinotasikan oleh u ditulis sebagai [u]; = e un-
tuk semua j € n. Untuk setiap o € R, vektor @ ® u = ufa| adalah vektor yang semua
elemennya sama dengan «. Untuk setiap j € n kolom ke-j dari matriks satuan E(n,n)
dinamakan vektor basis ke-j dari R dan dinotasikan oleh e;. Jadi elemen ke-j dari vektor
e; sama dengan e sedangkan elemen lainnya sama dengan e. Berikut ini diberikan su-
atu relasi pada suatu himpunan yang berkaitan dengan urutan dalam himpunan tersebut.
Pengertian dari relasi ini dan beberapa sifat akan berguna dalam kajian aljabar max-plus
R..

Definisi 1.2.1 Suatu relasi < pada suatu himpunan P dinamakan urutan parsial pada P
bila untuk semua a,b,c € P memenuhi

1. a < a, sifat refieksif,
2. bila a < b dan b < a, maka a = b, sigat antisimetri,

3. bila a < b dan b < ¢, maka a < ¢, sifat transitif.
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Selanjutnya bila berlaku a < b atau b < a, maka a dan b dikatkan dapat-dibandingkan
(comparable). Penulisan a < b juga bisa ditulis b > a. Bila a < b dan a # b, maka ditulis
dengan a < b. Bila setiap dua elemen dari P dapat-dibandingkan, maka urutan parsial <
dinamakan urutan total.

Berikut ini diberikan suatu teorema yang berkaitan dengan pengertian urutan parsial
pada suatu semigrup komutatif idempoten.

Teorema 1.2.2 Diberikan suatu semigrup komutatif idempoten (S,+). Bila pada S dide-
finistkan suatu relasi < oleh a < b < a+b=>b, maka relasi < adalah urutan parsial pada

S.

Bukti
Diberikan sebarang elemen a,b dan ¢ di S, maka

1. karena S idempoten, maka a + a = a < a < a,

2. bilaa < bdan b < a, maka a +b = b dan b+ a = a dan karena S komutatif, maka
a+b=b+a=a,jadi a =0,

3. bilaa <bdan b < ¢, maka a+b = b dan b+ ¢ = ¢ dan karena S mempunyai sifat
assosiatif, maka a+c=a+ (b+c)=(a+b)+c=b+c=c, jadia <c.

Contoh 1.2.4 Dalam R, relasi <,,,, yang didefinisikan sebagai

T<hax Y S TDY=1y (1.10)
adalah urutan parsial sebab (R., @) adalah semigrup komutatif idempoten disertai dengan
relasi <.« yang diberikan dalam 1.10 dan berdasarkan Teorema 1.2.2, maka relasi <.
pada R, adalah urutan parsial. Selanjutnya untuk setiap z,y € R., berlaku

r@y=max{z,y} =y v <pny atau ydr=max{r,y} =12y <pa T

Jadi relasi <,,,x terurut total.

Catatan bahwa, relasi <., pada R. ekivalen dengan relasi < pada R U {—o0}, sebab

:L‘Smaxy@l‘@y:y@ma}((l’,y):y<:>17§y,
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Contoh 1.2.5 Dalam R"*" relasi <,,.x yang didefinisikan sebagai

A<pux B&A@B=B< [A®B|,; =[Bli; © [Alij <max [Blij,Vi € m dan Vj € n
(1.11)
adalah urutan parsial sebab (RI"*", @) adalah semigrup komutatif idempoten disertai de-
ngan relasi <., yang diberikan dalam 1.11 dan berdasarkan Teorema 1.2.2, maka relasi
<max pada R adalah urutan parsial. Urutan parsial ini bukan urutan total, sebab untuk
dua matriks A dan B masing-masing berukuran 2 x 2 sebagai mana berikut

1 2 0 3 1 2 0 3 1 3
A:{g 4},3:[4 1},maka A@B:{g 4}@l4 1]=l4 4}.

Terlihat bahwa A@® B # B dan B@® A # A. 0

Dalam Contoh 1.2.5 bila ukuran baris m = n dan ukuran kolom n = 1, maka didapat R7.
Sehingga dengan relasi <,,,x pada R yang diberikan oleh
T <iax Yy=r0yYy=9y <= [x ®y]j = [y]j = [m]] <max [y]]avj eEn

juga merupakan relasi urutan parsial yang bukan urutan total, sebab ada z,y € R? dengan

e[ 4 -3 e 4[] 1]

Terlihat bahwa  ®y #y dan y S x # x.

Sifat berikut mengenai perkalian matriks denga vektor dalam R, yang dikaitkan dengan
relasi urutan parsial.

Teorema 1.2.3 Diberikan matriks A € RI"™. Bila vektor z,y € R? dengan £ <y.x Y,
maka ARE <p.x ARY.

Bukti

Untuk sebarang elemen z,y € R? dengan x <,,,, y berlaku, maka

rThy=y & AR (roy) =40y
& (Avz)o (ARy)=A®y
S ARx <, AR®Y.

]

Contoh 1.2.6 Diberikan matriks

1 2 5 7
A—{g 4} danvektorx—{(i},y—{ég].
Jelas bahwa z <., y dan
1 2 5 8 1 2 7 10
aoe= g {Jo[§]=[0] mass-[5 i) [{]-[5]
Terlihat bahwa A ® x <.« A Ry. 0
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Perintah dalam Scilab untuk Contoh 1.2.6:

-->A=[1 2;3 4]
A

=l

2.
4.

w

-->x=[5;6]
X

o ol

-->y=[7,8]
y

~ |

8.
-->maxplusotimes(A,x) <= maxplusotimes(A,y)
ans =
T
T

Suatu pemetaan f dari R? ke R” dikatakan affin bila f(z) = A ® & & b untuk beberapa
A € RI*™ dan b € R?. Bila b = €, maka f dinamakan linear. Suatu relasi berulang
z(k+ 1) = f(z(k)) untuk & € N dinamakan affin atau linear bila f suatu pemetaan affin
atau linear.

Suatu matriks A € RI™ dinamakan reguler bila disetiap baris A memuat setidaknya
satu elemen tidak sama dengan . Kereguleran adalah suatu kondisi teknik belaka, bila A
tidak reguler, maka A memuat baris redundan dan setiap sistem yang mempunyai model
z(k+1) = A®z(k) juga bisa dimodelkan oleh versi redundan dari natriks A yang mana
semua baris redundan dan kolom terkait diabaikan.

Suatu matriks A € R?*" dikatakan matriks segitiga bawah bila a; ; = € untuk 1 <17 <
j < n. Matriks A dikatakan dikatakan matriks segitiga atas bila matriks transpose AT
merupakan matriks segitiga bawah.

Untuk himpunan terhitung (countable), operator max harus dipahami sebagai suatu
supremum. Secara formal, misalkan {a;|i € N} adalah himpunan terhitung dengan a; € R,

maka
o0
def def
Do Do ™ supa
=0

i>0 i= 20

Dalam aljabar max-plus mudah diselidiki aturan Fubini, yaitu untuk {a;; € R.|7,j € N},
DD~ DD 12
120 j>0 j=0 >0

Bahkan, untuk setiap k,7 > 0, bila a; ; < @a; ;, maka
i>0

EB Akj < EB @ i,

>0 §>0 >0
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untuk k£ > 0, sebagai akibat

@ @ O, S @ @ a; ;.

k>0 j=0 =20 >0
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Teori Spektral

Dalam bab ini dibahas teori spektral dari matriks atas semiring R.. Dalam Bagian 2.1
dikaji hubungan diantara graf dan matriks atas semiring R., dalam Bagian 2.2 dibahas
pengertian nilai karakteristik dan vektor karakteristik dari suatu matriks persegi atas
semiring R, selanjutnya dalam Bagian 2.4 dibahas suatu penyelesaian dari persamaan
linear dalam R..

2.1 Matriks dan Graf

Misalkan matriks A € R2X" suatu graf berarah dari matriks A adalah G(A) = (N, D).
Graf G(A) mempunyai n titik, himpunan semua titik dari G(A) dinyatakan oleh . Him-
punan semua arc (garis) dari graf G(A) atau pasangan terurut dari beberapa titik di A
dinotasikan oleh D. Suatu garis dari titik j ke titik ¢ exist (ada) bila a;; # e, garis
ini dinotasikan oleh (7j,7), dengan demikian (j,i) € D. Bobot dari garis (j,i) adalah
nilai dari @;; yang dinotasikan oleh w(j,i) = a;; € R.. Bila a;; = ¢, maka garis
(7,4) tidak ada. Suatu barisan garis (iq,1s), (i2,13),. .., (4;_1,7;) dari suatu graf dina-
makan suatu path. Suatu path dikatakan elementer bila tidak ada titik terjadi dua
kali dalam path tersebut atau semua titik yang termuat dalam path tersebut berbeda.
Suatu sirkuit adalah path elementer tertutup, yaitu (i1, 1s), (i2,43), ..., (i;_1,71). Bobot
dari suatu path p = (i1,142), (i2,43), ..., (i;_1,%) dinotasikan oleh |pl|, dan diberikan oleh
Dlw = w(iy, i) +w(ie, is)+. .. +w(i—1,%) = (Qiy iy +Qigin+- . .+a;4_, ), sedangkan panjang
dari path p atau banyaknya garis dalam path p dinotasikan oleh |p|;. Himpunan semua
path dari titik ¢ ke titik j dengan panjang k dinotasikan oleh P(j,i; k). Bobot rata-rata
dari path p adalah bobot dari p dibagi oleh banyaknya garis dalam path p, yaitu

|p|w _ (aiQ,h =+ Qi3 ig +.o a’ilvil71>
Ipli (1—1)

Sirkuit rata-rata adalah bobot rata-rata dari suatu sirkuit. Sebarang sirkuit dengan sirkuit
rata-rata maksimum dinamakan sirkuit kritis. Suatu graf dikatakan strongly connected
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22 Teori Spektral..

bila suatu path ada untuk setiap titik 7 ke setiap titik j. Bila graf G(A) adalah strongly
connected, maka matriks A juga dikatakan irreducible (tak-tereduksi).

Graf kritis dari G(A) dinotasikan dengan G°(A) = (N¢(A), D(A)) adalah graf yang
terdiri dari himpunan titik dan arc yang berada pada sirkuit kritis dari graf G(A). Dalam
[1] dijelaskan bahwa suatu titik i € N°(A) dapat disebut sebagai titik kritis. Demikian
pula, subpath dari suatu sirkuit kritis disebut sebagai path kritis.

Graf dan matriks representasi dari graf saling berkaitan satu sama lain. Kondisi dari
suatu graf dapat dibaca melalui matriks representasinya, begitu pula sebaliknya. Salah
satu contoh keterkaitan tersebut adalah panjang dari suatu path dalam graf berhubungan
dengan pangkat dari matriks represetasinya. Berikut diberikan teorema yang menjelaskan
bahwa elemen [A®k]l-7j menghasilkan bobot maksimal dari suatu path dengan panjang k
dari titik j ke titik 7, asalkan suatu path ada.

Teorema 2.1.1 Diberikan A € RI*™. Untuk setiap k > 1 berlaku

[A®"]; ;= max{|pl., : p € P(j,i; k)},
dengan [A®k]i7j = ¢ pada kasus P(j,i;k) adalah himpunan kosong, yaitu ketika tidak ada
path dengan panjang k dari j ke i dalam G(A).

Bukti Pembuktian dilakukan dengan langkah induksi. Misalkan (j,i) adalah sebarang
elemen di n x n. Untuk k& = 1, path pada P(j,i; k) hanya terdiri dari satu arc dengan
bobot yang diberikan oleh [A]; ;. Jika [A];; = ¢, maka tidak ada arc (j,7) di G(A) dan
P(j,i;k) = 0.

Misalkan teorema benar untuk k£ > 1. Selanjutnya untuk kasus k + 1, perhatikan
bahwa untuk p € P(j,i; k+ 1) diasumsikan ada setidaknya satu path di P(j,i;k+1). Path
p tersebut dapat dipecah menjadi suatu subpath dengan panjang k dari titik j ke titik [,
dan suatu subpath yang terdiri dari satu arc dari titik [ ke 7, atau dalam bentuk simbol
dapat ditulis

p=po(l,i) dengan p € P(j1;k).
Bobot maksimal dari setiap path di P(j,i;k + 1) dapat diperoleh dari

max ([A]i; +max {[pl, : p € P, F)}) - (2.1)
Sesuai hipotesa induksi, menyatakan bahwa
max {|pl., : p € PG k)} = [A]

dan ekspresi untuk bobot maksimal suatu path dari j ke ¢ dengan panjang (k + 1) pada
Persamaan (2.1) menjadi

max <ai,l +[A® ]u) = g:?ai,z ® [A% 1
= [A® A%,

_ [A®(k+1)]‘ -

Z?J
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Selanjutnya, untuk kasus P(j,i;k + 1) = (), yaitu tidak ada path dengan panjang k + 1
dari j ke 7. Jelas, hal tersebut menyebabkan untuk setiap titik [, tidak ada path dengan
panjang k dari j ke [ atau tidak ada arc dari [ ke i (atau kedua kondisi terjadi). Oleh
karena itu, P(j,4;k+ 1) = ) menyebabkan paling tidak ada satu nilai dari a;; dan [A®"],;
sama dengan . Sehingga,

(k+1)
A =
4,J

terbukti. .

Dari Teorema 2.1.1 didapat, untuk suatu matriks persegi A € R?*" matriks A" dide-

finisikan sebagai
o

AT E P AT (2.2)

i=1

Catatan bahwa, elemen [A®k]l-7j adalah bobot maksimum dari semua path dengan panjang
k dari titik j ke titik 7. Jadi elemen [AT]; ; adalah bobot maksimum dari path-path dengan
panjang sebarang dari titik j ke titik 7, sehingga didapat

[A*);,; = max{[A®");; | k > 1}.

Perhatikan bahwa dalam Persamaan (2.2) matriks pangkat A% i=1,2, ..., +oo. Berikut
ini diberikan suatu teorema mengenai AT dengan matriks pangkat A%®" berhenti untuk
1 = n dengan n adalah ukuran dari matriks A yaitu banyaknya baris dan banyaknya kolom
dari A.

Teorema 2.1.2 Misalkan A € RI*™ sedemikian hingga setiap sirkuit di G(A) mempunyai
bobot sirkuit rata-rata kurang atau sama dengan 0. Maka

At=PA* =40 4% . . 0 A% cRI". (2.3)
=1

Bukti

Karena A berukuran n x n, maka semua path di G(A) dari i ke j dengan panjang lebih
besar dari n merupakan setidaknya satu sirkuit dan suatu path dari ¢ ke 7 dengan panjang
setidaknya n. Oleh karena sirkuit di G(A) mempunyai bobot takpositif, didapat

[A%]);5 < max{[A®];;]i € n}.
Hal ini menyimpulkan bahwa

AT =A@ A% @ ... @ A®".
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24 Teori Spektral..

Terdapat dua bentuk graf berdasarkan sifat keterhubungannya. Dua bentuk graf
tersebut menjadi bahasan utama dalam bagian ini. Sebelum diberikan definisi dan contoh
bentuk-bentuk graf, terlebih dahulu dipahami istilah reachable dan communicate yang
dibutuhkan dalam pendefinisian masing-masing bentuk graf. Untuk ¢,7 € N, titik ¢
dikatakan reachable dari titik j, dinotasikan dengan jRz, jika terdapat suatu path dari
J ke i. Sedangkan titik ¢ dikatakan communicate dengan titik j, dinotasikan dengan jCi,
jika dan hanya jika ¢ = j atau titik ¢ reachable dari titik j dan titik j reachable dari titik 7.

Berikut ditunjukkan bahwa relasi C adalah relasi ekivalen pada N:

a. Relasi C refleksif sebab untuk setiap ¢ € A" memenuhi ¢ = ¢ sehingga iCi.

b. Relasi C simetri sebab apabila iCj berarti titik ¢ reachable dari titik j dan titik j
reachable dari titik 4, hal tersebut juga menunjukkan bahwa jCi untuk i, 7 € N.

c. Relasi C transitif sebab untuk 7, j, k € N, apabila iCj dan jCk berarti titik i reachable
dari titik j dan titik j reachable dari titik k sehingga titik ¢ reachable dari titik k,
serta titik k& reachable dari titik j dan titik j reachable dari titik ¢ sehingga titik &
reachable dari titik ¢. Karena titik ¢ reachable dari titik k& dan titik k reachable dari
titik ¢ maka iCk.

2
Gambar 2.1: Graf Strongly Connected

Suatu graf disebut strongly connected apabila seluruh titik pada graf tersebut com-
municate satu sama lain, yaitu untuk setiap ¢, 7 € A/ memenuhi iCj. Matriks di R?*" yang
mempunyai representasi graf strongly connected disebut sebagai matriks rreducible atau
matriks tak-tereduksi. Lebih lanjut, matriks tak-tereduksi adalah matriks yang tidak
dapat dikontruksi menjadi bentuk matriks segitiga atas. Gamabar 2.1 adalah suatu con-
toh dari graf strongly connected sebab setiap titik di G communicate satu dengan lainnya,
yaitu 1C1,1C2 dan 2C1. Dalam hal ini matriks representasi graf G dari Gambar 2.1 adalah

A — |:a1,1 a1,2:|

Az1 A22

[

yang merupakan matriks tak-tereduksi.

Jika ada titik yag tidak communicate dengan titik lain dalam suatu graf, maka graf
disebut tidak strongly connected. Suatu matriks di RI'*" mempunyai representasi
graf tidak strongly connected disebut matriks tereduksi. Lebih lanjut, matriks tereduksi
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adalah matriks yang dapat dikontruksi menjadi bentuk matriks blok segitiga atas, de-
ngan elemen-elemen berupa matriks £ atau matriks tak-tereduksi. Matriks blok segitiga
atas tersebut merupakan representasi dari graf tereduksi. Graf tereduksi adalah graf hasil
reduksi graf tidak strongly connected.

1 2
Gambar 2.2: Graf tidak strongly connected

Gambar 2.2 merupakan contoh graf tidak strongly connected sebab terdapat titik
yang tidak communicate dengan titik yang lain, yaitu titik 1 tidak communicate dengan
titik 2. Hal tersebut terjadi karena titik 2 tidak reachable dari titik 1. Adapun matriks
representasi dari graf pada Gambar 2.2 adalah

bii b1
B = ) )
{ ba1 bao }

[

yang merupakan matriks tereduksi.

Contoh 2.1.1 Diberikan matriks

A=

S M Ot
S Oy ™
W W Ot

Gambar graf dari matriks A ini diberikan dalam Gambar 2.3. Dalam gambar ini ada

Gambar 2.3: Graf G(A)

lima sirkuit yaitu (1,1); (1,3),(3,1); (3,3); (2,3),(3,2) dan (2,2). Masing-masing sirkuit
mempunyai sirkuit rata-rata 5/1 =5, (6+5)/2=1,3/1=3, (6+3)/2 =3 dan 6/1 = 6.
Terlihat bahwa sirkuit rata-rata maksimum adalah 6 terjadi pada sirkuit (2, 2). Jadi sirkuit
kritis dari graf G(A) adalah sirkuit (2,2). Juga tampak bahwa graf G(A) adalah strongly

connected. Jadi matriks A tak-tereduksi. 0
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26 Teori Spektral..

Contoh 2.1.2 Diberikan matriks

€ 0 € 2 €
e € 8 ¢ 2
A=|¢e ¢ ¢ ¢ ¢
e 3 7 ¢ 4
€ € 4 ¢ ¢

Gambar 2.4: Graf G(A) tanpa sirkut

Gambar 2.4 adalah graf dari matriks A, terlihat graf G(A) tidak memuat satupun sirkuit,
dengan demikian sirkuit rata-rata maksimum tidak ada. Perhatikan juga bahwa graf G(A)
tidak strongly connected. Jadi matriks A adalah tereduksi. O
Sirkuit rata-rata maksimum dari suatu graf G(A) adalah suatu bagian penting dari matriks
A, sebab sirkuit rata-rata maksimum berkaitan dengan suatu karakteristik dari matriks
A. Pada Contoh 2.1.2, graf G(A) tidak memuat satupun sirkuit. Bagaimanapun hal ini
untuk matriks A berukuran yang agak besar tentunya menyelidiki graf G(A) tidak memuat
satupun sirkuit tidaklah mudah. Oleh karena itu akan diberikan suatu sifat yang berkaitan
dengan masalah ini. Sifat yang akan dibahas berhubungan dengan matriks pangkat. Oleh
karena itu sedikit dibahas ulang mengenai matriks pangkat. Untuk matriks persegi A
berukuran n x n, maka

A = A A.
Elemen elemen ke-i, j dari A®® adalah [A%°];; = ml?X{ai,k; + ay, ; } menyatakan bobot mak-

simum dari semua path dengan panjang 2 dari titik j ke titik ¢ dalam graf G(A). Secara
umum, [A®k]m- adalah bobot maksimum dari semua path dengan panjang k dari titik 5 ke
titik ¢ dalam graf G(A).

Teorema 2.1.3 Misalkan matriks A berukuran n x n. Graf G(A) tidak memuat satupun
sirkuit bila dan hanya bila A®" = E(n,n), Yk >n.

Bukti

Misalkan G(A) tidak memuat sirkuit. Karena G(A) mempunyai n titik, maka tidak ada
path dengan panjang k£ > n. Jadi A% = E(n,n), Vk > n. Selanjutnya, misalkan
A®" = g(n,n), Vk > n, yaitu tidak ada path dalam G(A) dengan panjang k > n. Karena
sirkuit selalu bisa diperluas ke sebarang path yang panjang, hal berakibat bahwa tidak ada
sirkuit dalam G(A).
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Contoh 2.1.3

Diberikan lagi matriks pada Contoh 2.1.2; maka

e 5 13 ¢ 7 e e 13 ¢ 7

e € 6 € ¢ € € € € &€

A =le ¢ e e |, A =|c ¢ ¢ ¢ ¢

e € 11 ¢ 5 e e 9 ¢ ¢

€ € € € ¢ € € € € ¢

dan
e € 11 ¢ ¢ € € € € €
€ € € € ¢ € € € € ¢
A = e ¢ ¢ e e|, A =|c £ ¢ ¢ | =€(5,5).

€ € € € ¢ € € € € ¢
€ € € € ¢ € € € € ¢

Terlihat bahwa hanya ada 5 pasang titik dengan panjang 2. Misalnya dari titik 3 ke
1 dengan panjang maksimum 13, yaitu 3 — 2 — 1. Dan hanya ada 3 pasang titik
dengan pamjang 3. Misalnya dari titik 3 ke titik 1 dengan panjang maksimum 13 yaitu :

3—2—4—1. O

Berikut ini diberikan keujudan dari sirkuit rata-rata maksimum untuk matriks persegi
tak-tereduksi. Sebelum membahas sifat ini, diberikan notasi A(A) yang menyatakan nilai
sirkuit rata-rata maksimum dari suatu matriks persegi A.

Teorema 2.1.4 Bila A € R™" tak-tereduksi, maka ada A(A) yang diberikan oleh

notr <A®k> n
AA) = @ — dengan tr(A) = @ai,i. (2.4)
k=1 i=1
Bukti
Perhatikan bahwa

w(a™) = P [4”]
i=1 ot
menyatakan bobot sirkuit maksimum dari semua sirkuit dengan panjang k dalam G(A),
dengan demikian bila dibagi oleh & merupakan bobot rata-rata maksimum dari sirkuit
dengan panjang k. Oleh karena itu untuk £ = 1,2...,n dan bila C(A) adalah himpunan
semua sirkuit elementer dari graf G(A) didapat

n ®*
e (A7)
pec(A) |p|; ~ k
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28 Teori Spektral..

Teorema 2.1.4 menunjukkan eksistensi nilai eigen dari matriks tak-tereduksi. Berikut
ini, dibuktikan ketunggalan nilai eigen dari matriks tak-tereduksi melalui teorema berikut.

Teorema 2.1.5 Untuk setiap matriks tak-tereduksi A € R2*" memiliki satu dan hanya
satu nilai eigen. Nilai eigen tersebut dinotasikan dengan A(A), merupakan suatu nilai
berhingga dan sama dengan sirkuit rata-rata maksimum pada G(A), yaitu

Bukti Ambil sebarang sirkuit v = ((iy,42), (i2,13), .. ., (i¢, i¢+1)) pada graf G(A) dengan
|v]e = € dan i,y = 7;. Selanjutnya, karena matriks tak-tereduksi A merupakan representasi
dari graf strongly connected maka

#e, kel

i1,k

Misalkan p adalah suatu nilai eigen berhingga dari matriks A, dan v adalah suatu vektor
eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen . Karena A ®v = p®w, hal tersebut berakibat

aik+1:ik ® Vi, S 1% & v’ik.Ha k S E (25)

Dalam aljabar konvensional, operasi ® dibaca sebagai operasi penjumlahan. Oleh karena
itu, untuk £ = {1,2,...,¢} Pertidaksamaan (2.5) menjadi

Qig iy =+ Vg4 < % + Vig s

Qigyq,ig + vy, < pt Vigyq

Nilai p, aj,,, ., dan v;, untuk k= {1,2,...,/} adalah elemen-elemen bilangan real. Se-
hingga apabila masing-masing ruas pada pertidaksamaan-pertidaksaamaan di atas dijumlahkan
didapat

L L L
Zaiﬂhik + Zvik < X n+ Zvik+1' (26)
k=1 k=1 k=1

Karena 7,1 = 77, maka

l
E vik+1 = Uik'

l
k=1 k=1

¢
Apabila kedua ruas Pertidaksamaan (2.6) dikurangi dengan ) v;, menghasilkan
k=1

L
Zaik+lyik < 0 x M. (27)
k=1
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Ruas kiri dari Pertidaksamaan (2.7) merupakan bobot dari sirkuit 7 dan dapat dinotasikan
dengan |v|,, sehingga Pertidaksamaan (2.7) dapat ditulis kembali menjadi

Yl < 05 . (2.8)

Kedua ruas Pertidaksamaan (2.8) dibagi dengan |y|, menghasilkan sirkuit rata-rata dari
v, yaitu

ol .

7] Ve
_ Ixup
N 14
= M

yang dapat ditulis kembali sebagai berikut

lw <u, VyecC(A). (2.9)
7le

Apabila dihitung maksimum dari pertidaksamaan (2.9) untuk setiap v € C(A), diperoleh

max M _ L. (2.10)

v€C(A) "Y‘z B

Dari persamaan (2.10) didapatkan bahwa nilai eigen dapat dicari melalui perhitungan
sirkuit rata-rata maksimum dari graf G(A). Selanjutnya, akan ditunjukkan p adalah nilai
eigen yang tunggal. Misalkan terdapat p; dan ps nilai eigen dari matriks A, artinya

ARv =1 ®v,
sehingga
max{a;, ., i, + Vi, } = p1 + Vi, k €L, (2.11)
dan
ARV = R0,
sehingga
max{a;, ., i, + Vi, } = 2 + Vi, k€L (2.12)

Apabila ruas kiri Persamaan (2.11) dikurangi dengan ruas kiri Persamaan (2.12), dan ruas
kanan Persamaan (2.12) dikurangi dengan ruas kanan Persamaan (2.12) didapatkan

0= p1n — po.
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Jadi diperoleh iy = p9 yang menunjukkan nilai eigen dari matriks tak-tereduksi A adalah
tunggal.

Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa nilai eigen dari matriks tak-tereduksi memiliki
nilai berhingga. Misalkan nilai eigen dari matriks tak-tereduksi A adalah A\ = ¢ dan v
adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A\. Maka vektor v memiliki paling
sedikit satu elemen berhingga; misal v;. Karena matriks tak-tereduksi A representasi
dari graf strongly connected, maka terdapat baris v dari matriks A sedemikian hingga a. ;
berhingga elemen bilangan real. Selanjutnya, melalui pertidaksamaan berikut

ayi ®@v; < [A®u],
= [t®v]
— ¢

didapatkan a,; ® v; < e. Akan tetapi, ekspresi a,; ® v; berhingga, sehingga ¢ tidak dapat
menjadi nilai eigen dari matriks tak-tereduksi. Jadi matriks tak-tereduksi memiliki nilai

eigen berhingga elemen bilangan real. 0

Teorema 2.1.5 membuktikan setiap matriks tak-tereduksi memiliki nilai eigen tunggal
berhingga. Nilai eigen tersebut dapat dicari melalui sirkuit rata-rata maksimum dari graf
komunikasinya. Meskipun nilai eigen dari matriks tak-tereduksi tunggal, sirkuit rata-rata
maksimum dari graf komunikasi belum tentu tunggal. Berikut ini contohnya.

4
O X0
1 2
2

Gambar 2.5: Graf Komunikasi G(A)

Contoh 2.1.4 Misal diberikan graf komunikasi G(A) seperti pada Gambar 2.5, dengan

=2

Karena graf G(A) adalah graf strongly connected, maka A adalah matriks tak-tereduksi.
Sehingga matriks A memiliki nilai eigen A\(A) tunggal yang dapat dihitung melalui sirkuit
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rata-rata maksimumnya, yaitu:

2 k
tr(A®")
AA) = ;
k=1
tr(A)  tr(A®°
_ () (A7)
1 2
_ 3®2 _6@6
| 2
_ 3,6
1 72
= 363
3.

Diperoleh nilai eigen matriks A tunggal, yaitu \(A) = 3. Akan tetapi, dari uraian di atas
jelas diketahui bahwa sirkuit rata-rata maksimum dari graf komunikasi G(A) tidak tunggal.
Terdapat dua sirkuit rata-rata maksimum dari G(A), yaitu sirkuit dengan panjang satu
dari titik 1 kembali ke titik 1, dan sirkuit dengan panjang dua dari titik 2 kembali ke titik

2 melalui titik 1. 0

Dalam Scilab perintah-perintah untuk menentukan sirkuit rata-rata maksimum, lin-
tasan kritis dan menguji kondisi strongly connected dari suatu graf G(A) adalah sebagai
berikut:

-->A=[5 -%inf 5;-%inf 6 3;6 6 3]
A =
5. -Inf 5.
-Inf 6. 3.
6. 6. 3.
// maximum cycle rata-rata dari matriks A (sirkuit rata-rata maksimum)
-->mcm=maxplusmcm(A)
mcm =
6.
// cek graf G(A) strongly connected
-->s = maxplusscg(A)
s =
T // T menunjukkan true, jadi benar bahwa G(A) strongly connected.
// menentukan lintasan kritis (sirkuit kritis).
-->[1,d,x]=maxplusccir(A)
x =
2. // lintasan kritis dari titik 2 kembali ke 2
d =
1. // banyaknya garis dalam lintasan kritis.
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6. // maximum cycle rata-rata.
//
// Contoh berikut menunjukkan bahwa sirkuit rata-rata maksimum
// tidak ada, sebab G(A) tidak memuat sirkuit.
->A = [-%inf 5. -%inf 2. -%inf;
-%inf -%inf 8. -%inf 2. ;
-%inf -%inf -%inf -%inf -%inf;

-%hinf 3. 7. -%hinf 4.;
-%inf -%inf 4. -%inf -%inf];
-->maxplusmcm(A)

!'--error 10000
No any circuit of The Graph G(A)
at line 13 of function maxplusmcm called by :
maxplusmcm(A)
//
// bisa dicek bahwa A pangkat 5 sama dengan matriks nol
//
-->maxpluspwr(A,5)
ans =
- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf
- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf
- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf
- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf
- Inf - Inf - Inf - Inf - Inf

2.2 Nilai karakteristik dan Vektor karakteristik

Pengertian nilai-karakteristik dan vektor-karakteristik yang bersesuaian dari suatu matriks
persegi A berukuran n X n sebagaimana dijumpai dalam aljabar linear biasa juga dijumpai
dalam aljabar maxplus, yaitu bila diberikan suatu persamaan:

AQr=\Qx

dalam hal ini masing-masing vektor x € R dan A € R dinamakan vektor-karakteristik
dan nilai-karakteristik dari matriks A dengan vektor x # (e,¢,...,£)". Suatu algoritma
untuk memperoleh vektor-karakteristik dan nilai karakteristik dari matriks persegi A bisa
ditemui di [8]. Algorithma untuk menentukan nilai-karakteristik dan vektor-karakteristik
dari matriks A € R?*" dilakukan secara berulang dari bentuk persamaan linear

gk+1)=Axzk), k=0,1,2,.... (2.13)

Perilaku periodik dari Persamaan (2.13) baik untuk matriks A yang tak-tereduksi maupun
yang tereduksi erat kaitannya dengan apa yang dinamakan vektor waktu sikel. Perilaku
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periodik dari Persamaan (2.13) berkaitan dengan barisan
{z(k) |k € N},
dan untuk keadaan awal £(0) = 2, € R" didapat
z(k) = A%" @ =z, (2.14)
untuk semua k > 0.

Definisi 2.2.1 Misalkan {z(k) | k € N} adalah suatu barisan di R? dan diasumsikan bahwa
untuk semua j € n limit berikut

def .. xj(k)
; = lim

i k—oo k

ada. Vektor m = [n1,1m2,...,na]" dinamakan vektor waktu-sikel (cycle-time vector) dari
barisan x (k). Bila semua nilai n; sama, nilai ini dinamakan rata-rata pertumbuhan asim-
totik dari barisan x(k).

Dalam sub-bagian berikutnya ditunjukkan bahwa sekali suatu vektor waktu-sikel ada,
maka keberadaannya tidak bergantung pada kondisi awal zo € R™. Selanjutnya untuk
matriks dalam Persamaan (2.13) yang tereduksi selalu bisa dijadikan suatu bentuk blok
matriks segitiga atas. Hal ini dijelaskan sebagai berikut, bila G = (N, D) adalah suatu
graf tidak strongly connected, maka tidak semua titik dari N' communicate satu sama lain.
Misal diberikan titik ¢ € N, maka memungkinkan untuk membedakan titik-titik yang
communicate dengan ¢ dan yang tidak. Sebagaimana telah dibahas dalam Bagian 2.1,
relasi C adalah relasi ekivalen pada A. Akibatnya, relasi C dapat mempartisi N ke dalam
kelas ekivalen yang saling asing. Kelas ekivalen dari i € N adalah himpunan titik-titik dari
N yang communicate dengan titik 7, dan dinotasikan dengan [i] o {j € N :iCj} dengan
N = U [i]. Karena himpunan A berhingga, maka | [i] berhingga sehingga

ieN

iEN

N =M =il (2.15)

ieN i€q
Berdasarkan Persamaan (2.15), himpunan A dipartisi menjadi ¢ bagian yang saling asing,

dengan kata lain | J[7] | N [J] = 0 untuk semua ¢ # j. Kondisi iRj dapat terjadi untuk
€9 J€q

beberapa i € [i] dan j € [j] dengan 7,j € ¢ dan ¢ # j, namun jRi tidak dapat terjadi
sebab 7 dan j tidak communicate.

Himpunan A" = J [i] juga dapat ditulis |JN;, dengan N; = {j € N :iCj}. Berda-

iEN i€q

sarkan partisi dari NV, maka terdapat subgraf dari G yaitu G; = (N;,D;), i € ¢ dengan
D; C D adalah himpunan arc yang memiliki titik awal dan titik akhir elemen N;. Jika
D; # (), maka subgraf G; = (NV;, D;) adalah suatu subgraf strongly connected maksimal.
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Dalam graf G bisa terjadi suatu titik tidak termuat dalam satu atau lebih sirkuit,
berarti titik tersebut tidak communicate dengan titik lain dan hanya communicate de-
ngan dirinya sendiri. Misalkan titik tersebut adalah titik ¢, maka [;] = {i}. Karena
tidak terdapat arc yang menghubungkan ¢ dengan dirinya sendiri, subgraf yang memuat
dinotasikan dengan ([i], ). Lebih lanjut, meskipun subgraf ([i], 0) tidak strongly connected,
([i],0) akan dianggap sebagai suatu subgraf strongly connected maksimal. Oleh karena itu,
seluruh subgraf G; = (N;, D;), i € ¢ seperti yang telah dijelaskan sebelumnya merupakan
subgraf strongly connected maksimal [1].

Selanjutnya, didefinisikan graf tereduksi yang dinotasikan oleh G = (J\7 , 15), dengan
N = {M, ..., N} dan (N, Ny) € Djikar # s dan terdapat arc (k,1) € D untuk beberapa,
ke N, 1l €N, dan r,s € q. Oleh karena itu, banyaknya titik pada graf tereduksi sama
dengan banyaknya subgraf strongly connected maksimal. Graf tereduksi tidak memuat
sirkuit, sebab apabila graf tereduksi memuat sirkuit maka dua atau lebih subgraf strongly
connected maksimal akan terhubung dan membentuk subgraf strongly connected maksi-
mal yang lebih besar. Hal tersebut kontradiksi dengan kondisi bahwa subgraf yang ada
merupakan subgraf strongly connected dan paling maksimal.

Berikutnya, misalkan A;; merupakan matriks yang diperoleh dengan membatasi A
hanya untuk titik-titik pada N, untuk setiap i € ¢, maka [A;;]x; = ax, untuk setiap
k,1 € N;. Untuk setiap ¢ € ¢, matriks A, ; merupakan matriks tak-tereduksi atau A =e¢.
Sehingga setelah dilakukan pelabelan ulang untuk tiap titik pada G (A), diperoleh matriks
blok segitiga atas

[ Aiq A1,2 Al,q |
E Ao Ay
E £ Ass S (2.16)
E & ... & Ayl

dengan setiap elemen berhingga dari matriks A,,, 1 < s < r < ¢ merupakan bobot arc
dari suatu titik elemen N, ke suatu titik elemen N,. Dalam hal yang demikian vektor
waktu-sikel (cycle-time vector) diberikan oleh

m
_ox(k) | M
n=fm =m0
| Mg
dengan )
M
;i
n;, = .
i |

dan vektor n; berukuran ¢; x 1.
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2.2.1 Ketunggalan dari vektor waktu-sikel

Dalam sub-bagian ini akan ditunjukkan bahwa keberadaan tlim z(k)/k tidak bergantung
— 00

pada vektor keadaan awal o € R™ Untuk hal ini terlebih dahulu dikenalkan istilah
norm yang dinamakan norm-¢>°. Norm-/>° dari suatu vektor v € R" didefinisikan sebagai
maksimum nilai mutlak dari semua komponen v yang dinotasikan oleh ||v| . Jadi untuk
setiap v di R",

def
[v]]oc = max |u;],
en

dimana |.| adalah nilai mutlak. Perlu diperhatikan bahwa norm-¢> dari suatu vektor di
R? bisa bernilai tak-hingga. Hal ini bisa terjadi bila setidaknya satu komponen dari vektor
tersebut bernilai . Apapun hal ini, bila dipertimbangkan hanya untuk matriks A reguler
dengan vektor keadaan kondisi awal 2o berhingga, maka A®zx, juga vektor yang berhingga.
Dengan demikian untuk &£ > 0, maka perilaku asimtotik A% @z, € R™ adalah vektor yang
berhingga (|1]).

Teorema berikut berperanan penting untuk membuktikan bahwa perilaku asimptotik
tidak bergantung pada kondisi awal.

Teorema 2.2.1 Misalkan A € R7"*" adalahmatriks reguler, maka
[(A©u) = (A@v)[lo < [lu -2,

untuk sebarang u,v € R".

Bukti
Perlu diperhatikan bahwa A @ u, A @ v € R™ yaitu keduanya adalah berhingga. Diberikan

a=[(Aou) - (AQv)|x,
pilih 79 € m yang memenuhi

a=|[(Azu) - (A0v),|
Asumsikan bahwa a = [(A ® u) — (A ®v)];, > 0, didapat

a = max(a;, ; + u;) — max(a;, x + k).
JEN ken

Jadi dapat dipilih suatu j, € n yang memenuhi

a = (aig,jo + jo) — max(aik + V).
ken
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Sehingga untuk k£ = jy didapat

a = (i, + ujy) — max(a,r + Vi)
ken

(ig,jo + Ujo) — (@ig,jo + Vjo)

Ujo — Ujg

IN

max(u; — v;)
JENR

IN

max|u; — vj]

[ = v]o

Jadi bila a = [(A®@u) — (A®w)];,, > 0, maka a < ||u — v|. Juga, dengan cara sama
dapat ditunjukkan bahwa o = [(A ® u) — (A ®@v)];, < 0, maka o < |[u — v|/». Dengan
demikian lengkap sudah bukti. 0

Sifat [(A®u) — (A®V)|w < |Ju — V]|, untuk sebarang u,v € R"™ dinamakan nonez-
pansive dalam norm-£>° dari pemetaan

ueR! - A®uec R
Digunakan secara berulang Teorema 2.2.1 untuk suatu matriks persegi A didapat
(A% ©u) = (A% ©9) ] < |lu — V], (2.17)

untuk sebarang w,v € R! dan semua k > 0. Hal ini berarti bahwa jarak-¢> diantara
A®" @ u dengan A®" @ v terbatas oleh |[u — v||s. Teorema berikut menunjukkan bahwa
ke-nonexpansive-an berakibat bahwa bila vektor waktu sikel ada setidaknya untuk satu
vektor awal berhingga, maka vektor waktu sikel ada untuk sebarang vektor awal yang
berhingga dan tidak bergantung pada pemilihan vektor awal. Notasi z(k;x) menyatakan
kebergantungan z(k) pada nilai awal, yaitu (k) = A®" @ x,.

Teorema 2.2.2 Tinjau relasi berulang (k+1) = A®x (k) untuk £ > 0 dengan A € RZ*"
dan z(0) = x, sebagai suatu kondisi awal. Bila z; € R" suatu kondisi awal tertentu yang

memenuhi klim z(k;zy) ada, maka keberadaan limit tersebut ada untuk sebarang kondisi
—00

awal yo € R".

Bukti
Asumsikan bahwa £ € R"™ memenuhi

lim@:nER”.

k—o0
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Untuk sebarang yo € R™ dan menggunakan ke-nonerpansive-an didapat

z(k;xo)  z(k;yo)

0 —
< [ -,
1 ok ok
< [ @) - (4 w40
1
< E”%—yoﬂoo-
Untuk k£ — oo didapat
. z(k;zo)  z(k;yo)
< _
0 = Bm = ol
, 1
< l}ggo <E) [0 — yollew = 0.
Jadi
. z(k;zo)  x(k;y0) _
=
Karena masing-masing lim zkzo) || dan lim ||[2820) | ada didapat
k—o00 o0 k—o0 o0
0= lim x(k;zo)  x(k;y0) — Lm m(ksxo)’ ~ lim z(k;yo)
Jadi
o z(k;x0) T z(k; yo)
L Wt e

dan n adalah vektor waktu sikel untuk sebarang keadaan awal y, € R™.

2.2.2 Keujudan vektor waktu sikel untuk matriks tak-tereduksi

Akibat dari Teorema 2.2.2 adalah sekali ditentukan vektor waktu sikel ada, maka keber-
adaannya tidak bergantung pada kondisi awal. Oleh karena itu dalam sub-bagian ini dikaji
keujudan (keberadaan) vektor waktu sikel khusus untuk matriks persegi reguler A yang
tak-tereduksi. Faktanya, rata-rata pertumbuhan asimptotik untuk suatu kedaan awal yang
khusus yaitu zp = v € R} adalah vektor-eigen dari matriks A untuk nilai-eigen A € R.
Nilai-eigen A berdasarkan Teorema 2.1.4 dijamin ada (dan tunggal) diberikan oleh

-
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Sehingga dengan melakukan pengulangan relasi pada z(k +1) = A®z(k), £k =0,1,2,...
dan untuk z(0) = v € R” didapat

z(k) = A% @2(0) = \*" @,

untuk semua k£ > 0. Dengan demikian untuk sebarang j € n didapat

(k)
lim ~2—2 = X 2.1
T TN (218)
terlihat bahwa rata-rata pertumbuhan asimtotik dari (k) tepat sama dengan nilai-eigen
dari matriks A. Dari berapa yang telah dibahas disimpulkan dalam teorema berikut.

Teorema 2.2.3 Diberikan relasi berulang z(k + 1) = A ® z(k) untuk & > 0 dengan
A € RI*™ adalah matriks tak-tereduksi mempunyai nilai-eigen A € R. Maka untuk semua
Jen
lim L(k;xo) =A
k—o0 k
untuk sebarang kondisi awal £(0) = z, € R

Bukti
Misalkan v adalah suatu vektor-eigen dari A, selanjutnya awali relasi ekivalen dengan
Ty = v, didapat
lim 250 _
k—o0 k
untuk semua j € n. Hasil ini sesuai dengan Persamaan 2.18 dan berdasarkan Teorema 2.2.2
sekali rata-rata pertumbuhan asimtotik ada, maka hal ini tidak bergantung pada zy. De-

ngan demikian lengkap sudah bukti. 0

Teorema 2.2.3 menyatakan keujudan vektor waktu sikel n € R"™ dari suatu matriks
tak-tereduksi A € RI*" diberikan oleh [n]; = A untuk j = 1,2,...,n dan A € R adalah
nilai-eigen dari matriks A. Untuk pembahasan yang lebih general berkaitan dengan keu-
judan vektor waktu sikel n € R™ dari sebarang matriks reguler A € R?*" diberikan pada
pembahasan Eigenmode dalam Sub-bagian 2.5.

Apa yang telah dibahas hanya menentukan nilai-eigen dari suatu matriks persegi A yang
reguler dan belum membahas bagaimana menentukan vektor-eigennya. Pada pembahasan
berikutnya diberikan beberapa algoritma untuk menghitung nilai-eigen dan vektor-eigen
dari suatu matriks persegi yang reguler.

2.3 Beberapa Algoritma Power

Algoritma Power dapat digunakan untuk menghitung nilai eigen dan vektor dari suatu
matriks persegi.
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Algoritma tersebut memiliki prosedur yang sederhana dan mudah dipahami. Algoritma
Power pertama kali dikenalkan oleh Olsder dan diberikan contohnya tetapi pada saat itu
belum ada teori pengembangannya (|4]). Pengembangan teori algoritma Power berturut-
turut dilakukan oleh Braker ([12]) dan Subiono ([3]). Pada bagian ini diberikan beberapa
algoritma Power dan contoh-cotoh pembahasan.

Algoritma 2.3.1 (|4])
1. Ambil sebarang vektor awal z(0) # €.

2. Tterasi Persamaan (2.13) sampai ada bilangan bulat p,q dimana p > ¢ > 0 dan
bilangan riil ¢ yang memenuhi z(p) = ¢ ® z(q).

3. Definisikan sebagai nilai-eigen A = p%q.

4. Definisikan sebagai (calon) vektor-eigen

1 p—q

v:—Zx(q+i—1).

p—4q9°=
Contoh 2.3.1 Misalkan dalam sistem (2.13) matriks A adalah

A= [g g] dan vektor keadaan awal z(0) = [8] :

[terasi Persamaan (2.13) didapat

z(0), z(1), z(2) =8®z(0)
1

0B sl

Dengan demikian dalam Algoritma Power 2.3.1 didapat p = 2, = 0 dan ¢ = 8. Jadi

sebagai nilai-eigen adalah A = p%q = % = 4. Vektor v dari Algoritma 2.3.1 diberikan oleh

1 1 [0 5 21
— = - = — |“2
v = (2(0) + (1)) 2([0} ¥ M) M .
Selanjutnya diselidiki apakah A ®@ v = A ® v.

35 2] [63] 21
aev=[5 5o (i) = [s1] =12 i

2
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Berikutnya diberikan dua Algoritma Power yang lainnya dan suatu contoh dimana
Aloritma Power 2.3.1 gagal memberikan hasil vektor eigen, sedangkan dua Algoritma Power
yang lainnya berhasil menentukan vektor eigen.

Algoritma 2.3.2 ([12])
1. Gunakan Algoritma 2.3.1 untuk menyelidiki bahwa A @ v = A\ ® v.

2. Bila A®v = A ®v, maka v adalah suatu vektor-eigen dari sistem (2.13) untuk nilai-
eigen )\, algoritma berhenti. Bila tidak, definisikan vektor baru v sebagai berikut

ol — {[v]i bila [A @), = A ® [ul;,

€ untuk yang lain.

3. Iterasi lagi Persamaan (2.13) dengan z(0) = v sampai ada beberapa bilangan bulat
r > 0 yang memenuhi z(r +1) = A®2x(r). Maka z(r) adalah suatu vektor-eigen dari
sistem Persamaan (2.13) untuk nilai-eigen .

Sebelum diberikan suatu contoh penggunaan Algoritma Power 2.3.2, diberikan suatu
teorema penunjang untuk satu Algoritma Power yang lainnya.

Teorema 2.3.1 ([8]) Bila untuk sebarang keadaan awal z(0) # € sistem Persamaan (2.13)
memenuhi z(p) = ¢ ® £(q) untuk beberapa bilangan bulat p dan ¢ dengan p > ¢ > 0 dan
beberapa bilangan real ¢ dan z(q) € R" |, maka

A
. z(k) A
e
A
dengan \ = ‘. Selanjutnya A adalah suatu nilai karakteristik dari matriks A dengan
pP—q

vektor karakteristik diberikan oleh
P—q

v = @ <)\®(p_q_i) Rx(q+1i— 1)) .

i=1
Bukti : Misalkan [ = p — ¢, didapat
z(k) s(g+il) _ . @x(q)

lim —= = lim ————* = lim -
k—oo k iwoo g 41l i~ q+ il

c®
= lim .
i—oo ¢ + 1l z~>ooq—|—2l
. 1C
= lim .
i—oo ¢ + il z%ooq—}—ll

= “20=—""%0 (sebab z(q) € R"),
l p—q
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dengan vektor

0
0
0= .
0
Jadi bila A = L, maka vektor waktu sikel adalah
p—q
A
_z(k) A
dm =
A
Selanjutnya bila
p—q

maka

ARy = A® <é <A®‘p’q’” ®z(g+i— 1)))

i=1

— é;qA ® ()\®(p_q_i) Qz(q+i— 1))

— EBX@@‘“) RARz(g+i—1))

_ @/\®(qu) q+l)

p— q+1
—q—j+1
_ @/\(g(pqﬁ-)@x(q_'_j_'_l)

p—q+1
= )\®<€B AT g (]-l—j—l))
= )\®<€B/\®(p“) q+j—1)>:)\®'v.

Persamaan yang terakhir diperoleh dari

z(p) = 2*"" @ z(q),
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yang berakibat bahwa
A @z(p) = 22" ®a(g).

0

Dari hasil Teorema (2.3.1), Algoritma Power berikut dapat digunakan untuk menen-
tukan nilai karakteristik sekaligus vektor karakteristik dari suatu matriks persegi A.

Algoritma 2.3.3 ([8])
1. Mulai dari sebarang vektor awal (0) # €.

2. Iterasi persamaan (2.13) sampai ada bilangan bulat p > ¢ > 0 dan bilangan real ¢
sehingga suatu perilaku periodik terjadi, yaitu (p) = ¢ ® (q).
3. Hitung nilai-karakteristik A\ = _c
pP—q
. .. P4 (p—q—1) .
4. Hitung vektor-karakteristik v = €@ <)\® Rx(q+i— 1))
i=1

Contoh berikut menunjukkan bahwa Algoritma Power 2.3.1 gagal menentukan vektor eigen
dari suatu matriks persegi, sedangkan Algoritma Power 2.3.2 dan Algoritma Power 2.3.3
berhasil menentukan vektor eigen matriks tersebut.

Contoh 2.3.2 Misalkan dalam sistem (2.13) matriks A adalah

dan vektor keadaan awal z(0) =

QI R O)
M DN M W
_— N = M
M M M =
M o o O

[terasi Persamaan (2.13) didapat

z(0) z(1) 2(2) z(3) =z(4) =5®x(2)
A T
0 € 5 D 10 5
€ 2 2 7 7 2
el (1] 4] 6] [o] =% |4
€ € 2 D 7 2

Dengan demikian dalam tiga Algoritma Power didapat p = 4,q = 2 dan ¢ = 5. Jadi

sebagai nilai-eigen adalah \ = p%q = % = 2%. Vektor v dari Algoritma 2.3.1 diberikan oleh

Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, Copyright: (©2015 Subiono



Beberapa Algoritma Power.. 43

Selanjutnya diselidiki apakah A ®@ v = A ® v.

e 3 e 1 5 71 71 5
12 e 1 € a0 |7 T o1 (4]
Agv= 1, 5 [®|Z2|=]~ #7% =250 | 2l = 0.
e €1 ¢ 3% 6 6 3%

Jadi vektor v yang dihasilkan oleh Algoritma 2.3.1 bukan suatu vektor-eigen dari ma-
triks A untuk nilai-eigen \ = 2%.

Sekarang vektor v dihitung menggunakan Algoritma 2.3.2, hal ini menghasilkan vektor

Dalam Persamaan (2.13) lakukan iterasi ulang dengan vektor awal z(0) = ¥ sampai ada
beberapa bilangan bulat » > 0 yang memenuhi z(r + 1) = A ® z(r), didapat

z(0) z(1) =z(2) z(3) =25 @x(2)
+ + +
5 731 [10] [123 10
43 7 91 12 91
2 2 — 9l 2
el ler| |9 || T=%2%g
31 £ 71 10 71

Terlihat bahwa r = 2 dan z(2) adalah vektor-eigen dari A untuk nilai-eigen A = 2%.
Selanjutnya dari hasil iterasi awal yang telah dilakukan dalam Persamaan (2.13) digunakan
Algoritma 2.3.3 didapat vektor v yang diberikan oleh

7% 5 7%
v=0ez2)oz@) =|3|® -
65 6 63
4% > 5
Dapat diselidiki bahwa v adalah vektor eigen dari A untuk nilai-eigen A\ = 2% sebagai
berikut:
e 3 e 1 71 10 71
12 e 1 ¢ 7 1935 L1 T
eele 5 71 5
O
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Contoh-contoh berikut untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks
persegi digunakan Algoritma Power 2.3.3

Contoh 2.3.3 Diberikan matriks tereduksi

| A A
= ]

dengan A;; =2, A1 =2 ¢] dan

1 4 €
=y ] e [2]

Jelas bahwa matriks A;; dan As, matriks taktereduksi. Dengan demikian matriks A

diberikan oleh

2 2 ¢
A=|e 1 4
e 2 2
Untuk keadaan awal
0
z(0)=10 |,
0
didapat evolusi keadaan
0 2 6 8 12
01,{41,]{61,]10],12],
0 2 6 8 12

Terlihat bahwa 2(2) = 6®z(0), dalam hal ini ¢ = 0, p = 2 dan ¢ = 6. Jadi nilai karakteristik
dari matriks A diberikan oleh
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dan vektor karakteristiknya adalah

2—0
v = Pr" w0 +i-1)
=1

2
= @3 s -
i=1

0 2
= 3 e|loNeE* e | 4])
0 2
[ 3] 2
= 3@ | 4
| 3 2
e
= 4
- 3 —
Cek hasil yang didapat
2 2 ¢ 3 6 3
el 4|4 =|7]|]=3x]|14
e 2 2 3 6 3
O
Contoh 2.3.4 Diberikan matriks
5 ¢ 5 0 0 5 11
A=|¢e¢ 6 3|, untukz(0)=| 0 | didapat | O | ,| 6 |, | 12 |,...
6 6 3 0 0 6 12
Terlihat ¢ = 1 dan p = 2, sebab
11 5)
. 6
z(2)=6®2x(1), yaitu | 12 | =6® | 6 | dan A= —— = 6.
2—-1
12 6
Sesuai langkah 4 dalam Algorithma 2.3.3 didapat vektor-karakteristik v = z(1). 0
Misalkan C(A) adalah himpunan semua sirkuit elementer dari graf G(A) dan
A = max [Pl (2.19)
pec(4) |ply

Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, Copyright: (©2015 Subiono



46 Teori Spektral..

menyatakan bobot maksimum dari sirkuit rata-rata. Perhatikan lagi matriks A' yang
didefinisikan oleh persamaan (2.2), biasanya A" adalah divergen, untuk kasus ini adalah
memungkinkan untuk mempertimbangkan perilaku asimtotik dengan menggunakan ma-
triks AY. Bila A sebagi mana diberikan dalam (2.19), maka matriks A, didefinisikan

sebagai

A, ¥\ @A (2.20)

Dalam hal ini matriks A, merujuk sebagai matriks ternormalkan. Disini jelas bahwa
bobot maksimu sirkuit rata-rata dari G(A,) adalah nol. Sehingga berdasarkan Teorema 2.3
didapat

A=Ay =A 04 a.. e AY. (2.21)
i=1
Selanjutnya graf lintasan kritis dari matriks A dinotasikan oleh G°(A). Dalam hal ini graf
G°(A) tepat sama dengan graf G¢(A,) kecuali untuk bobotnya, sehingga untuk semua titik
n di graf G°(A,), didapat
[AX]ny =0 (2.22)

sebab setiap titik di graf kritikal termuat didalam suatu sirkuit dan setiap sirkuit dari graf
kritikal mempunyai bobot sama dengan nol. Selanjutnya didefinisikan

A EEoAl =PAY. (2.23)

i>0

Sehingga didapat
AT =A\ 2 (E® Al) = A, ® 45 (2.24)

Misalkan [Ble ; kolom ke-k dari matriks B, sehingga dari Persamaan (2.23) didapat
(Ao =[E® A:\F]O,n' (2.25)
Dari Persamaan (2.25), elemen ke-i dari vektor [A}],, memenuhi

. 1 _ [ e®[Alliy untuki#n,
[A)\]z,n = [E ©® AA]W? - { 0® [A:\’—]Zﬂ? untuk 7 = n.

Dari Persamaan (2.22) dan untuk 1 adalah titik di G¢(A), didapat
[AX]es = [A3]en-
Sehingga dengan menggunakan Persamaan (2.24) didapat
[Ax @ AYley = [AXen

Hal ini memberikan

Ax @ [Aey = Aoy
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atau ekivalen dengan
A [Aen =A@ [Aey:

Hal ini menunjukkan bahwa nilai-karakteristik dari matriks A adalah A dan kolom ke-n
dari matriks A}, merupakan vektor karakteristik dari A untuk semua titik n di graf G°(A).
Hal ini diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 2.3.2 Jika graf komunikasi G(A) dari matriks A € RZ*™ memiliki sirkuit rata-
rata maksimum berhingga X, maka skalar \ adalah suatu nilai eigen dari A, dan kolom
[Ale,, adalah suatu vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan A, untuk setiap titik

n e N¢(A).

Bukti Diberikan \ sesuai Persamaan (2.19) dengan nilai berhingga, dan matriks ternor-
malkan A, dengan elemen-elemen yang didefinisikan sebagai berikut:

[A/\]i,j déf ai,j — )\

Hal ini berakibat sirkuit rata-rata maksimum dari G(A,) sama dengan 0, yang memung-
kinkan berbeda dengan sirkuit rata-rata maksimum dari G(A). Meskipun demikian, sirkuit
kritis dari G(A,) tetap sama dengan sirkuit kritis dari G(A). Berikutnya, dengan mencer-
mati kembali Teorema 3.3.2 dapat didefinisikan

AL = PAay.
k=1
Sehingga untuk setiap n € N¢(A),
[AXTny = 0. (2.26)
Jika didefinisikan
ALY Eg AT,
maka kolom ke-n dari matriks A} adalah
(A3l = [E & AS].q, (2.27)
dengan

e® [Af];, untuk i=m,

*] +1.
[Ain = [E® AYliy = { e®[Af];, untuk i#n.

Persamaan (2.26) dan (2.27) menyebabkan untuk setiap n € N¢(A),

[Aj\r]w = [Af\]n (2'28>
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Selanjutnya, melalui uraian berikut didapatkan

AT = Ao AT
= (A\QFE)® (A\® A))
= AAQE® Air)
= A\ ® A,

Sehingga Persamaan (2.28) dapat ditulis kembali menjadi

(AN @Al = [Aily
AR, = [Ala
ANRA® (A, = [Al. (2.29)

Karena A berhingga, maka kedua ruas Persamaan (2.29) dapat dioperasikan ® dengan A
sehingga didapatkan

AR (FA)@AR[A], = A@[A],
Ay = A@[A],

Jadi, diperoleh A adalah nilai eigen dari matriks A dan [A}] , untuk setiap n € N¢(A)
adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen . 0

Teorema 2.3.2 berlaku untuk graf komunikasi G(A) dari matriks A € R?*" strongly
conneted atau tidak strongly conneted asalkan graf G(A) mempunyai sirkuit rata-rata
maksimum berhingga yaitu A. Tetapi dari Teorema 2.1.4 dijamin bahwa nilai A ada (exist)
bila matriks A tak-tereduksi atau ekivalen dengan graf G(A) adalah strongly connected.
Dalam hal nilai lambda diberikan oleh

t A®’f i
A= @ l , dengan tr(A) :@am.
i=1

Dari apa yang telah dibahas didapat suatu kesimpulan berikut.

Kesimpulan 2.3.1 Jika graf komunikasi G(A) dari matriks A € RI*™ adalah strongly
connected, maka ada skalar X yang merupakan suatu nilai eigen dari A, dan kolom [A3}] .,
adalah suatu vektor eigen dari A yang bersesuaian dengan \, untuk setiap titik n € N¢(A).

Bukti Dari Teorema 2.1.4 didapat

t A®k n
A= @ l , dengan tr(A) :@am.

i=1

Selanjutnya bukti dapat dilakukan mengikuti hasil Teorema 2.3.2.
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1
(C > O}
1 2
2

Gambar 2.6: Graf G(A)

Contoh-contoh berikut memberikan gambaran yang kongkrit dari teorema dan kesim-
pulan yang yang baru saja dibahas.

Contoh 2.3.5 Diberikan graf strongly connected G(A) pada Gambar 2.6. Matriks tak-

tereduksi A = B ;] representasi dari graf G(A) jelas memiliki nilai eigen tunggal yang

dapat dihitung melalui formula berikut:

AA) =

|

W Wl w
D b =
@Lolo

Berdasarkan perhitungan tersebut didapatkan graf kritis dari G(A) diberikan oleh Gam-

bar 2.7.
3( i 1 ’3
2

1

Gambar 2.7: Graf G¢(A)

Berikutnya, dihitung vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A(A) = 3. Pertama,
dilakukan perhitungan A, sebagai berikut:

Ay = -A®A

- ofp |
=[5 7]
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Selanjutnya, dihitung matriks A7

A = DAY

Terakhir, dihitung matriks A} yaitu

A, = Ee Al

Berdasarkan graf kritis pada Gambar 2.7 diketahui bahwa baik titik 1 dan titik 2 merupakan
elemen dari N¢(A), sehingga kolom ke-1 dan kolom ke-2 dari matriks A} merupakan vektor
eigen dari matriks A yang bersesuaian dengan nilai eigen A(A) = 3, yaitu

w=aa =[]

dan
. )
w =il =[]

Hal ini bisa diselidiki sebagai berikut:

3 1] [0 ] 3 [0 ]

ARQu = 2 3 ® 1] = 2 =3® 1] =ANA) @y
dan i ) - - -
3 1 —2 1 —2

A®U2—_2 3_®_0-—_3_—3®-0-—)\(A)®’U2

Perhatikan bahwa vektor eigen v; bukan merupakan kombinasi linier dari vektor eigen
v yaitu vy # a®ws, Va € R begitu juga sebaliknya. Sebab bila v; = a ®wvy untuk beberapa

a € R didapat
0 ® -2
-1 =% o

atau eqivalen dengan 0 = a — 2 dan —1 = «@. Hal ini suatu yang tidak mungkin sebab dari

satu sisi a = 2 di sisi yang lain a = —1, yaitu tidak akan pernah 2 sama dengan —1. 0

Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, Copyright: (©2015 Subiono



Beberapa Algoritma Power.. 51

Contoh berikut, mempertegas bahwa vektor eigen dari suatu matriks persegi tak-tereduksi
adalah tidak tunggal.

Contoh 2.3.6 ) i
1 0] _Jo 1 0

aso=y e lo| =] =1e s
10®_10®—1_'0_1®'—1

019" o 1/%[o| 1] " ¥o|

Terlihat bahwa dua vektor v dan v; adalah vektor karakteristik dari A untuk nilai eigen
A(A) = 1. Vektor v bukan merupakan kombinasi linier dari vektor v, dan sebaliknya, sebab

dan

[8} —a® [ _01} untuk beberapa a € R

maka didapat 0 = a — 1 yaitu @ = 1 dan 0 = a suatu hal yang tidak mungkin. Perhatikan

juga, vektor
o — 0
27 -1

adalah vektor eigen untuk nilai eigen A(A) = 1, sebab

Pada Contoh 2.3.5 dan 2.3.6 dua vektor eigen yang telah diperoleh yang satu tidak
bisa diperoleh dari yang lainnya dengan mengalikan skalar begitu sebaliknya (kedua vektor
eigen tidak sebanding). Contoh berikut berbeda dengan dua contoh yang baru saja dibahas
mengenai dua vektor eigen dari suatu matriks tak-terduksi yaitu sebanding

3
O dll» O
1 2
5

Gambar 2.8: Graf G(B)

Contoh 2.3.7 Diberikan graf strongly connected G(B) oleh Gambar 2.8. Seperti contoh-
contoh sebelumnya, nilai eigen dari matriks matriks representasi graf G(B), yaitu B dapat
dicari dengan menghitung sirkuit rata-rata maksimumnya. Dengan kata lain, nilai eigen
dari matriks B € R?%2 dapat dihitung melalui formula berikut:

max

)\(B) :@tr(i® )’
k=1
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sehingga untuk B = {g g } diperoleh
2 K
tr(B®
AB) = @B
k
k=1
_ tr(B) tr(B®")
1 2
N
12
= 4.

Gambar 2.9: Graf G¢(B)

Matriks B representasi dari graf G(B) memiliki vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai
eigen A\ berupa vektor kolom [Bj] , untuk setiap titik n € N°(B). Karena kedua titik
dari graf G(B) merupakan elemen E¢(B), maka dapat ditemukan dua vektor eigen melalui
langkah berikut:

Pertama, dilakukan perhitungan B) yaitu

By, = -\®B

3 3
Tl

B -1 -1
N 1 =2
Selanjutnya, dihitung matriks By sebagai berikut
2
B - ay
k=1
B -1 -1 & 0 -2
- 1 =2 0 O
10 —1
- 1 0 |
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Terakhir, dihitung matriks B} yaitu
By = E®Bf
10 ¢ & 0 -1
e 0 1 0
|0 —1
N 1 0 |
Telah disebutkan bahwa kedua titik dari graf G(B), yaitu titik 1 dan titik 2 merupakan

elemen dari N¢(B). Sehingga kolom ke-1 dan kolom ke-2 dari matriks B adalah vektor-
vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A(B). Jadi didapatkan vektor eigen dari

O} dan

matriks B yang bersesuaian dengan nilai eigen \(B) = 4 adalah vy = [B}Je1 = [ 1

vg = [Bilen = [ _01 ] Perhatikan bahwa vektor v; merupakan kombinasi linier dari vs,

sebab
0 —1
01:[1}:1®[0}:1®02

0

Berdasarkan Contoh 2.3.7 dapat ditunjukkan bahwa vektor eigen dari matriks tak-
tereduksi tidak tunggal. Ketidaktunggalan tersebut karena beberapa vektor eigen didapat
dari kombinasi linier dari suatu vektor eigen yang lainnya. Hal ini dapat dinyatakan dalam
teorema berikut.

Teorema 2.3.3 Untuk setiap matriks tak-tereduksi A € RI*™ memiliki vektor eigen tidak
tunggal, yaitu jikav € R? adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen X\, maka
a ®v juga merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A untuk sebarang
a e R.

Bukti Diberikan A\ sebagai nilai eigen dari matriks tak-tereduksi A dan v € R? adalah
vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A\ sedemikian hingga

ARu=AQuv. (2.30)
Kalikan sebarang skalar oo € R pada kedua ruas Persamaan (2.30) diperoleh
AaRARY = a®@AQ. (2.31)
Karena o € R adalah skalar, maka Persamaan (2.31) menjadi

ARa®y = AQa®v
AR (a®v) = A®(a®).

Diperoleh a®v € R? juga merupakan vektor eigen dari matriks A yang bersesuaian dengan
nilai eigen \. Jadi vektor eigen dari matriks tak-tereduksi tidak tunggal. 0
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Berikutnya, ditunjukkan pula bahwa untuk setiap vektor eigen dari matriks tak-
tereduksi hanya memiliki elemen-elemen dengan nilai berhingga.

Teorema 2.3.4 Untuk setiap matriks tak-tereduksi A € RI*™ hanya memiliki vektor-
vektor eigen dengan elemen berhingga.

Bukti Misal diberikan nilai eigen dari matriks tak-tereduksi A sama dengan A. Menurut
alur pembuktian Teorema 2.3.2 untuk mendapatkan vektor eigen dari matriks A terlebih

dahulu dihitung matriks A e A, yang menunjukkan setiap bobot arc dalam graf
G(A) dikurangi dengan M. Selanjutnya, dilakukan perhitungan matriks A} = o EBA®k

Karena matriks tak-tereduksi A adalah representasi dari graf strongly connected g( ),

maka setiap titik pada G(A) saling terhubung. Hal tersebut berakibat untuk setiap entri

matriks A semuanya tidak sama dengan e. Sehingga untuk setiap entri matriks A3} o

E® A7 juga semuanya tidak sama dengan . Karena [A}] , untuk setiap n € N¢(A) adalah
Vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A, maka jelas matriks tak-tereduksi A
hanya memiliki vektor-vektor eigen dengan elemen berhingga. 0

Menghitung nilai-karakteristik, vektor karakteristik dan A} dalam Scilab sebagai
berikut:

-->A=[5 -%inf 5;-%inf 6 3;6 6 3]

A =
5. - Inf 5.
- Inf 6. 3.
6. 6. 3.
-->[1,v,d]=maxplusmaxalgol (A) // menghitung nilai-karakteristik dan
d = // vektor karakteristik
1.// nilai dari d=p-q
v =
5.
6.
6. // v adalah vektor-karakteristik
1 =

6. // nilai ¢ dalam algorithma yang merupakan nilai-karakteristik.
// menghitung maksimum rata-rata sikel (lambda)
-->[mecm] = maxplusmcm(A)
mcm =
6. // lambda (nilai-karakteristik A)
// menentukan lintasan kritis
-->[1,d,x] = maxplusccir(A)
X
. // lintasan kritis

s

d
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1. // panjang lintasan kritis

1
6. // lambda
-->[ap,lam] = maxplusaplus(A)
lam =
6.
ap =
-1. -1. -1.
- 3. 0. - 3.
0. 0. -1.

// ap adalah matriks A lambda plus, lam adalah lambda.
// lintasan kritis dari G(A) adalah 2 ke 2, jadi
// kolom ke-2 dari matriks ap adalah vektor-karakteristik dari A
-->isequal (maxplusotimes(A,ap(:,2)) ,maxplusotimes(lam,ap(:,2)))
ans =

T

Intepretasi dari nilai-karakteristik dan vektor-karakteristik dalam Contoh 2.1.1 adalah
sebagai berikut: Misalkan ada tiga aktifitas yang beroperasi secara periodik. Diasumsikan
bahwa aktifitas ini beroperasi tidak secara bebas dan output dari satu aktifitas menjadi
input aktifitas tertentu lainnya. Satu aktifitas hanya bisa dimulai bila beberapa aktifitas
tertentu lainnya sudah menyelesaikan pekerjaannya dan mengirimkan hasilnya ke aktifitas
yang ditentukan. Jadi satu aktifitas tertentu hanya bisa memulai kegiatannya pada saat
yang ke-(k + 1) bila beberapa aktifitas yang lainnya telah menyelesaikan kegiatannya pada
saat yang ke-k dan mengirimkan hasilnya keaktifitas tsb. Elemen a;; dari matriks A me-
nunjukkan waktu tunggu dari aktifitas ¢ untuk memulai kegiatannya saat yang ke-(k + 1)
setelah aktifitas 7 menyelesaikan kegiatannya dan mengirimkan hasilnya ke aktifitas ¢ pada
saat yang ke-k. Bila elemen a;; = €, maka hal ini menunjukkan bahwa aktifitas ¢ tidak
bergantung pada aktifitas j.

Selanjutnya evolusi sistem dalam Contoh 2.1.1 diberikan oleh persamaan

z(k+1)=A®zk), k=0,1,2,... . (2.32)

Bila dipilih 2(0) adalah vektor-karakteristik dari matriks A, maka sistem (2.32) akan berop-
erasi secara periodik dengan periode sebesar nilai-karakteristik A = 6. Hal ini sesuai dengan
bentuk persamaan berikut :

(k+1

zk+1)=Azk) =2"" 0z(0), k=0,1,2,... . (2.33)
Sehingga didapat barisan aktifitas z (k) :
0 6 12 18
vl 7L,
1 7 13 19

z(0), z(1), =z(2), =z3),
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Evolusi dari Persamaan 2.33 dapat dilakukan dalam Scilab sebagi berikut:

-->A=[5 -%inf 5;-%inf 6 3;6 6 3]

A =
5. -Inf 5.
-Inf 6. 3.
6. 6. 3.
-->x0=[0;1;1]
x0 =
0.
1.
1.
-->X = maxplussys(A,x0,3)
X =
0. 6. 12. 18.
1. 7. 13. 19.
1. 7. 13. 19.

// untuk menentukan vektor waktu sikel sebagai berikut
-->vec=maxplusctv(A)
vec =
6.
6.
6.
// Terlihat semua komponen vektor waktu sikel
// bernilai sama yaitu 6 yang menunjukkan
// nilai karakteristik dari matriks A.

Sebelum mengakhiri subbagian ini diberikan suatu contoh dari matriks A yang tereduksi
dan dikaji perilaku semua nilai eigen yang mungkin dan vektor eigennya.

Sy D
—
A
Si 9
& O
1 3

Gambar 2.10: Graf G(A) dari Contoh 2.3.8

Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, Copyright: (©2015 Subiono



Beberapa Algoritma Power.. 57

Contoh 2.3.8 Diberikan matriks

A:

mn M =
=W N
ot M

Hitung nilai-eigen \ dari matriks A dan vektor-eigen v dari A untuk nilai-eigen \.
Jawab Maximum cycle mean dari A adalah
1 1 10 1
A(A) = max {tr(A), 5 tr <A®2> '3 tr <A®3>} = max {5, 70, é)} = 5.

Untuk menentukan vektor v adalah vektor eigen dari A untuk nilai eigen A = 5 diperlukan
matriks

0 -3 ¢
Ai=FE® Al =] 0 ¢
e —1 0

Dari Gambar 2.3.8 terlihat bahwa lintasan kritis dari graf G(A) adalah 3 ke 3, maka kolom
ke-3 dari matriks A} = v adalah suatu vektor eigen dari A untuk nilai eigen A = 5. Hal
ini bisa diselidiki sebagai berikut

1 2 ¢
ARQu = |[e 3 | ® =AQu.
e 4 5

oo o
Il
ot o
Il
ot
X
™

Dari Gambar 2.3.8, terlihat selain lintasan kritis ada dua sikel. Sikel dari 1 ke 1 dengan
rata-rata cycle Ay = 1 didapat v; adalah kolom ke-1 dari A}. Vektor v; adalah vektor eigen
untuk A\; = 1. Hal ini bisa diselidiki sebagai berikut

1 2 ¢ 0 1
ARm = |e 3 | R le|l = el =1® [e| =\ Q.
e 4 5 € € €

Untuk sikel yang lainnya yaitu dari 2 ke 2 rata-rata cyclenya adalah Ay = 3 dan bukan
suatu nilai eigen dari matriks A. Sebab bila merupakan nilai eigen dari matriks A, maka
ada vektor v # € yang memenuhi A ® va = Ay ® vo. Misalkan hal ini benar didapat

ARuy = M ®ve

1 2 ¢ al a
e 3 e|l®|bl = 3®|b
e 4 5 ¢ c|
(1®a)® (2®0b)] 3®al

3®0b = |13®Db
(4®b)€9(5®c)_ 3®c)
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atau 1+ < 3+w2+b < 3+a,3+k = 3+ K didapat b — a < 1 sebarang dan
44+b<3+c¢5+¥ < 3+¥% Dari dua pertaksamaan terakhir didapat b — ¢ < —1 dan
5 < 3 suatu hal yang tidak mungkin. Jadi tidak benar bahwa Ay = 3 adalah suatu nilai
eigen dari matriks A. Dengan begitu A hanya mempunyai nilai eigen A = 5 dengan vektor
eigen v dan nilai eigen A; = 1 dengan vektor eigen v;. Bila diperhatikan graf G(A) yang
disajikan dalam Gambar 2.3.8, graf G(A) dipartisi menjadi dua bagian graf dalam .S; dan
Sy. Graf dalam S adalah G(A;;), dimana

1 2
A= [5 3]

dan graf dalam S, adalah G(Aj,) dimana Ass = [5]. Graf G(A;;) dan graf G(Ass)
dihubungkan oleh garis dari titik 2 ke 3 dengan bobot a3 2 = 4. Suatu pertanyaan mendasar
adalah bagaimana bila nilai ajz o digantikan pada as 3, a3, dan a; 3 apakah ada perbedaan
yang mendasar mengenai nilai eigen dan vektor eigen yang terkait? Untuk menjawab hal
ini misalkan as = 4 digantikan pada ag 3 dan nilai a3, = €, didapat matriks

1
B=|¢
€

M W N
Ot = ™M

Graf G(B) secara prinsip dengan graf G(A) hampir sama hanya garis yang menghubungkan
graf dalam S; dan S, yang arahnya berlawanan. Maksimum nilai rata-rata sikel dari graf
G(B) sama dengan maksimum nilai rata-rata sikel dari graf G(A). Jadi \(B) = A(4) = 5.
Begitu juga dua nilai rata-rata sikel yang lain dari graf G(B) adalah A\; = 1 dan Ay = 3.
Didapat matriks

0 -3 —4
Bi=le 0 -1
e € 0

Dengan cara seperti yang dilakukan sebelumnya dapat diselidiki bahwa vektor u; = [B3]e 1
adalah vektor eigen dari B untuk nilai eigen \; = 1 dan vektor u = [B}]. 3 adalah vektor
eigen dari B untuk nilai eigen A\(B) = 5. Sedangkan untuk Ay = 3 bukan nilai eigen dari B.
Sebab bila merupakan nilai eigen dari matriks B, maka ada vektor ug # € yang memenuhi
B ®us = \y ® ug. Misalkan hal ini benar didapat

B®Ruy = M ®ug

1 2 ¢ al a
e 3 4| ®|b] = 3®|b
€ € b ¢ ¢
(1®a)®(2®0b)] 3®al
Bebd(d®c)| = |30b
5® c) | 3®c]

atau 1 + <3 +m2+b<3+a,3+k=3+k4+c<3+bdidapat a € R sebarang dan
54+ ¥ < 3+ ¥. Dari pertaksamaan terakhir didapat 5 < 3 suatu hal yang tidak mungkin.
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Jadi tidak benar bahwa A\ = 3 adalah suatu nilai eigen dari matriks B. Dengan begitu B
hanya mempunyai nilai eigen A\(B) = 5 dengan vektor eigen u dan nilai eigen A\; = 1 dengan
vektor eigen u;. Hasil pembahasan matriks A dan B, menunjukkan bahwa memberikan
perilaku yang sama.

Berikutnya bila nilai a3 = 4 digantikan pada a; 3 dan as s = ¢, maka didapat matriks

1
C=|e
€

M W N
[ SO BTN

Graf G(C') mempunyai tiga sikel dengan bobot rata-rata sikel adalah A\; = 1, Ay = 3 dan
maksimum bobot rata-rata sikel \(C') = 5. Untuk menyelidiki apakah ketiga nilai bobot
rata-rata sikel tersebut adalah nilai eigen dari matriks C', diperlukan matriks berikut

0 -3 -1
Ci=1¢ 0 ¢
E € 0

Jelas bahwa vektor wy = [C}]e 1 adalah vektor eigen untuk nilai eigen A\; = 1 dari matriks
C. Sedangkan vektor ws = [C}]. 5 diselidiki sebagai berikut

1 2 4 —1 4 —1
CRuws=|c 3 e|®@|ec|=|le|=56®|¢c | =AC)®ws.
€ € 9O 0 ) 0

Terlihat bahwa A\(C') = 5 adalah suatu nilai eigen dari C' dengan vektor eigen ws. Lalu
bagaimana dengan A\, = 3 apakah merupakan nilai eigen dari matriks C'? Nilai Ay = 3
adalah nilai eigen dari C, sebab

1 2 4 —1 2 -1
CRwyg=|c 3 el |0 =13]=3® |0 =>NQws.
€ € 5 € € €

Dari kajian matriks C' menunjukkan bahwa semua bobot rata-rata sikel dari graf G(C')
yaitu Ay = 1,y = 3 dan A(C') = 5 adalah nilai eigen dari matriks C' masing-masing
dengan vektor eigen w;,wy dan ws.

Pembahasan terakhir adalah nilai a3, digantikan pada nilai as; dan nilai azo = ¢
didapat matriks

D=

= e o
M W M
ot M

Graf G(D) hampir sama dengan graf G(A) hanya garis dari 2 ke 3 diganti garis dari 1
ke 3. Maksimum nilai rata-rata sikel dari graf G(D) sama dengan maksimum nilai rata-
rata sikel dari graf G(D). Jadi A\(D) = A(A) = 5. Begitu juga dua nilai rata-rata sikel
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yang lain dari graf G(D) adalah A\; = 1 dan Ay = 3. Jelas bahwa A(D) = 5 adalah nilai
eigen dari matriks D dengan vektor eigen [¢ ¢ 0]'. Lalu bagaimana dengan \; = 1 dan
A2 = 3, apakah nilai eigen dari matriks D? Jawabannya, \; = 1 dan Ay = 3 bukan nilai
eigen darimatriks D. Hal ini bisa ditunjukkan dengan cara yang sama sebagaimana telah
dilakukan pada matriks A dan B. Penyelidikan yang lainnya untuk matriks yang grafnya
mempunyai bobot rata-rata sikel sama dengan bobot bobot rata-rata sikeldari graf G(A)
adalah matriks A traspose. Hal ini bisa dilakukan sebagaimana telah dilakukan untuk
matriks A. 0

Pembahasan dan diskusi yang diberikan dalam Contoh 2.3.8 menarik untuk dikaji lebih
mendalam. Yaitu kajian mengenai berapa banyak nilai eigen yang mungkin dari suatu
matriks persegi A dimana graf G(A) mempunyai sejumlah berhingga sirkuit.

2.4 Penyelesaian Persamaan Linear

Kekurangan dari aljabar max-plus adalah tidak adanya invers additive, hal ini menyulitkan
untuk menyelesaikan sistem persamaan linear seperti A ® £ = b. Sebagaimana dalam
aljabar biasa penyelesaian persamaan A ® x = b tidak selalu ada, bila ada hal ini belum
tentu tunggal. Pada bagian ini juga akan dibahas bentuk yang lainnya dari persamaan
linear.

2.4.1 Sub-Penyelesaian Terbesar

Sebagai motifasi, diberikan persamaan dimensi satu
a+x=>b, (2.34)

dengan a, b adalah bilangan real taknegatif. Jelas bahwa bila a > b, maka Persamaan (2.34)
tidak mempunyai penyelesaian. Sebaliknya bila a < b, maka Persamaan (2.34) mempunyai
penyelesaian x = b — a. Begitu juga untuk persamaan berikut

a®x=Db, (2.35)

dengan a,b € R . Jelas bahwa bila a > b, maka Persamaan (2.35) tidak mempunyai
penyelesaian. Sebaliknya bila @ < b, maka Persamaan (2.35) mempunyai penyelesaian
x = b. Perhatikan bahwa Persamaan (2.34) dapat ditulis dalam bentuk a ® = = b.

Selanjutnya dibahas a diganti oleh matriks A. Pertama, kasus untuk matriks A tidak
harus matriks persegi. Untuk matriks A ini, selalu didapat apa yang dikenal dengan sub-
penyelesaian terbesar dari A ® & = b. Sub-penyelesaian terbesar adalah vektor terbesar x
yang memenuhi A ® £ < b. Penyelesaian ini dinotasikan oleh z*(A,b). Sub-penyelesaian
terbesar tidak harus merupakan suatu penyelesaian dari A ® x = b.

[3i)e-[2)
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Persamaan A ®x = b tidak punya penyelesaian, sebab bila punya penyelesaian berarti ada

| : 1 e p| _ |1 : _ _
x—[q]sehlngga[?) 4}®{q]—{2}.D1dapatp-0danmax{3,4—|—q}—2,

terlihat bahwa tidak akan ada ¢ € R, sehingga max{3,4 + ¢} = 2. Jadi A ® x = b tidak
punya penyelesaian. Dilain pihak secara umum, pertaksamaan A ® £ < b selalu punya
penylesaian. Hal ini bisa ditunjukkan bahwa untuk = = € didapat A®z =€ < b. Contoh-
contoh diatas menjelaskan bahwa A ® £ = b belum tentu punya penyelesaian, dilain pihak
A ® x < b selalu punya penyelesaian, bahkan penyelesaian terbesar x yang memenuhi
A ® x < b diberikan oleh teorema berikut.

Teorema 2.4.1 Misalkan A € R"*™ adalah suatu matriks yang setiap kolomnya memuat

setidaknya satu elemen tidak sama dengan € dan b € R, maka

[x*(A,b)]] = mm{bl — Q4 |Z cm, dan Q5 5 > 6}.

Bukti
Perhatikan bahwa A ® & < b adalah ekivalen dengan masing-masing berikut:

1. untuk semua ¢ dan j, a;; +z; < b;
2. untuk semua i dan j, z; < b; —q;; atau a; ; = ¢
3. untuk semua j, z; < min{b, — a;; |7 € m dan a;; > ¢}.

Hal ini menjelaskan bahwa x adalah suatu penyelesaian dari A ®2 < b bila dan hanya bila
untuk semua j, z; < min{b; —a;;|¢ € m dan a;; > ¢}. Oleh karena itu, [x*(A4,d)]; =
min{b; — a; ;|7 € m dan a;; > £} adalah penyelesaian maksimum dari A ®@ z <b.

Teorema 2.4.1 menjelaskan penyelesaian dari A ® x < b, sedangkan penyelesaian dari
A ® x = b bila ada diberikan oleh sifat berikut.

Lemma 2.4.1 Bila suatu penyelesaian dari AQx = b ada, maka sub-penyelesaian terbesar
adalah penyelesaiannya.

Bukti

Misalkan 2’ adalah suatu penyelesaian maksimum dari A ® x = b, maka £ memenuhi per-
taksamaan A ®x <b. Jadi haruslah &’ adalah sub-penyelesaian terbesar. Sebagaimanana
diketahui bahwa sub-penyelesaian 2*(A,b) adalah maksimum penyelesaian dari A @z < b.
Karena penyelesaian dari A ® £ = b ada, maka x*(A,b) adalah penyelesaiannya. Hal ini
menunjukkan bahwa sub-penyelesaian terbesar adalah suatu penyelesaian.
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Perhatikan bahwa, untuk semua j € n, z; < min{b;—a; ;| € m} dapat diganti oleh: untuk
semua j € n, r; < —max{—b; + a;;|i € m} atau untuk semua j € n, —z; > max{—b; +
aij|i € m}. Atau secara matriks dalam aljabar max-plus adalah —z" > —b" ® A.

Contoh-contoh berikut menjelaskan hal-hal yang berkaitan dengan Teorema 2.4.1 dan
Lemma 2.4.1.

20

Contoh 2.4.1 Misalkan A = [ | 3

} b= [ Z ] . Dengan menggunakan Teorema 2.4.1,

penyelesaian terbesarnya adalah x = [ . Penyelesaian ini juga memenuhi A ® £ = b.

1
Hal ini bisa dicek sebagai berikut:

[ -5 —H@H g]z[—3 —1]=-z.

Jadi z = [?1)] Sehingga didapat A @ = [? g]®[3} = [i} =b.

Contoh 2.4.2 Misalkan A = l if Z ] b= [ 240 } . Dengan menggunakan Teorema 2.4.1,

penyelesaian terbesarnya adalah z = . Tetapi penyelesaian ini memenuhi A ® £ # b,

3
0
jadi A ® = b tidak punya penyelesaian. Hal ini bisa dicek sebagai berikut:
3 2 T
[ —20 —4}@[1 4}2[—3 0]=—='.

: 3 : : 3 2 3 6
Jadla:—{O].SehlnggadldapatA@):I:_{1 4]®{0}_{4}§{4}_b, 0

Teorema 2.4.1 telah diimplementasikan dalam toolbox aljabar max-plus, sehingga Con-
toh 2.4.1 dan Contoh 2.4.2 dapat dilakukan dalam Scilab 5.1.1 sebagai berikut:

// maxplus(A,x)=b punya penyelesaian

-—>A=[2 0; 1 3]
A =

2. 0.

1. 3.
-->b=[5;4]

b =

5.

4.
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-->x = maxpluslinsol(A,b)

x =

3.

1.

// Cek maxplusotimes(A,x)==Db
-->maxplusotimes(A,x)==b

ans =

T

T

// maxplus(A,x)=b tidak punya penyelesaian
-->A=[3 2; 1 4]

A =

3. 2.

1. 4.

-->b=[20;4]

b =

20.

4.

-->x = maxpluslinsol(A,b)

x =

3.

0.

// Cek maxplusotimes(A,x) <= Db
-->maxplusotimes(A,x)<=b

ans =

T

T

// Cek bahwa maxplusotimes(A,x) tidak sama dengan b
-->"isequal (maxplusotimes(A,x)-b,zeros(2,1))
ans =

T

2.4.2 Analisis Penyelesaian A@x = b

Pada pembahasan sebelumya telah dibahas tentang persamaan

ARz =0». (2.36)
Persamaan ini selalu mempunyai peyelesiaan suboptimal x yang memenuhi

Ax <b.

Pada bagian ini dibahas beberapa kemungkinan penyelesaian Persamaan (2.36) bila ada
yaitu bila mempunyai penyelesaian tunggal dan banyak penyelesaian. Disamping itu juga
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dibahas bila Persamaan (2.36) tidak mempunyai penyelesaian. Persamaan (2.36) ditulis
ulang dalam bentuk

a1 Q12 - Qi x1 by
g1 Q22 ~-~-° Q2p o) by
m,1 AGm2 - Onmn T, bm

)

atau

(11 @21) B (A12@%2) BB (a1, Vx,) = by
(a21 ®@x1) B (A22 @ X2) B -+ B (A2, ®Tp) = by

(am,l & 33'1) s> (am,Q ® .%'2) B---D (am,n & xn) = bm
atau ditulis dalam notasi baku, harus diselesaikan secara simultan sistem persamaan

max{(al,l -+ .Tl), (a/LQ —+ .%'2), R (al,n —+ .’L’n)} = b1
max{(am + 1), (a2,2 +9), -, (a'2,n +z,)} = by

maX{(am,l+$1)a(am,2+x2)>"'a(a'm,n'f_xn)} = bm

Kasus yang pertama dibahas ada suatu penyelesaian dan beberapa elemen dari b adalah
€. Tanpa menghilangkan keumumannya, persamaan dapat disusun ulang sehingga elemen-
elemen yang berhingga disusun dengan urutan yang pertamam didapat

_bl_
aii arz2 ... Q1n al
az1 Q22 ... Q2n T3 by,
. . . - g
am,1 Gm2 .. Qmn Ty
- g -

Tulis dalam bentuk baku, didapat
max {(a1,1 + 1), (a1,2 +x9),- -, (@10 + )} = b

max {(ax1 + 1), (g2 + z2), -+, (Ghn +Tn)} = by

max {(agr11 + 1), (@kr12 + T2), -+, (Qpp1n +20)} = €

maX{(a'm,l + $1), (am,Z + x2)7 T, (a'm,n + xn)} = £
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Lakukan penomeran ulang pada peubah untuk j sehingga

Ak+41,5y-++>0m,j =€
terjadi pertama, didapat

~ - i T T i b1 ]

Ay | A
_ _ T b,

© ... —oo | ® | = 1.
I+1 -
| As

—00 ... —oo |
- - |, | —00 |

dengan matriks A; berukuran k x [. Misalkan

bl I
b=|:| danz =
by, 2]
Catatan bahwa, A ® £ = b mempunyai penyelesaian, maka x;,; = -+ = x, = —oo0 dan

Ai®z =b Jadi, Aoz = b mempunyai penyelesaian bila dan hanya bila z adalah
penyelesaian dari A; ® £ = b dan penyelesaian dari A ® £ = b adalah

5]

Oleh karena itu, penyelesaian dari A ® x = b dengan beberapa elemen b takhingga dapat
direduksi kebentuk A; ® # = b dengan semua elemen dari b berhingga. Jadi pembahasan
persamaan A ® x = b dapat ditekankan pada semua elemen b berhinnga. Bila A®@x = b
mempunyai penyelesaian, maka

a;; + x; < b;, untuk semua ¢ € m dan j € n.
Pertaksamaan ini dapat diperlakukan secara terpisah unuk setiap j, didapat
a1 +x1 < by atau 1 < b — a;,

atau
x < min{(b1 —ar, (bz - @2,1), R (bm - amJ)}-

Jadi bila sistem mempunyai penyelesaian haruslah memenuhi

z < min{(b1 —ar, (bz - @2,1), R (bm - amJ)}-
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Dengan demikian penyelesaian z yang mungkin memenuhi

1 S min{(b1 — Q1,1, (b2 - a’2,1)a R (bm - am,l)}
ry < min{(by — a1, (bs — as2), ..., (b — am2)}
r, < min{(by —ain, (ba —ass), ..., (b — Gmn)}-

Jadi, calon penyelesaian dari A ® x = b yang dinotasikan dengan z adalah

Zf'l r1 = mln{(bl — al,l, (bg — ag’l), PN (bm — am71)}
_ j’z Ty = mln{(bl — GLQ, (bg — a272), Cey (bm — (lm72>}
T = , dengan

Tn T, = min{(by — a1, (ba —azn), .., (byy — Gmn)}

Selanjutnya didefinisikan matriks "discrepancy" (ketidaksesuaian) dinotasikan oleh D4y
dengan

bl — Q11 b1 —a12 e bl — Q1n

bg — Q21 b2 — a22 e bg — Q2.n
Dap = . . .

bm — Qm,1 bm —am2 .- bm — Um,n

Catatan bahwa, minimum dari setiap kolom D4 adalah elemen dari . Selanjutnya dide-
fenisikan matriks tereduksi ketaksesuaian R4 oleh

1, bila d; ; = minimum dari kolom ke j

Rap = [ri;] dengan r; ; = { 0, yang lainnya

Contoh 1

Selesaikan A ® x = b, bila

2 3 1 ; 6
0 4 6 ! 10
A= 3 1 9 ,x = |1o| danb = 5
96 3 3 11
Matriks
4 35 010
10 6 4 00 1
Das= |9 4 7| danBap=1, o ¢|:
2 5 8 100
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perhatikan bahwa setiap kolom matriks R4p hanya terdapat tepat satu elemen bernilai 1.
Hal ini mengisyaratkan A ® £ = b hanya mempunyai tepat satu penyelesaian  dengan
elemen-elemen adalah minimum dari setiap kolom matrik D4, yaitu

2
z= |3
4
Selanjutnya bisa dicek bahwa
01 6| [
ARz = 2 1 _9|® i
9 6 3
[ 6
|10
|5
11
= b

Matriks D4p dan Rap penting untuk menentukan perilaku penyelesaian dari A ® x = b.
Telah diketahui bahwa penyelesaian dari A ® £ = b bila ada yaitu x dengan elemen x;
diberikan oleh

wj = min{by, — ay;} = min{—ay ; + b} = By (—ax; S b)),

jadi dalam min plus aljabar & diberikan oleh

z=—-AT &b
Dengan demikian didapat
-2 0 -3 -9 160 2
z=|-3 -4 -1 6| & || =|3
-1 -6 2 -3 11 4
Contoh 2
Selesaikan A ® x = b, bila
2 3 1 . 8
04 6 ! 13
A= 3 1 —9 ,x = |zo| dan b= 5
96 3 = 10
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Matriks
6 5 7 00 1
139 7 00 1
Dap=19 4 5| danBap= 10 1 ]:
1 4 7 111

perhatikan bahwa setiap kolom matriks 243 hanya terdapat setidaknya satu elemen berni-
lai 1 sedangkan baris ke-2 dan ke-3 terdapat nilai 1 lebih dari satu. Hal ini mengisyaratkan
A ®2 = b hmempunyai lebih dari satu (takhingga) penyelesaian  dengan elemen adalah
minimum dari setiap kolom matrik D43, yaitu

1
= |4
7
Selanjutnya bisa dicek bahwa
01 s| [t
ARz = 3 1 _2|® 4;
9 6 3
8
|13
)
| 10
= b
Bisa diecek bahwa penyelesaian yang lain adalah
(&1
T = Cal
7
dengan ¢; <1 dan ¢y < 4.
Contoh 3
Selesaikan A ® & = b, bila
2 3 1 . 6
04 6 ! 12
A= 3 1 9 X ;g dan b = 5
9 6 3 K 9
Matriks
4 3 5 011
12 8 6 000
Dav=149 4 7| dnBas=14 o g
0 3 6 1 10
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perhatikan bahwa tidak semua kolom matriks 1?4 setidaknya memuat satu elemen bernilai
1, yaitu baris ke-2 semua elemennya bernilai 0 begitu juga baris ke-3 semua elemennya
bernilai 0. Hal ini mengisyaratkan A ® x = b tidak mempunyai penyelesaian, tetapi hanya
mempunyai subpenyelesaian obtimal & dengan elemen adalah minimum dari setiap kolom
matrik Dy, yaitu

0
z= |3
5
Selanjutnya bisa dicek bahwa
01 6| [
ARz = 3 1 _9|® ;)
9 6 3
6]
|
4
6]
12
< =
—9—

Perhatikan bahwa untuk suatu kolom j pada matriks D 44, elemen minimum dari kolom ini
adalah penyelesaian maksimum dari sistem pertaksamaan untuk z;. Dengan mengubah
sistem pertaksamaan ini menjadi persamaan, didapat persamaan pada setiap baris per-
taksamaan, dengan demikian haruslah ada setidaknya satu minimum di setiap baris D4,
yaitu ada setidaknya satu elemen sama dengan 1 disetiap baris matriks R4p agar supaya
ada penyelesaiaan. Pada Contoh 1 setiap kolom matriks R4 hanya terdapat tepat satu
elemen bernilai 1, hal ini mengisyaratkan persamaan A ® x = b mempunyai penyelesaian
tunggal. Berikut ini diberikan teorema mengenai beberapa hal yang telah dibahas.

Teorema 2.4.2 Diberikan persamaan ARQx = b dengan ukuran A adalah m xn, x beruku-
rann X 1 dan b berukuran m x 1 yang semua elemennya berhingga. Bila suatu baris dari
matriks Rap semua elemennya bernilai 0, maka A ® x = b tidak punya penyelesaian. Bila
setidaknya pada setiap baris matriks Rap memuat elemen bernilai 1, maka T adalah suatu
penyelesaian dart A @ x = b.

Bukti
Tanpa menghilangkan kegeneralitasan, misalkan baris ke-k dari matriks R4p semua ele-
mennya bernilai 0 dan andaikan bahwa & adalah suatu penyelesaian dari A ®x = b. Maka

z; < mlin{bl —ai;} < (by — ax)-
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Jadi Z; + ar; < b, untuk semua j. Dengan demikian T tidak memenuhi persamaan ke-
k. Hal ini bertentangan dengan & adalah suatu penyelesaian dari A ® = b. Jadi &
bukan penyelesaian dari A ® x = b atau persamaan A ® x = b tidak punya penyelesaian.
Berikutnya, andaikan Z bukan suatu penyelesaian dari A ® = b, maka z; < by — ay;
untuk semua k, 7. Jadi

mjax{am + .f'j} S bk

dan bila Z bukan penyelesaian dari A ® £ = b, maka ada suatu k£ dengan
max{ag ; + Z;} < by
j
hal ini ekivalen dengan

Zj < by — ayj, untuk semua j.

Karena
z; = min{b, — a;;}, untuk beberapa [,

maka tidak ada elemen di baris ke-£ pada matriks R4 yang bernilai 1. Hal ini bertentan-
gan bahwa setiap baris dari matriks R4 setidaknya memuat elemen yang bernilai 1. Jadi
haruslah Z adalah suatu penyelesaian dari A ® & = b.

Salah satu hasil Teorema 2.4.2 adalah eksistensi dari penyelesaian A ® £ = b. Eksistensi
ini belum menjelaskan bilamana tunggal dan tidak tunggal. Untuk hal ini diperluhkan
definisi berikut.

Definisi 2.4.1 Elemen bernilai 1 pada suatu baris Rap dinamakan elemen peubah tetap
bila

e bila nilai 1 hanya satu-satunya pada baris tsb. atau
e bila nilai tsb. pada kolom yang yang sama seperti halnya hanya satu-satunya nilas 1.

Sisa nilai 1 lainnya dinamakan elemen slack.

Pada Contoh 1 matriks

Rap =
D 0 0

semua elemen () adalah peubah tetap. Persamaan baris pertama menetapkan elemen
ry = 3 dan persamaan baris kedua menetapkan elemen x3 = 4. Persamaan baris ketiga
menetapkan elemen x; = 2, dalam hal ini ketika persamaan baris keempat dicapai semua
elemen x sudah dipilih. Setiap elemen-elemen yang telah dipilih ini tidak bisa diubah, bila
diubah yang lain akan membentuk pertaksamaan.
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Begitu juga pada Contoh 2, matriks

Rap =

CICICIC)

semua elemen (I) adalah peubah tetap sedangkan semua elemen sisa lainnya yang bernilai 1
adalah elemen slack. Ada tiga elemen slack. Persamaan baris pertama menetapkan elemen
r3 = 7. Elemen penyelesaian persamaan baris kedua sudah ditetapkan oleh persamaan
baris pertama. Pada persamaan baris ketiga ada dua cara yang mungkin untuk mencapai
persamaan yaitu xo = 4 atau x3 = 7, Tetapi x3 sudah ditetapkan sebelumnya sama dengan
7. Jadi asalkan zo < 4 tidak akan mengubah persamaan pada baris diatasnya. Dengan
cara yang sama pada persamaan baris keempat asalkan x; < 1 tidak akan mengubah
persamaan pada baris diatasnya. Dengan demikian, dengan menetapkan x3 = 7 dan untuk
To < 4 dan x; < 1 persamaan semua baris selalu benar.

Teorema 2.4.3 Diberikan persamaan AQx = b dengan ukuran A adalah m X n, x beruku-
ran n X 1 dan b berukuran m x 1 yang semua elemennya berhingga. Tambahan pula, per-
samaan A®@x = b mempunyai penyelesaian. Bila setiap baris dari matriks Rap hanya ada
satu bernilai 1, maka penyelesaian A ® x = b tunggal. Bila ada elemen slack pada matriks
Rap, maka penyelesaian dari A ® x = b adalah tidak tunggal.

Bukti

Bila disetiap baris R4 hanya ada satu elemen bernilai 1, maka disetiap baris R4 p ada suatu
elemen peubah tetap dan tidak ada elemen slack. Dengan demikian semua elemen z tetap,
jadi penyelesaian tunggal. Selanjutnya, misalkan r; ; adalah satu elemen slack pada Rap
dan x adalah penyelesaian dari A ® x = b. Karena r; ; bukan elemen peubah tetap, maka
tidak ada elemen peubah tetap pada kolom ke-j dari matriks R4p. Jadi persamaan bisa
dicapai tanpa menggunakan elemen Z;. Dengan demikian walaupun nilai ; menunjukkan
nilai maksimum yang mungkin untuk elemen ini, setiap nilai yang lebih kecil atau sama
dengan 7; tidak mempengaruhi eksistensi persamaan baris yang telah ditetapkan.

2.4.3 Persamaanz = (AQzx) Db
Mengikuti Persamaan (2.2) dan (2.3), secara formal untuk sebarang A € R?*" didefinisikan

A E Bo At =P A% (2.37)

=0

Dari hasil Teorema 2.1.2, jelas bahwa A* ada untuk setiap matriks persegi A dengan graf
G(A) hanya mempunyai bobot sirkuit takpositip. Catatan bahwa A®™ merujuk pada bobot
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maksimum dari path dengan panjang n. Jadi path ini memuat setidaknya satu sirkuit.
Bila semua sirkuit mempunyai bobot sirkuit takpositip, maka

n—1

(A% < QAT ), 0.5 € n,

1=0

dan kondisi dalam Teorema 2.1.2, A* bisa ditentukan sebagai berikut

n—1
A= A*. (2.38)
=0

Penyelesaian dari persamaan £ = (A ® ) @ b diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 2.4.4 Misalkan A € R?*" dan b € R?. Bila bobot rata-rata sirkuit graf G(A)
kurang dari atau sama 0, maka * = A* ® b adalah penyelesaian dari x = (A @ x) & b.
Lagipula, bila bobot sirkuit dalam G(A) adalah negatip, maka penyelesaiannya tunggal.

Bukti
Akan ditunjukkan bahwa
A" Rb=A® (A" ®b) b

Berdasarkan Teorema 2.1.2, A* ada, sehingga didapat

A @b = PA” @b
=0
_ (@AW@b)@(E@b)
=1
= A®<@A®i®b>@(E®b)

1=0

— A® (A" @b) @b

Selanjutnya ditunjukkan ketunggalan penyelesaian, misalkan x adalah penyelesaian z =
b& (A®x). Substitusikan z dalam b® (A ® ), yaitu

t=b®(ARb)® (A% @),
ulangi lagi proses ini, sehingga didapat

T = bd(A0b) & (4% 9z)d (4% @ x)
= bR (ARb)D...® (A% b) @ (A% @)
= @(A@leab)@(/l@"@x). (2.39)

=0
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Elemen-elemen A% adalah bobot maksimum dari path dengan panjang ¢z. Untuk ¢ cukup
besar, setiap path memuat satu atau lebih sirkuit elementer turunan sebagai subpath dan
kalau ¢ menuju oo banyaknya sirkuit elementer yang terjadi menuju oo. Karena sirkuit
mempunyai bobot negatip, maka elemen-elemen A" menuju ¢ untuk ¢ menuju oo, yaitu

lim A% @z = €.

11— 00

Jadi, untuk ¢ menuju co Persamaan (2.39) menjadi £ = A* ® b, yang mana untuk ini

i—1 i—1
lim (P(A” @b) = (lim a5 A®l> ®b=A"®b.
i—00 1—00

=0 =0

2.5 FEigenmode

Dalam aplikasi aljabar max-plus, terdapat tiga komponen penting berhubungan de-
ngan matriks. Ketiga komponen tersebut adalah nilai eigen, vektor eigen, dan eigenmode.
Matriks yang dibahas adalah matriks reguler yaitu matriks yang disetiap baris setidaknya
memuat satu elemen tidak sama dengan €. Pada bagian ini diberikan pengertian eigenmode
sebagaimana definisi berikut.

Definisi 2.5.1 Suatu pasangan vektor (n,v) € R" x R" disebut eigenmode tergeneralisasi
dari matriks requler A jika untuk setiap k > 0 memenuhi

A (kxn+v)=(k+1)xn+w. (2.40)
Dalam Persamaan 2.40 bila k = 0 didapat
A®v=n+w, (2.41)

dan bila semua elemen vektor 1 adalah konstan bernilai A € R, maka Persamaan 2.41
menjadi
ARv=A®v. (2.42)

Dengan demikian A adalah suatu nilai eigen dari matriks A yang bersesuaian dengan
vektor eigen v. Dalam hal yang demikian vektor 1 adalah perluasan nilai eigen dari
matriks A. Dari apa yang telah didiskusikan,terlihat bahwa vektor 1 erat kaitannya dengan
vektor cycle mean. Jadi bila beberapa elemen dari vektor 7 mempunyai beberapa nilai
yang berbeda, maka dipastikan bahwa matriks Adalam Persamaan 2.40 adalah tereduksi
atau ekivalen graf G(A) tidak strongly connected. Tetapi hal ini tidak berlaku sebaliknya.
Contoh berikut menjelaskan apa yang telah dibahas berdasarkan Definisi 2.5.1.
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1 \j
2
1
4

Gambar 2.11: Graf strongly connected G(A)

Contoh 2.5.1 Dengan menggunakan matriks reguler A = representasi dari graf

1
2
pada Gambar 2.11, pasangan vektor (n,v) € R? x R? yaitu ({ g } , [ (1) }) adalah eigen-

mode tergeneralisasi dari matriks A. Hal tersebut dikarenakan untuk setiap & > 0,
3 1 .
n= {3} dan v = {0} memenuhi
A@(kxn+v)=(k+1)xn+wo.

Contoh yang dibahas ini menunjukkan bahwa graf G(A) adalah strongly connected atau
ekivalen matriks A tak-terduksi, maka semua komponen vektor 1 bernilai konstan yaitu
A=3.

O

Contoh 2.5.1 membahas eigenmode untuk matriks persegi tak-tereduksi reguler yang meng-
hasilkan semua komponen vektor m bernilai konstan yang sama. Untuk matriks persegi
tereduksi reguler hasil vektor 1 ada dua kemungkinan yaitu, semua komponen vektornya
bernilai konstan yang sama atau beberapa komponen vektornya berbeda. Contoh-contoh

berikut menjelaskan hal ini.
O
A 2

3

Gambar 2.12: Graf tidak strongly connected G(A)

Contoh 2.5.2 Diberikan matriks tereduksi
1 3
a=[13),
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dengan representasi graf G(A) diberikan oleh Gambar 2.12. Maka pasangan vektor (n,v) €

R? x R? yaitu <[ g ] , l (1) }) adalah eigenmode tergeneralisasi dari matriks A. Hal terse-

but dikarenakan untuk setiap £ > 0, n = ; dan v = (1) } memenuhi

A (kxn+v)=(k+1)xn+w.

2@
1 2

3

Gambar 2.13: Graf tak strongly connected G(B)

Contoh 2.5.3 Diberikan matriks tereduksi

2 3]
B_L 1]’

dimana representasi graf tak strongly connected G(B) diberikan oleh Gambar 2.13. Maka

adalah eigenmode tergeneralisasi

pasangan vektor (n,v) € R* x R? yaitu <{ ? ’ (1)

dari matriks B. Hal tersebut dikarenakan untuk setiap £ > 0, n = { ? ] dan v = { (1) ]

memenuhi

B®(kxn+v)=(k+1)xn+w.
O

Selanjutnya dibahas sifat eigenmode dari matriks tak-tereduksi. Pembahasan sifat
eigenmode dari matriks tak-tereduksi diawali dengan menunjukkan bahwa eigenmode dari
matriks reguler dapat dipandang sebagai suatu perluasan dari pasangan nilai eigen maupun
vektor eigen. Pernyataan tersebut dapat ditulis dalam bentuk lemma berikut.

Lemma 2.5.1 Bila pasangan vektor (n,v) adalah eigenmode tergeneralisasi dari matriks

requler A, maka vektor nn merupakan perluasan nilai eigen dari matriks A dan vektor v

adalah vektor eigennya. Lebih lanjut, vektor n = klim ’%, dimana semua elemen vektor n
—00

bernilar konstan di R.
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Bukti Misalkan pasangan vektor (n,v) adalah eigenmode tergeneralisasi dari matriks re-
guler A, maka vektor 17 dan v memenuhi

A@(kxn+v)=(k+1) xn+wv. (2.43)

Berikutnya, misalkan A € R adalah nilai eigen dari matriks reguler A dan vektor eigen
yang bersesuaian dengan A sama dengan v € R"”, maka A\ dan v memenuhi

ARv=AQuv. (2.44)
Untuk setiap k& > 0, kalikan kedua ruas Persamaan (2.44) dengan A& diperoleh

AN v = ' @ v
k+1)

AN v = 2"V g
AR (kxulM+v) = (k+1)xu[\+wv, (2.45)

dimana u[)\] adalah vektor dengan ukuran yang sesuai dan semua elemennya bernilai \.
Berdasarkan Persamaan (2.43) dan (2.45) didapatkan vektor n = u[\] merupakan perluas-
an nilai eigen matriks reguler A, yaitu n adalah vektor yang memiliki nilai A untuk setiap
elemennya. Sedangkan vektor v adalah vektor eigen matriks reguler A yang bersesuaian
dengan nilai eigen \.

Lebih lanjut, dengan mempertimbangkan kembali persamaan rekurensi

z(k+1) = Ao x(k),
dengan zy = v dan menggunakan definisi eigenmode tergeneralisasi didapat
z(k) =k xn+ov.

Dengan demikian karena semua elemen vektor v berhingga, didapat

’ z(k) l kExn+v
koo ko kbee k
kxmn .
= Ty i
= limn+0
k—ro0
= n+0
n,
dengan vektor 0= (0 0 ... 0)7.

0

Matriks tak-tereduksi juga merupakan bagian dari matriks reguler. Oleh karena itu,
Lemma 2.5.1 juga berlaku untuk kasus matriks tak-tereduksi. Pada Lemma 2.5.1 telah
dijelaskan bahwa pasangan vektor (7,v) merupakan perluasan dari nilai eigen dan vektor
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eigen. Hal tersebut menyebabkan sifat dari eigenmode matriks tak-tereduksi dipengaruhi
oleh sifat nilai eigen dan vektor eigennya.

Sifat pertama yang dibahas adalah mengenai eksistensi eigenmode dari matriks tak-
tereduksi. Eksistensi eigenmode matriks tak-tereduksi diberikan pada teorema berikut ini.

Teorema 2.5.1 Jika A € RI*" adalah matriks tak-tereduksi dengan nilai eigen \ dan vek-
tor eigen v, maka terdapat pasangan vektor (n,v) yang merupakan eigenmode dari matriks
tak-tereduksi A.

Bukti Teorema 2.1.4 telah membuktikan bahwa jika A adalah matriks tak-tereduksi, maka
terdapat A yang merupakan nilai eigen dari matriks A. Juga, Kesimpulan 2.3.1 membukti-
kan bahwa jika A adalah matriks tak-tereduksi, maka dapat ditemukan vektor eigen v yang
bersesuaian dengan nilai eigen \. Karena vektor n dalam eigenmode merupakan perluasan
nilai eigen matriks tak-tereduksi A, yaitu 1 adalah vektor yang memiliki nilai A untuk
setiap elemennya dan vektor v dalam eigenmode merupakan vektor eigen yang bersesuaian
dengan nilai eigen A, maka jelas untuk setiap matriks tak-tereduksi A dapat ditemukan
pasangan vektor (m,v) yang merupakan eigenmode dari matriks tak-tereduksi A. O

Teorema 2.5.1 menunjukkan sifat eksistensi eigenmode matriks tak-tereduksi. Adapun
sifat lain dari ezgenmode matriks tak-tereduksi diberikan pada teorema berikut.

Teorema 2.5.2 Untuk setiap matriks tak-tereduksi A € RI*"™ memiliki eigenmode yang
tidak tunggal.

Bukti Misalkan matriks tak-tereduksi A memiliki nilai eigen A, vektor eigen v yang ber-
sesuaian dengan nilai eigen A, dan eigenmode berupa pasangan vektor (n,v). Dalam
Teorema 2.1.5 dibuktikan bahwa nilai eigen matriks tak-tereduksi A adalah tunggal yang
menyebabkan vektor n = ( A A ... A )T adalah tunggal. Akan tetapi, Teorema 2.3.3
telah membuktikan bahwa vektor eigen v yang bersesuaian dengan nilai eigen A dari matriks
tak-tereduksi tidak tunggal, yaitu untuk sebarang a@ € R, @ ® v adalah vektor eigen yang
bersesuaian dengan nilai eigen \. Sehingga eigenmode dari matriks tak-tereduksi A juga
tidak tunggal yaitu (n, @ ® v) dengan a € R. 0
Pembahasan berikutnya adalah mengenai karakterisasi eigenmode dari matriks tere-
duksi reguler. Sebelum membahas eksistensi eigenmode dari matriks tereduksi reguler,
diingatkan lagi hasil pembahasan mengenai penyelesaian persamaan nonhomogin

r=(A®z)®b (2.46)

yang telah dibahas dalam Subbagian 2.4.3. Berdasarkan Teorema 2.4.4, bila bobot rata-
rata sirkuit graf G(A) kurang dari atau sama dengan 0 maka Persamaan 2.46 mempunyai
penyelesaian

r=A"®Db,
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dengan A* Y EgAt = @A Lagipula, bila bobot sirkuit dalam G(A) adalah negatif,
=0
maka penyelesaiannya tunggal.
Adapun persamaan rekurensi nonhomogen merupakan perluasan dari persamaan re-
kurensi linear z(k + 1) = A ® x(k). Berikut diberikan teorema mengenai persamaan

rekurensi nonhomogen.

Teorema 2.5.1 Diberikan persamaan rekurensi nonhomogen berikut
zk+1)=Axzk)® (@ B; ®uj(k)> , (2.47)
j=1

dengan matriks A € RI*" adalah matriks tak-tereduksi yang memiliki nilar eigen \ atau

A € R, yaitu A = € dengan \ = ¢, matriks B; € R*™ dengan m; > 1 memenuht B; # &,

sedangkan u;(k) € RZY memenuhiu;(k) = TF@w;(k), k > 0 denganw; € RV dan 7; € R.

Maka untuk suatu T = @@ 7, terdapat bilangan bulat K > 0 dan vektor v € R™ sedemikian
JEM

hingga barisan x(k) = p®* @ v, dengan p = X @ T memenuhi persamaan rekurensi (2.47)

untuk setiap k > K.

Bukti Pembuktian diberikan dengan mempertimbangkan dua kemungkinan kasus, yaitu
A>7dan A < 7.

Kasus A > 7. Karena matriks A tak-tereduksi, maka A memiliki nilai eigen dan
vektor eigen dengan nilai berhingga. Misal ambil vektor eigen v dari A sedemikian hingga
v® A > PB; ®w;. Selanjutnya, ambil ;1 = A > 7; untuk setiap j € m, sedemikian hingga

i=1

ji
untuk setiap k£ > 0 memenuhi

pevep =Agve u® > @B ow; e > @B ow o
=1 =1

Karena 1 @ p® = p®“"”, maka diperoleh

(k+1)

v u® :A®v®u®k>@3j®wj®7-]®k.

j=1

Jadi persamaan rekurensi (2.47) terpenuhi untuk setiap k& > 0 dengan (k) = v ® p®", dan
uj(k) =w; ® T]®k untuk j € m.
Kasus A < 7. Misalkan 7 = EBT]- dan nilai maksimum tersebut diperoleh untuk
jem
7 ke-r pertama, yang akan terpenuhi dengan penomoran ulang barisan u;(k), j € m.
Selanjutnya, ambil vektor v yang memenuhi

v=A.2v0P(B). w;, (2.48)
j=1
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dengan A; dan (B;),, j € m didapatkan dari matriks A dan (B;) dengan semua elemen

berhingganya dikurangi dengan 7. Karena A\ < 7, maka graf komunikasi dari A, hanya

memuat sirkuit dengan bobot tidak positif. Oleh karena itu, dengan Teorema 2.4.4 penye-

lesaian dari v ada, kemudian karena seluruh elemen dari (A, )* berhingga (karena A, adalah

matriks tak-tereduksi) dan @ (B;), ®w,; memuat setidaknya satu elemen berhingga, maka
j=1

elemen-elemen dari v berhingga. Oleh karena itu, Persamaan (2.48) menjadi

ver=A0vePB euw,

j=1

Berikutnya, dengan mengambil y = 7 = 7;, j = 1,2,...,r, maka untuk setiap k& > 0
memenuhi

v = Acveu® o PBow; o,
j=1
sehingga

(k+1)

<Avveu® e @B ew e (2.49)

Jj=1

v @ u®

Akan tetapi, karena p > 7; untuk j = r + 1,7 4+ 2,...,m terdapat bilangan bulat K > 0
sebesar yang dibutuhkan sedemikian hingga untuk setiap £ > K memenuhi

v > @ Biow e (2.50)
j=r+1
Dari Pertidaksamaan (2.49) dan (2.50) diperoleh persamaan rekurensi (2.47) terpenuhi

untuk setiap k > K. 0

Pada pembahasan sebelumnya, diketahui bahwa matriks tereduksi A dapat disajikan
dalam bentuk matriks blok segitiga atas diberikan oleh bentuk 2.16, dengan blok matriks
A;; adalah matriks tak tereduksi sehingga A\, = A(4;;) atau A;; = ¢ sehingga \; = «.
Selanjutnya, misal diambil vektor (k) yang bersesuaian dengan matriks blok segitiga atas
(2.16), yaitu

Matriks blok segitiga atas dari matriks tereduksi A memenuhi Persamaan rekurensi (2.47),
yaitu:

q
zi(k+1) = A, @z(k)® @ Aiy@z;(k); i€q k>0 (2.51)

j=i+1
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Secara khusus untuk ¢ = ¢, Persamaan (2.51) menjadi z,(k+ 1) = A,, @ z,(k). Jika
diasumsikan A adalah matriks reguler, maka A, , juga reguler. Jadi A,, # &, sehingga
subgraf strongly connected maksimal yang bersesuaian dengan matriks A, , memiliki him-
punan arc yang tidak kosong, akibatnya A,, adalah matriks tak tereduksi. Oleh karena
itu, terdapat suatu vektor dengan semua elemen berhingga v, dan suatu skalar {, € R
sedemikian hingga

z, (k) = f?k ® Vg

memenuhi z,(k + 1) = A,, ® 2,(k) untuk setiap & > 0. Dalam hal ini, v, adalah vektor
eigen dari matriks A, , yang bersesuaian dengan nilai eigen A\, = A\(A4,,), dengan £, = \,.
Adapun untuk i € ¢ secara umum diberikan pada teorema berikut.

Teorema 2.5.2 Jika dalam Persamaan (2.51) matriks A,, adalah matriks tak tereduksi,
dan untuk i € ¢ — 1 matriks A;; adalah matriks tak tereduksi atau A;; = €, maka terdapat
skalar &1, &, . .?E R dan vektor vi,vs,...,v, dengan seluruh elemen vektor berhingga
sedemikian hingga

memenuhi Persamaan rekurensi (2.51) untuk setiap k > 0. Skalar &1,&s, ..., &, ditentukan
dengan
& = @fj ® A,
JEH;

dengan H; ={j € q:j >1i,A;; # E}.

Bukti Untuk ¢ = ¢ telah dibuktikan terdapat vektor v, dengan semua elemen berhingga
dan suatu skalar ¢, € R sedemikian hingga z,(k) = fﬁ?k ® v,, dengan ¢, = A, memenuhi
z,(k+1)=A,,®z,(k) untuk setiap k > 0.

Selanjutnya, diasumsikan benar untuk suatu [ + 1, dengan 1 <[+ 1 < ¢. Sehingga,
terdapat vektor v;y1, ..., v, dengan seluruh elemen vektor berhingga dan skalar ,4,...,&, €
R sedemikian hingga untuk £ > 0

xi(k’)zf?k(@’vz‘, [+1<:<gq,
memenuhi
q
j=it1

Kemudian, akan dibuktikan kebenaran pernyataan untuk suatu [, dengan [ < i <gq.
Perhatikan persamaan

q
ml(k + 1) = Au (059 xl(k) D @ Al,j ® $j(]€), (2.52)

j=l+1
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dengan A;; adalah matriks tak tereduksi atau matriks berukuran 1 x 1 sama dengan .
Jika

q
P A @zk) = PA, @;(k),
j=l+1 JEH,
dengan H; = {j € q: j > [, A; # £}, maka Persamaan rekurensi (2.52) dapat ditulis
zi(k+1) = Ay @x(k) e DA, @z;k). (2.53)
JEH;

Persamaan rekurensi (2.53) akan terpenuhi dengan Teorema 2.5.1. Oleh karena itu, dari
Teorema 2.5.1 terdapat bilangan bulat K; > 0 dan suatu vektor atau skalar v; dengan
elemen berhingga, sedemikian hingga

xl(k:) = ?k ®’l}l

memenuhi Persamaan rekurensi (2.53) untuk setiap k& > K, dengan

a=Psen

JEH;

Berikutnya, dengan mendefinisikan
v, = o, 1<i<q,
didapat
(k) =€ @u, 1<i<q,
yang memenuhi
q
zi(k+1)=A,@zk) e P Ay ozk), 1<i<q
j=i+1

Jadi, dapat dibuktikan kebenaran pernyataan untuk suatu [, dengan | < i < ¢ sehingga

teorema terbukti. 0

Teorema 2.5.2 menghasilkan akibat yang menunjukkan eksistensi eigenmode dari ma-
triks tereduksi reguler.

Akibat 2.5.1 Jika A € R*" adalah matriks tereduksi requler, maka terdapat pasang-
an vektor (n,v) € R™ x R™ yang merupakan eigenmode tergeneralisasi dari matriks A,
sedemikian hingga untuk setiap k > 0:

A (kxn+v)=(k+1)xn+w.
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Bukti Pertama, dengan penomoran ulang mengubah Persamaan rekurensi (2.13) men-
jadi Persamaan rekurensi (2.51). Karena matriks A adalah matriks reguler, blok matriks
pada bagian diagonal matriks blok segitiga atas dari A memenuhi kondisi Teorema 2.5.2.
Perhatikan bahwa ;(k) = QX’IC ® v; yang dihasilkan dari Teorema 2.5.2 juga dapat ditulis
sebagai

z;(k) = k x u[§] + v;.

Selanjutnya, susun u[;] ke atas mulai dari ¢ = ¢ sampai i = 1 sehingga terbentuk vektor
1. Begitu pula, susun v; ke atas mulai dari ¢ = ¢ sampai ¢+ = 1 sehingga terbentuk vektor
v, sedemikian hingga

z(k) =k xn+o.
Sehingga Persamaan rekurensi
z(k+1)=A®z(k),
untuk £ =0,1,2,... menjadi
(k+1D)xm+v=A® (kxn+wv),

untuk £ =0,1,2,.... Jadi pasangan vektor (n,v) adalah eigenmode dari matriks tereduksi

reguler. 0

Akibat 2.5.1 menunjukkan eksistensi eigenmode dari matriks tereduksi reguler. Se-
hingga vektor waktu sikel ada untuk setiap matriks tereduksi reguler. Vektor waktu sikel
dari matriks A dalam bentuk matriks blok segitiga atas diberikan sebagai berikut

n=(u'le] u'le] ... W] )"

Untuk matriks tereduksi reguler A tidak dalam bentuk matriks blok segitiga atas, vektor
waktu sikel adalah dengan mengubah vektor waktu sikel sesuai bentuk matriks blok segitiga
atas dari matriks A.

Akibat 2.5.1 menginspirasi penyusunan algoritma eigenmode tergeneralisasi untuk
matriks tereduksi reguler. Berikut ini langkah-langkah algoritma tersebut.

Algoritma 2.5.1 ALGORITMA EIGENMODE MATRIKS TEREDUKSI REGULER
1. Ambil matriks tereduksi requler A € R2*".
2. Tentukan bentuk matriks blok segitiga atas dari matriks A.

3. Hitung nilai eigen dan vektor eigen dari blok matriks terakhir pada diagonal utama
matriks blok segitiga atas dari matriks A. Misal A,,, maka hitung nilai eigen \; =
A(Ay,) dan vektor eigen v, yang bersesuaian dengan nilai eigen tersebut. Selanjut-
nya, ambil §, = Ay, dan i = q.
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4. Hitung nilai eigen \;_1y dari matriks Ag_y) i-1)-
5. Jika Ai—1y > & lanjutkan ke langkah 6, jika tidak ke langkah 7.
6. Ambil ;1) = A\i—1) dan hitung vektor vi_1y melalui persamaan berikut:
q
Ei-1) ® V(1) = A1) ® V1) © A1 ® ;.
j=i
Kemudian, lanjutkan ke langkah 8.
7. Ambil §;_1y = X\; dan hitung vektor v;_y) melalui persamaan berikut:
q
X ® V(1) = Agy -1 @ V1) & PAa_1); ®v;.
j=i
Kemudian, lanjutkan ke langkah 8.

8. Jika i — 1 # 1 kembali ke langkah 4, jika tidak maka selesai.

Jadi didapatkan eigenmode tergeneralisasi dari matriks A adalah pasangan vektor (n,v),
T T
dengann:(fl oy ... §q) danv:(vl vy ... vq) .

Berikut diberikan contoh perhitungan eigenmode dari matriks tereduksi reguler.

Contoh 2.5.4 Diberikan matriks tereduksi reguler yang memiliki bentuk matriks blok
segitiga atas sebagai berikut:

| A A
= )

dengan

e 3 2 € g € e 4
Al’lz{l 5}’141’2:[5 5]’52{5 5] danAm:{él 5]'

Berikut dihitung eigenmode dari matriks A dengan menggunakan Algoritma 2.5.1. Per-
tama, dilakukan perhitungan nilai eigen dan vektor eigen untuk A, » dengan menggunakan

Algoritma Power. Untuk keadaan awal z(0) = { 8 ] diperoleh evolusi keadaan

HEHE:
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Sehingga diperoleh nilai eigen dari matriks A, 5 adalah Ay = 4, dengan vektor eigen yang

bersesuaian
v = @ <A®“‘“ ® (i — 1))

i=1

= 2*7 @z(0)

Kemudian diambil & = Ay = 4. Langkah selanjutnya dihitung nilai eigen dari matriks
Aq1. Dengan menggunakan Algoritma Power didapat A\; = 2. Karena \; < &, maka
&1 = Ay = 4, dan dilakukan perhitungan vektor eigen v, sebagai berikut:

A@u = (A1Qv1)® (A2 Q@vs)

ela] = (efelnDe(lz lelel)  em

dari Persamaan (2.54) diperoleh

4+4+v; = max{3+ v,2}
4+’Ul 2

v = —2,

dan

44 vy = max{l+vy,¢}
4+vy = max{l+(-2),¢}
vy = —5.
-2
-5
( 4 4 4 4 )T danv = ( -2 =5 00 )T adalah eigenmode tergeneralisasi dari matriks

tereduksi reguler A sebab
untuk £ = 0, memenuhi:

Jadi, didapatkan v; = { ] Oleh karena itu, pasangan vektor (m,v) dengan m =

A9 (0xn+v)=(2 -1 4 4) =1xn+v,
untuk £ = 1, memenuhi:

A@(1xn+v)=(6 3 8 8) =2xn+uv,
dan seterusnya, vektor n dan v untuk k£ =0, 1,2, ... memenuhi

A@(kxn+v)=(k+1)xn+wv.
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Eigenmode dari matriks tereduksi reguler tidak tunggal. Ketidaktunggalan eigenmode
dari matriks tereduksi reguler disebabkan ketidaktunggalan vektor v.

Teorema 2.5.3 Untuk setiap matriks tereduksi requler A € RI*™ memiliki eigenmode yang
tidak tunggal, yaitu jika (n,v) adalah eigenmode dari matriks A, maka (N, ® v) dengan
a € R juga merupakan eigenmode dari matriks A.

Bukti Misalkan (m,v) adalah eigenmode dari matriks tereduksi reguler A € R"*" maka
untuk setiap k£ > 0, 7 dan v memenuhi

AR (kxn+v)=(k+1)xn+wv. (2.55)
Kalikan sebarang skalar av € R pada kedua ruas Persamaan (2.55) diperoleh
aRAR(kxn+v)=a® (k+1)xn+w. (2.56)
Karena operasi ® komutatif, maka Persamaan (2.56) menjadi

AR (a®@kxn+v) = (k+1)xn+a®v
A9k xn+(a@v) = (F+1)xn+(a®w).

Diperoleh (1, @ ® v) untuk sebarang o € R juga merupakan eigenmode dari matriks tere-
duksi reguler A. 0

Pembahasan terakhir untuk karakterisasi ezgenmode matriks tereduksi reguler adalah
mengenai nilai dari elemen vektor dalam eigenmode. Figenmode matriks tereduksi reguler
memiliki elemen berhingga untuk setiap komponen vektornya.

Teorema 2.5.4 Untuk setiap matrks tereduksi requler A € RI*" memiliki eigenmode
berupa pasangan vektor dengan semua elemen vektor berhingga.

Bukti Misal matriks blok segitiga atas bentuk (2.16) adalah kontruksi dari matriks tere-
duksi A. Figenmode dari matriks blok segitiga atas hasil kontruksi dari matriks tereduksi
A berupa pasangan vektor (n,v). Telah dijelaskan bahwa vektor

n=(u'l&] W& ... wTlg])"

adalah vektor waktu sikel, dengan &;, ¢ € ¢ adalah elemen bilangan real menurut Teorema
2.5.2. Sehingga vektor 7 terdiri dari elemen berhingga. Berikutnya vektor v terdiri dari
vektor-vektor v;, ¢ € ¢. Menurut Teorema 2.5.2 seluruh elemen vektor v;, ¢ € ¢ berhingga
yaitu elemen bilangan real. Sehingga vektor v hanya memuat elemen berhingga. Jadi
eigenmode dari matriks tereduksi berupa pasangan vektor dengan semua elemen vektor
berhingga. 0
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2.6 Algoritma Iterasi Policy

Algoritma yang efisien untuk menghitung komponen eigen dari sistem linier (max,+)
adalah algoritma iterasi policy yang diuraikan oleh Cochet-Terrasson [32]. Algoritma dida-
pat dari algoritma iterasi multichain policy oleh Howard [33] yang mana telah diketahui
secara umum merupakan teori dari Markov. Pada [32] diperkenalkan algoritma generalisasi
eigenmode yaitu pasangan vektor (n,v) dengan n,v € R". Jika ada M € R sedemikian
hingga untuk m € R berlaku

m>M= D" @v=AD®")e D @, (2.57)

dimana D adalah diag(n:, n, ..., m,)T, D®" adalah diag(m x n,...,m x n,) dan

!
AN = P AT
t=0

Jika A mempunyai nilai eigen yaitu Ay maka Persamaan 2.57 dapat ditulis sebagai
v=AN\ o

atau

I
@At@))\?%@v:v.

t=0

Jika A tidak punya nilai eigen, maka algoritma iterasi policy menghitung vektor n =
(71, M2, -, )T dimana setiap 7; berhubungan dengan maksimum nilai eigen tergenalisir
dari kelas yang mengakses simpul ¢;. Seperti halnya vektor eigen tergenalisir v, Persamaan
2.57 dapat ditulis sebagai

l n

(D] ® o) = DD (A~ D)) @ D" @ o)

atau
m x [n); + [v]; = max - max (([Adja — £ x ) + (m x [n]:)) + [v]; (2.58)

bagi kedua sisi pada persamaan diatas dengan m dan untuk m — oo didapat

ml; = Jmax, [nl;,

dengan E = {(i,t,j) € N x N x N|[A];; # ¢} dengan (i,t,j) sisi dari simpul ¢; ke
q; dengan ¢ dapat dianggap sebagai banyaknya kendaraan yang melalui lintasan dari ¢;
ke ¢; dan dalam istilah Petri Nets dinamakan banyaknya token dalam suatu place. Jika
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simpul ¢ mempunyai akses terhadap simpul j maka [n]; sama dengan [n];. Dengan demikian
Persamaan 2.58 dapat ditulis sebagai

w]; = max (7 — pj x [n]i + [v];)
(i,t.5)EE
dengan 7;; dan y;; berturut-turut adalah waktu (bobot) dan banyaknya kendaraan (token)
yang melalui lintasan dari ¢ ke j. Sebelum dijelaskan algoritma iterasi policy, pertama
diberikan asumsi berikut ini.

Asumsi 1 Diasumsikan bahwa matriks polinomial A(vy) = @i:o A, @2 € R™™ mem-
punyai paling sedikit satu elemen berhingga pada tiap barisnya dan graf dengan bobot waktu
Ay yang dinotasikan sebagai Gryy, tidak memailike sirkuit.

Telah diketahui bahwa jika A memenuhi Asumsi 1 didapat eigenmode tergeneralisir
(n,v), maka cycle time vector dari A adalah x(A) = 5. Algoritma iterasi policy meng-
konstruksi sebuah subgraf dari Gr), sedemikian hingga setiap simpul (j) mempunyai tepat
satu simpul (i) dengan (i,t,j) terdapat pada subgraf tersebut. Catatan bahwa subgraf
ini memuat paling sedikit satu sirkuit. Himpunan simpul yang terhubung dengan setiap
simpul dalam subgraf tersebut berkaitan dengan apa yang dinamakan policy. Untuk definisi
yang lebih formal diberikan sebagai berikut.

Algoritma iterasi policy biasanya berisi dua tahap untuk setiap iterasi ke-k. Bagian
pertama, menghitung pasangan (n*,z*) dengan

n = nk ..onf]’
dan

berhubungan dengan policy yang diberikan, tahap ini disebut sebagai tahap penentuan
nilai. Bagian kedua adalah bagian untuk menentukan policy yang lebih baik berdasarkan
sikel rata-rata dari sirkuit atau berdasarkan vektor z* yang berdasarkan pada subgraf
tersebut, tahap ini disebut sebagai tahap perbaikan policy.

Secara formal, policy adalah pemetaan 7 : V' — FE (dengan V himpunan simpul)
didefinisikan sebagai

7(j) = (i,t,5) = pl; dimana i € P; = {s[p},, € E}

untuk semua j € V. Dinotasikan input dari titik pada suatu policy dengan In(7(j)) dan
bobot waktu dari sisi yang menghubungkan kedua simpul diberikan oleh

7(7(7)) = Timn(x ()
dan inisialisasi banyaknya kendaraan diberikan oleh

(m(5)) = 1 (= ())-
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Selanjutnya policy w dikaitkan dengan matriks polinomial

l
A7) = P AT 24,

t=0

dimana
(AT, :{ 7(7(4)), i=1In(r(y)) dant = p(r(j))

£, untuk yang lain.

Matriks A™ () mempunyai tepat satu entri berhingga perbaris yang berhubungan ter-
hadap output simpul dari simpul yang dipilih pada 7. Timed marked Graph (TMG) G7,,
yang berhubungan dengan A" () adalah subgraf dari Grj; dengan setiap simpul mempu-
nyai simpul tunggal yang terhubung terhadapnya. Jelas bahwa G7,, memuat paling sedikit
satu sirkuit.

Pada tahap penentuan nilai, dihitung vektor n* dan z* berdasarkan policy m sedemikian
hingga

j?l

@ = @A) ok

= D [Au=in],, @ (1) @ [2¥);

i=1

dan didapat

1y =7(x(7) = w(x(5)) x " + @) (2.59)
untuk semua j = 1,2,...,n. Persamaan 2.59 berdasarkan definisi dari policy, untuk setiap
simpul ¢; mempunyai hanya satu simpul yang terhubung dalam G7,,. Persamaan 2.59
diselesaikan untuk (p*,z*). Pertama tentukan sirkuit dalam GZ,, berdasarkan policy m
yang diberikan. Selanjutnya hitung rata-rata sikel 7 dari sirkuit yang ditentukan. Pilih
sebarang simpul ¢; pada sirkuit dan tentukan waktu sikel [p*]; = 7 dan [2¥]; = [2*!]
Setiap simpul ¢; yang terhubung terhadap path dari ¢; dalam G7,, ditentukan waktu sikel
[n*]; = 77 dan nilai [z*]; dihitung sesuai Persamaan 2.59. Proses ini dilakukan untuk semua
sirkuit dalam policy 7.

Pada tahap perbaikan policy, dilakukan perbaikan policy berdasarkan (n*, z*) yang
telah didapat pada tahap sebelumnya. Pertama, untuk setiap simpul g¢; periksa apakah
ada sisi pz»l- dengan input simpul ¢; mempunyai waktu sikel yang lebih besar dari [p*];. Jika
ada, policy 7(j) diubah ke sisi pﬁz yang menghubungkan ¢; ke sirkuit dengan sikel rata-rata
yang lebih besar. JIka policy tidak dapat diperbaiki dengan cara ini maka pilih ¥ yang
bisa memperbaiki, yaitu jika ada ¢; sedemikian hingga

[z

'

D AW1)® )i ® 12*: > [*];, (2.60)

i=1

maka policy 7 tidak optimal. Perbaikan policy yang ditentukan oleh pengubahan 7(j) un-
tuk setiap komponen j yang memenuhi 2.60 dan 7(j) diubah menjadi sisi pzl yang mana
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bagian kiri dari Persamaan 2.60 maksimum. Untuk algoritma iterasi policy diberikan se-
bagai berikut.

Algoritma Iterasi Policy
Input : Polinomial matriks A memenuhi Asumsi 1.
Output : Generalisasi eigenmode dari A

1. Inisialisasi
Pilih sebarang policy ;. Setting k = 1 dan z° = (0, ...,0)" € R". Tentukan pasangan
(n*,z') menggunakan tahap 3 dari algoritma

2. Perbaikan Policy
Misal

— ‘ k. ap
7= L] > b
K(j) = argmax [p;, j=1,2,..,n,

iy J
pji€P;

P;, €K (5)

I = {j max (7, — piim*)i + [xk]z‘) > [z¥]; },
Z) s j = 1,27...,71.

L(j) = arg max (7i; — pui:m"; + [2*
(4) gpj,ieK(j)(]’ i "]

jika I = J = () maka berhenti. Generalisasi eigenmode diberikan oleh (n*,z*). Lebih
lanjut, jika J # (). Maka setting

S :{ pilih p;; € K(j) jikaj € J
T mG) jika j ¢ J
dan jika tidak (J = () tetapi I # 0) setting
. :{ pilih p;; € L(j) jikaje T
k1l m(5) jika j & I.

3. Penentuan Nilai
Tentukan sirkuit ¢ pada graf G7%, dan misal

— Zpuv 65 TUU
’[’] = =_-—"
Zpuv =3 Houw

pilih sebarang simpul ¢; € ¢ dan setting [p*]; = 7, [z"]; = [z
yang terhubung terhadap path i pada G7,,, setting

k=1];,. Untuk simpul j

'], =7 dan [2%]; = 7(7(5)) — u(x (7)) x )i + [Za(xi-

Jika ada himpunan takkosong C' dari simpul ¢; yang takterhubung dengan ¢;, maka
lakukan kembali tahap 3 menggunakan sirkuit yang berbeda dari sebelumnya.
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4. Tterasi Policy
Setting k = k 4+ 1 dan menuju ke tahap 2.

Contoh 4

Diberikan matriks polinomial

dengan

AO: 7A1:

m m M
M o M
M o M
QIO )
N — DN
DN =~ ™

Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks polinomial diatas.
Penyelesaian

Sebelum menggunakan algoritma iterasi policy terlebih dahulu digambarkan graf Gr,, dari
matriks polinomial diatas.

q1

Gambar 2.14: Graf dari polinomial pada Contoh 4

selanjutnya diaplikasikan algoritma iterasi policy yaitu

Tahap Inisialisasi

pilih 2° = (0,0,0)” dan 7, = {pi,, py, P25} dapat digambar graf dari G7}, yaitu dapat
dilihat pada Gambar 2.15.

Tahap Penentuan Nilai

Ambil sikel ¢; — ¢ pada G7}, sehingga 17 = % = 2 sehingga didapat ] = 0 dan 5l =7 = 2.
Karena tidak ada simpul lain yang terhubung ke ¢; maka ambil sikel lain di G7}, yaitu
q2 — @2 sehingga didapat x3 = 0 dan 73 = 1 selanjutnya dengan cara yang sama didapat
i = 0 dan i = 2, Dengan demikian pada tahap ini didapatkan ! = (0,0,0)7,p! =
(2,1,2)T.

Perbaikan policy

Dari Gambar 2.14 dan nilai dari ' dan ' didapatkan J = {2}, K(1) = {1}, K(2) =
{3}, K(3) = {3}, I ={2}, L(1) = {1}, L(2) = {3}, L(3) = {3}. Karena J # () maka
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a3

q2
q1

Gambar 2.15: Graf dari policy pada iterasi ke-1

2

qs

q2
q1

Gambar 2.16: Graf dari policy pada iterasi ke-2

s

didapat m = {pi;, P33, Pss} (untuk gambar graf dari G723, dapat dilihat pada Gambar
2.16).
Tahap Penentuan Nilai
Ambil sikel ¢; — ¢ pada GJ3, sehingga ) = 2 = 2 sehingga didapat 7 = 0 dan nf = 7 = 2.
Karena tidak ada simpul lain yang terhubung ke ¢; maka ambil sikel lain di G7}, yaitu
g3 — g3 sehingga didapat 2 = 0 dan 13 = 2. Karena ¢, terhubung terhadap gz maka
didapat n? = 2 dan a3 = 7(ps) — pu(pis)f+23 =4—1-2+0=2. Jadiz? = (0,2,0)", 9! =
(2,2,2).
Perbaikan policy
Dari Gambar 2.14 dan nilai dari z! dan o' didapatkan J = 0, K(1) = {1,2}, K(2) =
{2,3}, K(3) ={2,3}, I ={1,3}, L(1) = {2}, L(2) = {3}, L(3) = {2}. Karena J =10
dan I # () maka didapat m3 = {pi,, i3, P3s} (untuk gambar graf dari G73, dapat dilihat
pada Gambar 2.17).
Tahap Penentuan Nilai

442

Ambil sikel ¢o — ¢3 — ¢2 pada G}, sehingga n = 71 = 2 kemudian ambil simpul g3

Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, Copyright: (©2015 Subiono



92 Teori Spektral..

q1
.\.\2 S

Gambar 2.17: Graf dari policy pada iterasi ke-3

1

sehingga didapat z3 = 0 dan 75 = 77 = 3. Karena ¢; dan ¢y terhubung terhadap g3
maka didapat 7 = 3, 93 = 3, 23 = 7(pY;) — )7+ 23 =4—-1-3+0 = 1 dan
23 =7(piy) — pu(pl)f+25=2-1-3+1=0. Jadi 2> = (0,1,0)",p' = (3,3,3)T.
Perbaikan policy

Dari Gambar 2.14 dan nilai dari z! dan o' didapatkan J = 0, K(1) = {1,2}, K(2)
{2,3}, K(3) ={2,3}, I =0, L(1) = {1,2}, L(2) = {3}, L(3) = {2,3}. Karena J =

dan I = () maka iterasi berhenti. Sehingga didapat eigenmode tergeneralisir adalah

-
1

= |l

3 0
n=|3|,xz=|1
3 0

Algoritma ini telah diimplementasikan pada toolbox Scilab berikut ini contohnya.
--> A=[2,2,-%inf;-%inf,1,4;-%inf,2,2];
-->[eigvalMode,x] = policyIteration(A)

Number 0f Iteration

3.
2.
eigvalMode =

3.
3.
3.

-->\\Atau kamu bisa merubahnya kedalam bentuk polynomial sebagai berikut
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-->A0=maxpluszeros(3,3);
-->A1=[2,2,-%inf;-%inf,1,4;-%inf,2,2];
-->A=A0;

-->A(:,:,2)=A1
A =

(:,:,1)
- Inf - Inf - Inf

- Inf - Inf - Inf
- Inf - Inf - Inf

(:,:,2)
2. 2. - Inf
- Inf 1. 4,
- Inf 2. 2.

-->[eigvalMode,x] = policyIteration(A)

Number 0f Iteration

eigvalMode =

w
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Contoh Aplikasi

Pada bab ini diberikan beberapa contoh aplikasi dari Aljabar maxplus.

3.1 Masalah Jadwal Penerbangan Pesawat pada suatu
Bandara

Tiga pesawat penerbangan komersial berangkat masing-masing dari bandara A,B dan
C dengan tujuan bandara utama D yang mana dua pesawat terhubung sudah menanti
masing-masing di gate 1 dan gate 2. Waktu keberangkatan dari D dan penutupan gate
diberikan dan tidak bisa diubah. Durasi waktu transfer diantara tiga kedatangan dan dua
keberangkatan pesawat adalah a;;, 1 = 1,2, j=1,2,3.

AOL .
a1
B(%2) L e

C@diﬁ/r.

Sedangkan lamanya waktu penerbangan dari A ke D adalah d,, dari B ke D adalah dy dan
dari C ke D adalah d3. Bila 1, 2o dan 3 masing-masing menyatakan waktu keberangkatan
pesawat dari A.B dan C dan by, b, masing-masing menyatakan waktu penutupan gate
1 dan gate 2, maka buat model aljabar maxplusnya. Selanjutnya bila diketahui d; =
150,d2 = 120,d3 = ]_35, ajp = ]_0,61,12 = 20,0,13 = 30,(121 = 15,(122 = 35,0,23 = 35 dan
by = 180,by = 175, maka hitung x;, x5 dan x3. Selanjutnya terjemahkan hasil hitungan,
yaitu pukul berapa masing-masing pesawat berangkat dari A, B dan C serta pukul berapa
gate 1 dan gate 2 ditutup.
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Jawab
Model aljabar maxplusnya adalah

max{150 + 10 + z1, 120 + 20 + 29,135 + 30 + 23} = 180
max{150 + 15 + 21,120 + 35 + 25,135 + 35 + 25} = 175

atau
ARxz=0»b

dengan

€
160 140 165 180
A= [165 155 170} &= ? dan b= [175}
3

Untuk menyelesaikan persamaan ini bisa digunakan Scilab sebagai berikut:

-->A=[160 140 165;165 155 170]

A =
160. 140. 165.
165. 155. 170.
-->b=[180;175]
b =
180.
175.
-->[x] = maxpluslinsol(A,b)
x =
10.
20.
5.
-->isequal (maxplusotimes(A,x),b)
ans =
F
-->maxplusotimes(A,x)<=b
ans =
T
T

Terlihat bahwa A ®  # b, tetapi A ® £ < b ini berarti x; = 10,2, = 20,23 = 5. adalah
penyelesaian suboptimal dari A ® x < b. Bila satuan durasi waktu adalah menit, maka
salah satu tafsiran x; = 10 adalah pukul 06.10, z; = 20 adalah pukul 06.20 dan z3 = 5
adalah pukul 06.05. Dengan demikian b; = 180 adalah pukul 09.00 dan b, = 175 adalah
pukul 08.55.
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Gambar 3.1: Sistem Produksi Sederhana

3.2 Sistem Produksi Sederhana

Diberikan sistem produksi sederhana sebagaimana diberikan dalam Gambar 3.1. Sistem
produksi ini terdiri dari 3 unit pemroses P, P, dan P3;. Bahan baku dimasukkan pada
proses P; dan P, untuk diproses dan hasilnya dikirim ke Pj dimana dilakukan perakitan.
Waktu proses yang dibutuhkan masing-masing diberikan oleh: dy = 5,ds = 6 dan d3 =
3 satuan waktu. Bila diasumsikan diperlukan t; = 2 satuan waktu dari bahan baku
untuk mencapai P; dan dibutuhkan 3 = 1 satuan waktu untuk menyelesaikan produk dari
pemroses P; untuk mencapai P3. Waktu perjalanan lainya (to,?, dan t5) diasumsikan nol.
Diantara input dan pemroses terdapat buffer dengan kapasitas yang cukup besar untuk
menjamin bahwa buffer tidak akan pernah overflow. Suatu unit pemroses hanya bisa
mulai bekerja untuk menghasilkan produk yang baru bila ia telah menyelesaikan proses
yang sebelumnya. Diasumsikan pula bahwa setiap unit pemroses sesegera mungkin mulai
bekerja bila semua komponen telah tersedia. Didifinisikan:

e u(k) adalah waktu dimana bahan baku dimasukkan ke sistem untuk saat yang ke-
(k+1).

e 1;(k) adalah waktu dimana pemroses yang ke-i mulai aktif saat yang ke-k, i = 1,2, 3.

e y(k) adalah waktu dimana produk selesai saat yang ke-k meninggalkan sistem (dita-
warkan kedunia luar/konsumen).

Selanjutnya ditentukan waktu kapan pemroses P; mulai bekerja untuk saat yang ke-(k +
1). Bila dimasukkan bahan baku ke sistem saat yang ke-(k + 1), maka bahan baku ini
tersedia sebagai input pemroses P; pada waktu t = u(k) + 2. Bagaimanapun P; hanya
dapat mulai bekerja untuk memroses bahan baku tsb. sesegera mungkin bila P; telah
menyelesaiakan proses yang sedang berjalan saat ini, yaitu proses saat yang ke-k. Karena
waktu pemrosesan pada P; adalah d; = 5 satuan waktu, maka produk diantara yang
ke-k akan meninggalkan P; pada saat ¢ = z1(k) + 5. Juga, karena P; mulai bekerja
sesegera mungkin saat bahan baku telah tersedia dan hasil produk saat yang ke-k sudah
meninggalkan P, maka diperoleh:

x1(k + 1) = max(x1(k) + 5, u(k) + 2) (3.1)
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untuk semua k£ € Ny, dimana Ny menyatakan himpunan bilangan bulat taknegatif. Kondisi
awal bahwa pemroses P; kosong dan "idle" ini menunjukkan bahwa x1(0) = . Oleh karena
itu dari (3.1) didapat z1(1) = u(0)+2. Dengan menggunakan alasan yang serupa, pemroses
P, dan P; mulai bekerja saat yang ke-(k+1) dan produk ditawarkan kekonsumen saat yang
ke-k diberikan sebagai berikut:

zo(k+1) = max(za(k)+6,u(k) +0) (3.2)
z3(k+1) = max(z1(k) +5+1,z2(k) +6+0,25(k) + 3)
= max(zq(k) + 6,x2(k) + 6, z3(k) + 3) (3.3)
y(k) = x3(k) +3+0

untuk semua k£ € Ny Kondisi bahwa semua buffer pada saat awal adalah kosong berkenaan
dengan x1(0) = 22(0) = 23(0) = €. Selanjutnya bila ditulis kembali persamaan evolusi dari
sistem produksi dengan menggunakan simbol @ dan ®, persamaan (3.1), (3.2), (3.3) dan
(3.4) menjadi

ri(k+1) = b®z(k) ®2®u(k)

za(k+1) = 6 x2(k) ®u(k)

r3(k+1) = 6®@x1(k)®6®x2(k) ®3®x3(k)
y(k) = 3®@ws(k).

Bila persamaan-persamaan evolusi terakhir diatas ditulis kembali ke bentuk matriks aljabar-
max-plus, diperoleh

5 € ¢ 2
(k+1) = | e 6 ¢ |®zke| 0| ulk)
6 6 3 €
y(k) = e e 3j@z(k)
dimana x(k) = [z1(k) 22(k) x3(k)]" dan notasi " menyatakan transpos. Catatan model

diatas adalah model dari persamaan

zk+1) = Aozk) ®Boulk)
y(k) = Coz(k),

dengan
5 € € 2
A=|e€ 6 ¢ |,B=|0| danC=[e ¢ 3]
6 6 3 €

Selanjutnya dikembangkan sistem ini dengan asumsi bahwa bila saat waktu bahan baku
dimasukan kesistem ketika saat waktu setelah hasil produk selesai ditawarkan kekonsumen
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(u(k) = y(k)), maka evolusi dari keadaan sistem diberikan oleh:

z(k+1) = Aoz(k)@D B u(k)
= Aoz(k)@ Beyk)
= Aez(k)@P B Cozk)
= A®x(k)
dimana
A=APBecC

Untuk menghitung A bisa digunakan Aljabar Max-Plus Toolbox dalam Scilab sebagai
berikut:

->A=[5 -%inf -%inf;
--> -%inf 6 -%inf;

--> 6 6 3]
A =
5. - Inf - Inf
- Inf 6. - Inf
6. 6. 3.
-->B=[2;0;-%inf]
B =
2.
0.
- Inf
-->C=[-%inf -%inf 3]
c =

- Inf - Inf 3.
-->Abar=maxplusoplus (A,maxplusotimes(B,C))

Abar =
5. - Inf 5.
- Inf 6. 3.
6. 6. 3.

diperoleh nilai

B 5
A= ¢
6

S Oy ™

)
31
3

dalam hal ini tentunya lebih dulu telah diberikan nilai-nilai dari matriks A, B dan C'
kedalam Scilab. Selanjutnya dikaji perilaku dinamik dari sistem dengan mensimulasikan
beberapa keadaan awal. Untuk keadaan awal = [0 0 0]T, diperoleh evolusi sistem untuk
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k=0,1,2,...,10:

8
I
oo o

y=3

(=}

9

11
12
12

15

17
18
18

21

23
24
24

27

29
30
30

33

35
36
36

39

41
42
42

45

47
48
48

51

23
o4
o4

o7

29
60
60

63

Terlihat keadaan sistem mencapi periodik pada saat £ = 1 dengan periode sama dengan
6. Perintah dalam Scilab untuk memperoleh & dan y sebagai berikut

-->[X] = maxplussys(Abar, [0;0;0],10)
X =
column 1 to 8
0. 5. 11. 17. 23. 29. 35. 41.
0. 6. 12. 18. 24 . 30. 36. 42
0. 6. 12. 18. 24 . 30. 36. 42.
column 9 to 11
aT7. 53. 59.
43. 54, 60.
43. 54, 60.
-->for i=1:11
-->y(:,i)=maxplusotimes(C,X(:,1));
-->end
__>y
y =
column 1 to 9
3. 9. 15. 21. 27 . 33. 39. 45, 51.
column 10 to 11
b7. 63.

Berikutnya dicoba keadaan awal = [1 2 2]T, diperoleh evolusi sistemya:

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61
r= 2 8 14 20 26 32 38 44 50 56 62
2 8 14 20 26 32 38 44 50 56 62

y=95 11 17 23 29 35 41 47 53 59 65

Terlihat mulai awal keadaan sistem sudah periodik dengan periode sama dengan 6. Akhirnya,
dicoba lagi dengan keadaan awal z = [20 1 23], didapat evolusi sistemnya:

20 28 33 38 44 50 55 61 67 73 79
= 1 26 32 39 44 50 56 62 68 74 80
23 26 34 38 45 50 56 62 68 74 80
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y=26 29 37 41 48 53 59 65 T1 77 83

Terlihat keadaan sistem mencapi periodik pada saat £ = 6 dengan periode sama dengan
6. Dari beberapa keadaan awal yang diberikan, bisa disimpulkan bahwa keadaan awal
z =[1 2 2]" merupakan keadaan yang baik untuk mengawali saat keadaan sistem aktif,
yaitu saat waktu awal masing-masing proses P, P, dan P5 aktif. Sebab dengan keadaan
awal ini, akan diperoleh suatu jadual dari setiap mesin aktif secara teratur dengan periode
sama dengan 6. Suatu pertanyaan muncul, bagaimana menentukan suatu keadaan awal
dari sistem supaya memperoleh evolusi suatu keadaan sistem periodik dengan periode yang
hingga (finite)? Pertanyaan ini bisa dijawab dengan menggunakan pengertian vektor-
karakteristik dan nilai karakteristik dari suatu matriks persegi. Perhatikan bisa dicek
bahwa vektor keadaan awal £ = [1 2 2]" adalah suatu vektor-karakteistik dari matriks A,
sedangkan nilai-karakteristik dari A sama dengan 6. Hal ini bisa dicek dalam Silab sebagai
berikut.

-->z = maxplusisegv(Abar, [1;2;2],6)
z =

T

Terlihat bahwa benar matriks A mempunyai nilai karakteristik 6 dengan vektor-karakteris-
tik [1 2 2]". Suatu hal yang menarik adalah kajian untuk menguji kestabilan dari jadual
yang teratur ini bila terjadi gangguan, misalnya ada satu atau lebih mesin produksi rusak.
Hal ini tentunya akan membangkitkan suatu keterlambatan suatu mesin proses yang lain
dalam pemrosesan. Akibat gangguan ini, suatu pertanyaan yang mendasar adalah apakah
sistem bisa kembali lagi menghasilkan jadual yang periodik? Dengan kata yang lain apakah
sistem stabil? Pertanyaan ini bisa dijawad dengan pengertian berkaitan dengan kestabilan
dan mengetahui apa syarat-syaratnya sistem yang dikaji adalah stabil.

3.3 Penjadwalan Sistem Jaringan Kereta dan Kestabi-
lan

Pada bagian ini diskusikan jaringan transportasi, khususnya jaringan sistem kereta bisa
dimodelkan jika diberikan suatu jadwal keberangkatan dari sistem kereta tsb. Model
yang dihasilkan bisa digunakan untuk menganalisa perilaku dan ketegaran (robustness)
jaringan tsb. Sistem transportasi dipandang sebagai Sistem Event Diskrit dan digunakan
aljabar max-plus dalam pemodelan dikerjakan pada abstrasi tingkat tertentu yang akan
menghasilkan ciri struktur tertentu jaringan yang bisa dipakai untuk menganalisa dibawah
asumsi yang bisa diterima. Alasan utama digunakannya aljabar max-plus disebabkan ke-
mudahannya dalam menanganai proses sinkronisasi. Sistem transportasi adalah suatu
contoh dimana sinkronisasi memainkan suatu peranan yang penting. Dalam bidang sain
transportasi penggunaan aljabar max-plus adalah relatif baru. Beberapa hasil kerja dari
sistem transportasi dengan menggunakan aljabar max-plus bisa dijumpai di [12| dan [3].
Diasumsikan bahwa suatu jaringan kereta beroperasi dengan suatu jadwal keberangkatan

Aljabar Min-Max Plus dan Terapannya, Copyright: (©2015 Subiono



102 Contoh Aplikasi..

dari semua kereta yang sudah ditentukan secara periodik dengan interval 7. Periode T'
sama untuk semua kereta, yaitu bila keberangkatan kereta ¢ dijadwalkan berangkat pada
waktu d;, maka kereta ini dijadwalkan berangkat pada waktu d; + k. T, k € N dimana N
menyatakan himpunan bilangan alam. Semua waktu perjalan diketahui tetap. Pembatasan
ini dimaksudkan bahwa kereta tidak dapat melaju melebihi jadwal yang sudah ditentukan
juga tidak memperlambat lajunya sehingga membangkitkan keterlambatan. Asumsi yang
lainnya adalah semua waktu perjalanan, dan jadwal disajikan oleh bilangan alam untuk
memudahkan analisa dan pemrograman. Hal ini cukup beralasan disebabkan kebanyakan
jadwal diberikan dalam menit atau jam. Untuk suatu sistem yang realistik, suatu kondisi
dari keberangkatan kereta haruslah memenuhi bahwa kereta sebelumnya yang terjadwal
berangkat pada T satuan waktu sudah berangkat lebih dulu. Selain dari pada itu dia-
sumsikan bila suatu kereta terlambat karena sesuatu hal, keterlambatan ini tidak boleh
melebihi 7. Diasumsikan juga perpindahan penumpang dari satu kereta ke kereta lainya
harus terjamin, ini berarti suatu kereta tidak boleh berangkat sebelum kereta tertentu
lainya sudah datang. Selajutnya diasumsikan, keberangkatan kereta tidak boleh mendahu-
lui jadwal keberangkatan yang sudah ditentukan.

3.3.1 Contoh jaringan kereta

Pada bagian ini dibahas suatu contoh bagaimana menurunkan model jaringan sistem
kereta bila diberikan jadwal keberangkatan dari kereta. Dari jadwal yang ada ditentukan
banyaknya kereta yang beroperasi pada sistem tsb. disetiap jalur yang ada dengan meng-
gunakan waktu acuan jam 11:58. Selanjutnya dibuat sinkronisasi diantara kereta yang ada
pada masing-masing jalur, hal ini dimaksudkan untuk menjamin tejadinya perpindahan
penumpang dari suatu kereta dari jalur tertentu ke kereta lainya dengan jalur yang berbeda.
Waktu perjalanan dari masing-masing kereta diketahui tetap. Waktu perjalanan tsb. di-
tentukan dari selisih diantara waktu kedatangan dengan waktu keberangkatan kereta. Mis-
alkan model yang dikaji meliputi 4 stasiun kereta A, B, C dan D yang dihubungkan oleh
3 jalur, seperti ditunjukkan oleh Gambar 3.2. Jalur 1 adalah lintasan kereta dari A ke B
ke C, kembali lagi ke A. Jalur 2 adalah lintasan kereta dari A ke B ke D, kembali lagi ke
A. Sedangkan jalur 3 adalah lintasan kereta dari C ke D kembali lagi ke C. Angka diatas
dan disamping garis panah menunjukkan lamanya waktu perjalanan. Sedangkan jadwal

Gambar 3.2: Jalur Sistem Kereta
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keberangkatan kereta, waktu perjalan dan banyaknya kereta pada masing-masing jalur
pada saat jam 11:58 sebagai acuan waktu diberikan oleh tabel berikut:

‘ Jalur ‘ dari ‘ ke ‘ jadwal berangkat ‘ lama perjalanan ‘ banyaknya kereta ‘

1 A | By 50 70 2
1 B, | C 10 88 1
1 Ci1 | Bs 47 90 2
1 B | Ay 25 72 1
2 Ay | By 17 70 1
2 Bs | Dy 30 42 1
2 D; | Bs 20 40 1
2 By | A 2 72 1
3 Cy | Do 45 76 2
3 Dy | Co 25 78 1

Disini masing-masing A;,B1,C1,A2,B5,Cy dan Dy bisa dianggap sebagai platfom pada
stasiun A, B, C dan D. Sedangkang aturan sinkronisasi diantara kereta diberikan sebagai
berikut:

e Pada jalur 1, kereta ke-(k + 1) yang berangkat dari platfom B; ke arah C harus
menunggu kedatangan kereta ke-k yang berangkat dari platfom D; menuju B. Kereta
ke-(k 4+ 1) yang berangkat dari platfom C; kearah B harus menunggu kedatangan
kereta ke-k yang berangkat dari platfom Dy menuju C.

e Pada jalur 2, kereta ke-(k + 1) yang berangkat dari platfom By ke arah D harus
menunggu kedatangan kereta ke-(k — 1) (sebab ada 2 kereta pada jalur lintasan dari
C; ke By) yang berangkat dari platfom C; menuju B. Kereta ke-(k+1) yang berangkat
dari Dy kearah B harus menunggu kedatangan kereta ke-(k — 1) (sebab ada 2 kereta
pada jalur lintasan dari C, ke Dg) yang berangkat dari Cy menuju D.

e Pada jalur 3, kereta ke-(k + 1) yang berangkat dari platfom Cy ke arah D harus
menunggu kedatangan kereta ke-k yang berangkat dari platfom B; menuju C. Kereta
ke-(k 4+ 1) yang berangkat dari platfom Dy kearah C harus menunggu kedatangan
kereta ke-k yang berangkat dari platfom B, menuju D.

Selanjutnya dari informasi jadwal keberangkatan, lamanya waktu perjalanan dan posisi
kereta pada saat acuan waktu seperti yang telah ditentukan serta aturan sinkronisasi yang
telah diberikan dibuat suatu model sistem jaringan kereta. Bila z;(k), ¢ = 1,2,...,10
masing-masing adalah keberangkatan kereta yang ke-k dari A; ke By, dari By ke Cy, dari
Ci ke By, dari By ke A;, dari Ay ke B,, dari By ke D¢, dari Dy ke B,, dari By ke A,, dari
Csy ke Dy dan dari D ke Cy, didapat suatu persamaan yang diberikan oleh bentuk berikut:

2k +1) = A® (k) (3.5)
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dimana z(k) = (z1(k), x2(k), ..., x13(k))" dan

88

88

72

40
70 .
42 .
40

42

72

78

78

70
90

90

76

76

(3.6)

0

dimana untuk alasan kemudahan dinotasikan € dengan . = ¢. Catatan: total keseluruhan
kereta adalah 13, hal ini sama dengan dimensi dari pada x pada (3.5). Peubah keadaan
211, €12 dan x13 dinamakan peubah keadaan pembantu.

3.3.2 Pengkajian model yang diharapkan

Maksud dari bagian ini adalah mendiskusikan model sistem jaringan yang diharapkan yang
dikaitkan dengan realita jadwal yang ada. Seperti yang dibahas pada bagian terdahulu
bahwa model yang telah diturunkan yaitu (3.5), tentunya model tsb. memenuhi asumsi
yang telah ditetapkan. Jika model tsb. dikaitkan dengan realita jadwal yang ada, diperoleh:

r(k+1)=A®@x(k)®dk+1)
yEk?zC@g:(k) ,
z(0) =z

(3.7)

dimana x(k) = (x1(k),z2(k),...,z13)", A seperti diberikan pada persamaan (3.6), d(k)
adalah vektor jadwal keberangkatan kereta yang ke-k dan C' = (O &), dimana O =
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) dan € = (e,¢,¢)".

3.3.3 Jadwal keberangkatan

Vektor d(k) € R? berisi jadwal keberangkatan semua kereta yang ke-k. Karena kereta
dijadwal berangkat modulo 7', dalam aljabar max-plus diperoleh hubungan:

d(k) = d(0) ® T*" (3.8)
berlaku untuk semua k. Ini juga bisa ditulis sebagai:
d(k) =d(0) + (k.T) ®n, (3.9)
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dimana n = (0,0,...,0)" € R?, vektor-satuan dalam aljabar max-plus. Jadi dalam aljabar
biasa d(k) = (d1(0)+ (k.T),d2(0) + (k.T),...,d,(0)+ (k.T))". Catatan: sebagaimana telah
diketahui dalam fariabel keadaan berisi sebagian fariabel keadaan pembantu. Begitu juga
dalam vektor jadwal keberangkatan d(k), berisi jadwal keberangkatan yang sesungguhnya,
sedangkan sisanya bukan jadwal keberangkatan yang sesungguhnya. Pada contoh jaringan
yang dibahas d(k) diberikan oleh:

50 + 60.k ]
10 + 60.k
AT + 60.k
25 + 60.k
17 + 60.k
30 + 60.k
d(k) = | 20+ 60.k
2 + 60.k
45 + 60.k
25 + 60.k
—10 + 60.k
—13 4 60.k
|15 4 60.k

dimana d;(k), i = 1,2,...,10 merupakan jadwal keberangkatan yang sebenarnya, sedang-
kan sisanya bukan jadwal yang sebenarnya. Bilangan 60 menunjukkan periodenya (modulo
60), sedangkan —10 berasal dari 50 — 60, —13 berasal dari 47 — 60 dan —15 berasal dari
45 — 60. Jadwal akan bermanfaat bila sistem beroperasi dengan jadwal tsb. Dalam hal ini
akan dikatakan jadwal keberangkatan kereta adalah realistik bagi sistem (3.7).

Difinisi 1 Untuk sistem (3.7) jadwal keberangkatan kereta d adalah realistik bila untuk
semua k >0

A@d(k) < d(k+1). (3.10)

Dikatakan suatu sistem adalah realistik bila ia mempunyar suatu jadwal keberangkatan
kereta yang realistik.

Jadwal keberangkatan kereta yang diberikan pada bagian sebelumnya adalah realistik,
sebab:
A®d(k) <dk+1).

Difinisi 2 Vektor keterlambatan z(k) untuk k > 0 didifinisikan sebagai
z(k) = z(k) — d(k). (3.11)

Maksimum keterlambatan dari keberangkatan kereta ke-k dinotasikan oleh:

n

12(6)]le = ED = (k).

=0
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Berikut ini diberikan suatu teorema yang menyatakan bahwa keterlabatan dari beberapa
kereta tidak akan menyebabkan meningkatnya vektor keterlambatan.

Teorema 3.3.1 Untuk setiap kondisi awal x(0) dalam suatu sistem dengan jadwal ke-
berangkatan yang realistik, maksimum keterlambatan tidak akan meningkat, yaitu untuk
semua k >0

z(k + Dllo < [[z(F)]]e-

Berikut ini diberikan pengertian suatu sistem dikatakan stabil.

Definisi 3.3.1 Suatu sistem dengan jadwal keberangkatan adalah stabil bila setiap keter-
lambatan awal setelah hingga beberapa keberangkatan berikutnya keterlambatan tidak muncul
lagi. Secara formalnya, untuk semua xo ada suatu k(xg) € N sedemikian hingga ||z(k)||e =
0, untuk semua k > k(xo).

Selanjutnya diberikan suatu teorema yang memberikan syarat perluh dan cukup suatu
sistem stabil.

Teorema 3.3.2 Sistem (3.7) adalah stabil bila dan hanya bila A < T. Dimana \ adalah
nilai karakteristik dari matriks A.

Teorema (3.3.2), memberikan suatu syarat kapan suatu sistem akan stabil. Pada ba-
hasan berikut ini, akan dibahas lagi sistem yang telah diturunkan pada bagian sebelumnya,
terutama dibahas kestabilan sistem bila terjadi beberapa keberangkatan kereta terlambat.
Dari hasil yang dikaji bisa diamati keterlambatan yang terjadi besarnya semakin mengecil
untuk periode keberangkatan yang berikutnya, sampai pada suatu waktu keberangkatan
tertentu tidak terjadi keterlambatan keberangkatan kereta.

3.3.4 Simulasi sistem terhadap keterlambatan

Pada bagian ini diberikan suatu simulasi dari sistem yang dikaji bila beberapa kereta
mengalami keterlambatan. Misalkan terjadi keterlambatan keberangkatan sebesar 8 menit
masing-masing pada kereta yang berangkat dari A; dan C,. Dan terjadi keterlambatan
sebesar 25 menit dan 18 menit masing-masing pada kereta yang berangkat dari B; ke A,
dan dari By ke Ay. Dalam hal ini keberangkatan awal karena keterlambatan tsb. diberikan
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oleh z(0) dan vektor keterlambatan z(0) diberikan oleh:

58
10
47
50
17
30
2(0)= | 20 |, 2(0) = z(0) — d(0) =
20
53
25
—10
—13
__15_

1
B
SCooxoo®

—_
(0]

S OO O

Selanjutnya dengan menggunakan persamaan (3.7) dan (3.11) diperoleh:
[122] 1
60
103
77
92
87
z(l)=|72], 2(1)=
60
103
72
58
47
- 53 -

—_

[149]
128
150
137
132
162

x(2) = |129], z(2)=
112
150
129
122
103

103

0
0
0
0
0
8
0
8
0
0
0
0
0

—_

2
0
0
0
)
2
0
0
0
0
2

—_

0
0
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[209.
192.
216.
193.
184.
202.
x(3) = [204.|, 2(3) =
169.
216.
204.
149.
150.
| 150.

[265. ]
244.
282.
240.
241.
254.
x(4) = |244.|, z2(4) =
244.
282.
244.
209.
216.
216,

PLLLPLENOOCOLOLL DO O 000N

dan

[312.
284.
332.
306.
316.
311.

x(5) = [296.|, z2(5b) =

284.

332.

296.

265.

282.

282.

EEEEEEEEEEEE

=

Terlihat bahwa akibat keterlambatan awal pada keberangkatan beberapa kereta, keterlam-
batan keberangkatan berikutnya terlambat sebesar 12 menit terjadi pada lintasan A; ke
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B;. Keterlambatan ini menyebabkan keterlambatan berikutnya sebesar 12 menit terjadi
pada lintasan By ke D;. Sedangkan keterlambatan sebesar 15 menit pada lintasan Ay ke
B menyebabkan keterlambatan sebesar 2 menit pada keberangkatan dari B; ke C; dan
keterlambatan sebesar 12 menit pada jalur By ke D; menyebabkan keterlambatan sebesar
4 menit pada keberangkatan dari D; ke By. Keterlambatan sebesar 4 menit pada jalur
D, ke By menyebabkan keterlambatan keberangkatan sebesar 2 menit pada keberangkatan
dari By ke Ay. Setelah itu untuk k& > 4 sistem tidak mengalami keterlambatan lagi, ini
berarti sistem beroperasi sesuai jadwal keberangkatan ada. Dalam hal ini dikatakan sis-
tem mencapai keadaan stabil untuk k£ > 4. Catatan: nilai karakteristik dari matriks A
yang dikaji adalah A = 56, sedangkan 7" = 60. Jadi bukanlah hal yang mengherankan
bahwa sistem yang dikaji adalah stabil, sebab A\ = 56 < T = 60. Menurut Teorema 2, sis-
tem stabil. Berikut ini diberikan ringkasan hasil apa yang telah dibahas pada keseluruhan
bagian ini. Telah dikaji suatu model sistem jaringan kereta yang diturunkan dari jadwal ke-
berangkatan kereta dengan menggunakan aljabar max-plus. Selanjutnya telah ditunjukkan
pula bila terjadi keterlambatan dari beberapa kereta pada sistem yang ada keterlambatan
ini akan semakin mengecil sampai pada suatu keberangkatan tertentu berikutnya sudah
tidak ada keterlambatan lagi. Hal ini menunjukkan sistem kembali beroperasi dengan jad-
wal keberangkatan sebagaimana bila tidak ada keterlambatan. Dengan kata lain sistem
yang dikaji adalah stabil.

3.4 Menentukan Jalur Tercepat

Diberikan gambar suatu jalur sebagai berikut.

3
1 C 1 1
Be E
2 2 D 2
31 |2
-2
3 A 8

Persoalan Lintasan Tercepat merupakakan persoalan min plus aljabar. Matriks yang
berkaitan dengan masalah ini adalah

s

I
8 g
g oo g e
g w8 = e
R —8 8 o

00
3
1
00
2
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Untuk menentukan waktu tercepat diperlukan matriks A* yang diberikan oleh

A* — A@l A2 @l A3 @/ A4

3

I
S B DN Ot
W N W

N W - W

4

2
1
3
2

W — N W Ot
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Pengenalan Petri Nets

Petri net dikembangkan pertama kali oleh C.A. Petri pada awal 1960-an. Petri net
merupakan salah satu alat untuk memodelkan sistem event diskrit selain menggunakan
automata yang telah dikenal sebelumnya. Setiap automata dapat diubah menjadi Petri
net. Pada Petri net event berkaitan dengan transisi. Agar suatu event dapat terjadi,
beberapa keadaan harus dipenuhi terlebih dahulu. Informasi mengenai event dan keadaan
ini masing-masing dinyatakan dengan transisi dan place. Place dapat berfungsi sebagai
input atau output suatu transisi. Place sebagai input menyatakan keadaan yang harus
dipenuhi agar transisi dapat terjadi. Setelah transisi terjadi maka keadaan akan berubah.
Place yang menyatakan keadaan tersebut adalah output dari transisi.

Definisi 4.0.1 ([29]) Petri net adalah 4-tuple (P, T, A,w) dengan
e P : himpunan berhingga place, P = {p1,p2,...,pn},
e T : himpunan berhingga transisi, T = {t1,ts,... tn},
o A : himpunan arc, AC (P xT)U (T x P),
e w : fungsi bobot, w: A — {1,2,3,...}.

Berdasarkan Definisi 4.0.1 maka himpunan place dan transisi tidak harus berupa himpunan
berhingga melainkan bisa berupa himpunan takhingga terhitung (countable sets). Pada
hampir semua kasus yang rumit dapat dimodelkan dengan Petri net yang mempunyai place
dan transisi berhingga.

Petri net dapat digambarkan sebagai graph berarah. Node dari graph berupa place yang
diambil dari himpunan place P atau transisi yang diambil dari himpunan transisi 7. Pada
Petri net graph diperbolehkan menggunakan beberapa arc untuk menghubungkan dua node
atau ekivalen dengan memberikan bobot ke setiap arc yang menyatakan banyaknya arc.
Struktur ini dikenal dengan struktur multigraph.

Dalam membahas representasi Petri net secara grafik akan digunakan notasi (¢;) dan
O(t;) yang masing-masing menyatakan himpunan place input dan output ke transisi ¢;.
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Secara matematis definisi tersebut dapat ditulis menjadi persamaan berikut [29].

I(t;) = {pi : (pi,t;) € A}

O(t;) = {pi: (t;,p;) € A} (4.1)

Notasi yang sama dapat digunakan untuk mendeskripsikan input dan output transisi
untuk place p; sebagai berikut.

I(pi) = {t;: (tj;pi) € A}

(4.2)

O(pi) = {t; : (i, t;) € A}

Grafik Petri net terdiri dari dua macam node yaitu lingkaran dan garis. Lingkaran

menyatakan place sedangkan garis menyatakan transisi. Arc disimbolkan dengan panah

yang menghubungkan place dan transisi. Arc yang menghubungkan place p; ke transisi ¢;

berarti p; € I(t;). Jika bobot arc dari place p; ke transisi ¢; adalah k ditulis w(p;,t;) =k
maka terdapat & arc dari place p; ke transisi ¢; atau sebuah arc dengan bobot k.

@ﬂ—o

Gambar 4.1: Petri net sederhana

Contoh 4.0.1 Perhatikan Petri net pada Gambar 4.1. Terdapat dua place pada Petri net
tersebut yaitu p; dan py ditulis P = {py,p2}. Untuk menyatakan bahwa terdapat sebuah
transisi yaitu ¢; maka ditulis T' = {¢;}. Arc dinyatakan dengan pasangan berurutan. Ele-
men pertama menyatakan asal dan elemen kedua menyatakan tujuan misalnya arc dari
place py ke transisi ¢; ditulis (py,t;) dan (¢, po) menyatakan arc dari transisi t; ke place
pe. Secara lengkap ditulis A = {(p1, 1), (t1,p2)}. Bobot arc dari place p; ke transisi t;
adalah dua yaitu w(p;,t;) = 2 dan bobot dari transisi ¢; ke place ps adalah satu yaitu

w(ty,p2) = 1. Pada contoh ini I(t;) = {p1} dan O(t1) = {p2}. 0

Terlihat pada Contoh 4.0.1 bahwa bobot arc dari place p; ke transisi ¢; adalah 2 dan
digambarkan dengan dua buah arc. Bobot arc dari transisi ¢; ke place p, adalah satu.
Transisi tidak harus mempunyai place input dan place output seperti transisi ¢; pada
Gambar 4.1. Kadang transisi tidak mempunyai place input. Ini berarti event yang diny-
atakan oleh transisi tersebut tidak membutuhkan kondisi untuk dapat terjadi. Transisi t,
pada Petri net Contoh 4.0.2 tidak mempunyai place input. Berikut merupakan penjelasan
dari Petri net pada Gambar 4.2 beserta cara identifikasi dan penulisan place, transisi, arc
dan bobotnya.
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Gambar 4.2: Petri net dengan Transisi yang Tidak Mempunyai Place Input

Contoh 4.0.2 Petri net pada Gambar 4.2 mempunyai dua place dan dua transisi yang
masing-masing dapat ditulis P = {p;, p2} dan T' = {t;,t2}. Arc dinyatakan dengan pasan-
gan berurutan misalnya arc dari place p; ke transisi ¢; dinotasikan dengan p,¢;). Jumlah
arc pada Petri net tersebut sebanyak 4 yang ditulis A = {(p1, t1), (t1,p2), (P2, t1), (t2,02)}-
Berikut merupakan bobot pada masing-masing arc

w(pr,t1) =2, w(ty,p2) = w(ps, t1) = w(tz,p2) =1 (4.3)

Terlihat dari Gambar 4.2 bahwa [(t;) = P, yang menyatakan bahwa semua place pada
Petri net merupakan input dari transisi ¢;. Jelas bahwa himpunan O(t;) = {p2} = O(t2)
dan I(ty) = () karena tidak ada place yang menjadi input dari transisi ¢s. 0

Adakalanya berguna untuk membedakan antara Petri net yang pure dan impure. Petri
net disebut pure jika tidak ada place yang menjadi input dan output untuk suatu transisi.
Jika terdapat place yang menjadi input dan output untuk transisi tertentu maka Petri net
dikatakan impure.

Definisi 4.0.2 ([29]) Petri net dikatakan pure jika tidak mempunyai place yang menjadi
mput sekaligus output untuk suatu transisi. Secara formal ditulis

ﬂpz € P, t]‘ eT > {(pi,tj), (t],pl)} Q A (44)

Jelas bahwa Petri net pada Gambar 4.1 adalah pure karena tidak ada place yang men-
jadi input sekaligus output untuk suatu transisi sedangkan Petri net pada Gambar 4.2
adalah tmpure, karena py adalah place input dan output untuk transisi ¢;.

4.1 Tanda Petri net dan Ruang Keadaan

Transisi pada Petri net menyatakan event pada sistem event diskrit dan place merepre-
sentasikan kondisi agar event dapat terjadi. Diperlukan mekanisme untuk mengindikasikan
apakah kondisi telah terpenuhi. Token adalah sesuatu yang diletakkan di place yang me-
nyatakan terpenuhi tidaknya suatu kondisi. Secara grafik token digambarkan dengan dot
dan diletakkan di dalam place. Jika banyaknya token besar maka dituliskan dengan angka.

Definisi 4.1.1 ([29]) Penanda (marking) x pada Petri net adalah fungsi

x:P—={0,1,2,...}.
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Penanda dinyatakan dengan vektor berisi bilangan bulat taknegatif yang menyatakan
banyaknya token yaitu = [z(p1), z(p2), ..., z(p,)]T. Banyaknya elemen x sama dengan
banyak place dalan Petri net. Elemen ke-i pada vektor ini merupakan banyaknya token

pada place p;, dengan demikian z(p;) € {0,1,2,...}.

Definisi 4.1.2 ([29]) Petri net bertanda (marked) adalah 5-tuple (P, T, A, w, %) dimana
(P, T, A w) adalah Petri net dan xy adalah penanda awal

Selanjutnya Petri net bertanda cukup disebut Petri net. Seperti pemodelan sistem
pada umumnya, maka harus didefinisikan keadaan (state) pada Petri net. Keadaan pada
Petri net adalah penanda Petri net.

Definisi 4.1.3 ([29]) Keadaan (state) Petri net bertanda adalah

z = [z(p1), 2(p2), . .- >x(pn)]T'

Perhatikan bahwa banyaknya token pada place adalah sebarang bilangan bulat takne-
gatif, tidak harus terbatas (bounded). Secara umum banyaknya penanda yang mungkin
adalah takhingga. Ruang keadaan (state space) X pada Petri net bertanda dengan n place
didefinisikan oleh semua vektor berdimensi n dengan elemen bilangan bulat taknegatif,
jadi X = {0,1,2,...}". Untuk selanjutnya digunakan istilah keadaan dan penanda akibat
adanya perubahan tanda.

Jika semua keadaan yang diperlukan sudah terpenuhi maka transisi dapat terjadi.
Dalam hal ini keadaan merupakan place input dari transisi. Bobot arc dari place in-
put ke transisi menunjukkan banyaknya token minimum di place agar transisi enable. Jika
semua place input mempunyai token lebih dari atau sama dengan banyaknya token mini-
mum yang dibutuhkan maka transisi enable. Secara formal didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 4.1.4 ([29]) Transisit; € T dalam Petri net bertanda dikatakan enable jika

x(p;) > w(pi,tj), Vpi € I(t)) (4.5)

Gambar 4.3 merupakan contoh transisi yang tidak enable. Jelas bahwa I(t;) = {p:},
z(p1) = 1 dan w(py, t1) = 2 seperti yang terlihat pada Gambar 4.3 Transisi t; tidak enable
karena 1 = x(p1) < w(p1,t1) = 2.

O—— O

h 1 D2

Gambar 4.3: Contoh Transisi yang Tidak Enabled

Transisi ¢; enable jika banyaknya token pada place p; lebih dari atau sama dengan 2.
Terlihat pada Petri net Gambar 4.4 bahwa z(p;) = 2 sehingga transisi ¢; dalam Petri net
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@ ®

p1 t D2

Gambar 4.4: Contoh Transisi yang FEnabled

tersebut enable. Dari sini dapat disimpulkan agar transisi ¢; enable maka banyaknya token
pada place p; paling sedikit sebesar bobot arc yang menghubungkan p; ke ¢;. Kenyataan
ini sesuai dengan definisi transisi enable yang telah dituliskan sebelumnya.

4.2 Dinamika Petri net

Jika Petri net digunakan untuk memodelkan sistem dinamik event diskrit, seharusnya
Petri net dilengkapi dengan mekanisme yang mirip dengan transisi keadaan (state transi-
tion) pada automata. Mekanisme ini berupa menjalankan token melewati jaringan (net)
ketika transisi menjadi enable dan proses ini mengubah keadaan Petri net.

Hanya transisi enable yang dapat difire. Transisi difire saat event yang dinyatakan
oleh transisi terjadi. Berikut ini adalah proses yang terjadi pada pemfirean transisi. Se-
mua token di place input dikurangi/diambil sebanyak bobot arc yang menghubungkannya.
Berdasarkan Definisi 4.1.4 maka banyaknya token di place input setelah dikurangi adalah
bilangan bulat taknegatif. Token di place output ditambah sebanyak bobot arc yang
menghubungkannya.

Definisi 4.2.1 ([29]) Fungsi perubahan keadaan pada Petri net bertanda (P, T, A, w, %)
yaitu f:{0,1,2,...}"xT — {0,1,2,...}" terdefinisi untuk transisi t; € T jika dan hanya
Jika

Jika f(z,t;) terdefinisi maka ditulis x' = f(x,t;), dimana

2 (pi) = x(pi) —wpit;) +w(ty,p), i=1,2,...,n (4.7)

Kondisi (4.6) menjamin fungsi perubahan keadaan hanya didefinisikan untuk transisi
yang enable. Fungsi perubahan keadaan didasarkan pada struktur Petri net. Keadaan
berikutnya yang didefinisikan pada (4.7) secara eksplisit tergantung dari fungsi bobot pada
setiap input dan output pada transisi.

Berdasarkan (4.7), jika p; adalah place input untuk transisi ¢;, maka token pada place
pi berkurang sebanyak bobot arc dari p; ke t;. Sebaliknya jika p; adalah place output dari
transisi ¢; maka token pada place p; bertambah sebesar bobot arc dari t; ke p;. Mungkin
p; adalah place input dan output dari transisi ¢; sehingga menurut (4.7) token pada place
p; berkurang sebanyak w(p;,t;) dan bertambah sebanyak w(t;, p;).
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Perhatikan bahwa banyaknya token pada Petri net bertanda tidak tetap. Jelas dari (4.7)
bahwa mungkin w(t;, p;) > w(p;, t;) sehingga token yang ditambahkan pada place p; lebih
banyak daripada yang diambil ketika transisi ¢; difire. Secara umum token pada Petri
net mungkin habis setelah beberapa kali pemfirean atau banyaknya bertambah menuju
takhingga.

P1 D2

oo

Gambar 4.5: Sebelum Transisi t; Difire

Berikut dibahas proses pemfirean Petri net pada Gambar 4.5 dan keadaan Petri net
setelah terjadi pemfirean transisi.

Contoh 4.2.1 Inisialisasi banyaknya token pada p; dan ps masing-masing adalah 2 dan
1 sehingga penanda awal Petri net adalah 2o = [z(py), z(p2)]” = [2,1]7. Arc dari p; ke t;
mempunyai bobot 2 ditulis w(p,t;) = 2.

Jelas bahwa z(p;) = 2 > w(py, t1) sehingga transisi t; enable dan dapat difire. Untuk
memfire transisi t; dibutuhkan dua token dari place p; sehingga token di place tersebut
habis dan sebuah token ditambahkan di place p,. Penanda Petri net berubah menjadi
x’ = [0,2]7 setelah transisi t; difire dan bisa ditulis ' = f(zo,t;). Transisi t; tidak enable
karena tidak ada token pada place p;. Pada keadaan ini tidak ada transisi yang enable

karena Petri net pada Gambar 4.5 mempunyai sebuah transisi yaitu t;. O

Keadaan dimana tidak ada transisi yang enable seperti yang terlihat pada Gambar 4.6
disebut keadaan terminal dan Petri net mengalami deadlock. Petri net yang baik se-
harusnya menghindari terjadinya deadlock. Pembahasan mengenai deadlock secara lebih
terperinci dapat dilihat pada bagian analisis Petri net takberwaktu.

O———®

b1 t D2

Gambar 4.6: Sesudah Transisi t; Difire

Token pada place dan bobot arc ditulis secara ringkas agar penulisan lebih sederhana.
Dalam hal ini digunakan notasi vektor. Untuk menyatakan [x(p;), x(ps), ..., x(p,)]T ditulis
x ([pl,pz, o ,pn]T) dan untuk menyatakan [w(py, t;), w(pz,t;), - . ., w(py, t;)]* dapat ditulis
w ([pl, P2y lt, tj) dengan 1 < j < m. Pengertian ini dituliskan dalam definisi berikut.
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Definisi 4.2.2 Diberikan (P, T, A,w) Petri net. Jika {p},p5,...,p,1} € P dant € T
maka berlaku
def
z (00, s Pa]”) = [2(0)), 2(Py), -, w(ply)]”

def

(4.8)
w ( ll’p/Q’ ct 7p;l]T7t> = [w(pll’t)7w(p/27t)’ R 7w(p;’b7t)]T

Untuk memperjelas penggunaan Definisi 4.2.2, berikut dibahas penggunaan notasi vek-
tor pada permasalahan pemfirean transisi. Tujuan penggunaan notasi vektor adalah mem-
persingkat penulisan.

to
t1 P2 \
Ps B Da
%
D1 t3

Gambar 4.7: Keadaan Awal Petri net Bertanda

Pada contoh berikut dibahas pemfirean Petri net pada Gambar 4.7. Disini terdapat
dua hal yang penting yaitu proses pemfirean dan penggunaan notasi pada Definisi 4.2.2.

Contoh 4.2.2 Gambar 4.7 merupakan keadaan awal Petri net sebagai contoh ilustrasi
pemfirean transisi dan perubahan keadaan. Place input dari transisi t; adalah p; sedangkan
place outputnya adalah py dan psy yang dapat dinotasikan I(t;) = {p1} dan O(t;) =
{p2, p3}. Place input dari transisi ty adalah p, dan p3 sedangkan py dan p, merupakan place
outputnya yang dapat ditulis I(ts) = {p2, ps} dan O(tz) = {p2, ps}. Transisi t3 mempunyai
place input py, p3 dan py tetapi tidak mempunyai place output, yaitu I(t3) = {p1, ps, pa}
dan O(t3) = 0.

Keadaan awal Petri net adalah zq = [z(p1), x(p2), z(p3), z(p4)]” yaitu o = [2,0,0, 1]7.
Terlihat pada Gambar 4.7 bahwa satu-satunya transisi yang enable adalah t;, karena tran-
sisi tersebut hanya membutuhkan sebuah token dari place p; dan token pada place pq
berjumlah dua, yaitu z(p;) = 2. Jelas bahwa 2 = z(p;) > w(p1,t;) = 1 sehingga transisi
t; memenuhi persamaan (4.6). Transisi to tidak enable karena tidak ada token pada place
po dan p3 yang dapat ditulis 0 = z ([p2, ps]”) < w ([p2,p3]”,t2) = 1. Notasi 0 dan 1
menyatakan vektor yang semua elemennya masing-masing 0 dan 1. Jumlah elemen pada
vektor tergantung kondisi, pada pertidaksamaan tersebut vektor terdiri dari dua elemen.
Transisi t3 tidak enable karena [2,0,1]7 =z ([pl, P3, p4]T) *w ([pl, p3, pat, tg) =1.

Ketika transisi t; difire maka sebuah token diambil dari place p; dan sebuah token
ditambahkan ke place p, dan p3 seperti pada Gambar 4.8. Persamaan (4.7) juga dapat
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P4

Gambar 4.8: Keadaan Petri net Setelah Transisi t; Difire

digunakan untuk mengetahui keadaan berikutnya.

Keadaan Petri net menjadi £; = 1 seperti terlihat pada Gambar 4.8. Transisi t;
enable karena ada satu token di py, ditulis z(p;) = 1 = w(py,t;). Kondisi z ([ps, ps]”) =
1 =w ([pz,pg]T,t2> menyebabkan transisi ty enable. Pemfirean dapat dilakukan pada
transisi t3 karena terdapat token pada place pi, ps dan p4, yaitu z ([pl, P3, p4]T) =1=
w ([pl, p3, pal’, t3). Jadi pada keadaan ini semua transisi enable karena semua place sudah
terisi token.

Selanjutnya misal transisi t, difire. Pada setiap place input dari transisi to, token
dikurangi satu. Dalam hal ini pada place po dan ps sehingga kedua place tersebut tidak
mempunyai token. Place output dari transisi ty adalah po dan ps. Sebuah token ditam-
bahkan ke place py sehingga place po kembali mempunyai sebuah token. Ingat bahwa place
po adalah place input sekaligus place output dari transisi tp yang ditulis py € I(t2) NO(t2).
Selain place ps, place output dari transisi t, adalah place py sehingga pada place tersebut
ditambahkan sebuah token. Jumlah token yang berada pada place p, bertambah menjadi
dua.

Keadaan Petri net menjadi o = [1,1,0,2]7 yang ditunjukkan oleh Petri net pada
Gambar 4.9. Transisi t; tetap enable karena place p; mempunyai sebuah token dan arc
yang menghubungkan place p; ke transisi t; mempunyai bobot satu yang dapat ditulis
xz(p1) = 1 = w(p1,t1). Tidak adanya token pada place p3 menyebabkan transisi ty dan
t; tidak enable. Hal ini dapat ditulis sebagai [1,0]” = x ([p2, ps]") 2 w ([p2, ps]”,t2) =1
dan.[1,0,2]" = @ ([p1,ps,pa)") # w ([p1,ps,pa)”,t3) = 1. Jadi pada keadaan ini satu-
satunya transisi yang enable adalah t;.

Mari kembali ke keadaan z; yaitu Petri net pada Gambar 4.8 dimana semua transisi
enable. Jika sebelumnya transisi yang difire adalah t; maka sekarang transisi tg difire.
Token pada setiap place input dari transisi t3 dikurangi satu yaitu pada place p;, p3 dan
ps. Perhatikan bahwa tidak ada place output dari transisi t3. Keadaan ini juga dinotasikan
dengan x, karena pemfirean sudah dilakukan dua kali sejak keadaan x.

Keadaan Petri net pada Gambar 4.10 menjadi x, = [0,1,0,0]7. Transisi t; tidak
enable karena 0 = x(p;) < w(pi,t1) = 1 yaitu tidak ada token pada place p;. Kondisi
[1,0]" = 2 ([p2, ps]”) £ w ([p2, ps]”, t2) = 1 menyebabkan transisi t, tidak enable. Transisi
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Gambar 4.10: Keadaan Petri net Setelah Transisi t; Difire Kemudian ts

t; juga tidak enable karena 0 = = ([p1, p3, pa]”) < w ([p1, ps, pa]”, t3) = 1, yaitu semua place
input dari t3 tidak mempunyai token. Jadi semua transisi tidak enable dengan keadaan
xo = [0,1,0,0]T. Keadaan dimana Petri net mengalami deadlock disebut keadaan terminal

dari Petri net. 0

Urutan pemfirean transisi tidak diberikan pada Petri net. Seperti contoh sebelumnya,
pada keadaan x, ketiga transisi dapat difire. Tidak adanya data mengenai transisi mana
yang difire bukan hal yang mengejutkan karena model sistem event diskrit yang dibahas
adalah tanpa waktu (untimed). Pada model Petri net ini tidak ada informasi terjadinya
event (transisi). Dengan tidak adanya mekanisme untuk menentukan transisi berikutnya
maka harus diteliti setiap kemungkinan urutan pemfirean secara terpisah.

Dengan menggunakan definisi yang telah dibahas pada bagian ini, sulit untuk mengim-
plementasikan Petri net ke dalam program. Pada pembahasan berikutnya dikaji repre-
sentasi Petri net dalam matriks yang bertujuan memudahkan implementasi Petri net ke
program. Representasi dengan matriks dapat digunakan untuk mendesain Petri net dengan
banyaknya place dan transisi yang besar. Hal ini sulit dilakukan secara visual.

4.3 Representasi Petri net Menggunakan Matriks

Pada bagian ini dikaji representasi Petri net dalam notasi matriks. Seperti yang telah
dikutip pada bagian sebelumnya, hal ini bertujuan untuk memudahkan dalam implemen-
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tasi. Petri net dapat direpresentasikan dalam dua matriks yang disebut backward incidence
dan forward incidence. Kedua matriks ini masing-masing berukuran n xm dengan n adalah
banyaknya place dan m adalah banyaknya transisi. Elemen matriks ini adalah bilangan
bulat taknegatif.

Matriks backward incidence dan forward incidence masing-masing serupa dengan defini-
si place input dan output pada persamaan (4.1). Elemen pada matriks backward incidence
merupakan bobot arc yang menghubungkan place ke transisi. Jika tidak ada arc yang
menghubungkan place ke transisi maka bobot arc diisi nol. Jelas bahwa place ini adalah
place input dari transisi. Definisi serupa juga digunakan untuk matriks forward incidence.
Bedanya elemen pada matriks ini merupakan bobot arc yang menghubungkan transisi ke
place sehingga merupakan place output dari transisi.

Definisi 4.3.1 Matriks backward (forward) incidence yang merepresentasikan Petri net

adalah matriks berukuran n x m dengan elemen baris ke-i kolom ke-j adalah Ay(i,7) i

w(psrty) (Ar(i,5) = w(ty, py).

Salah satu kegunaan matriks backward incidence adalah menentukan transisi yang en-
able. Perhatikan kembali persamaan (4.5), persamaan itu berlaku hanya untuk place input.
Jika p; bukan merupakan place input dari transisi ¢; yaitu p; ¢ I1(¢;) maka bobot arc dari
place p; ke transisi ¢; adalah nol karena tidak ada arc yang menghubungkannya, ditulis
w(p;, t;) = 0. Persamaan (4.5) pasti benar karena z(p;) > 0. Jadi persamaan (4.5) berlaku
untuk semua place sehingga dapat ditulis dalam notasi vektor sebagai berikut.

l‘([p1, s >pn]T) > w([pla cee ’pn]T’tj)
=Ap(:,7) (4.9)
:Ab €;

dengan Ay(:,j) menyatakan kolom ke-j dari matriks A, dan e; merupakan kolom ke-j
matriks identitas berorder m. Terlihat pada persamaan (4.9) transisi t; enable jika vektor
keadaan lebih besar atau sama dengan kolom ke-j dari matriks backward incidence yaitu
x > Au(:,j). Dengan kata lain penentuan transisi yang enable dapat dilakukan dengan
mencari kolom dari matriks backward incidence yang kurang dari atau sama dengan vektor
keadaan. Persamaan (4.9) dapat ditulis lebih ringkas menjadi

x> A e (4.10)

Perhatikan persamaan (4.7) yang mendeskripsikan bagaimana tanda pada place berubah
ketika suatu transisi difire. Selanjutnya akan diturunkan bentuk persamaan vektor dari (4.7)
untuk memperoleh keadaan Petri net berikutnya yang dinotasikan ' = 2’ ([p1 J D2y e e pn]T)
jika keadaan saat ini adalah x = x ([pl, Doy pn]T) dan kenyataan bahwa suatu transisi
t; € T telah difire dengan 1 < j < m. Perhatikan bahwa persamaan (4.7) berlaku untuk
semua place di Petri net. Dengan menggunakan notasi vektor yang telah didefinisikan
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sebelumnya maka persamaan (4.7) dapat ditulis kembali menjadi persamaan yang lebih
ringkas dan sederhana.

x ([pl, o ,pn]T) =2z ([pl, . ,pn]T) —w ([pl, . ,pn]T,tj) +w (tj, [p1,. .. ,pn]T) (4.11)

Berdasarkan Definisi 4.3.1 maka w ([pl, . ,pn]T,tj) merupakan kolom ke-j matriks
backward incidence yang dinotasikan Ay(:, j). Notasi Af(:, j) menyatakan kolom ke-j ma-
triks forward incidence yaitu w (tj, D1, .. ,pn]T) pada persamaan (4.11). Dengan meng-
gunakan notasi Ay dan A, maka persamaan (4.11) dapat ditulis menjadi

l’,([pl,...,pn]T): [pl,...,pn

(4.12)

dengan e; adalah kolom ke-j dari matriks identitas berorder m dan A = Ay — A,. Matriks
A disebut matriks combined incidence atau matriks incidence. Elemen matriks ini adalah
bilangan bulat yang merupakan selisih bobot arc place input dan output yaitu A(7, j) =
w(ty, pi) — w(pis t;).

Terlihat dari persamaan (4.12) bahwa nilai j menentukan indeks transisi yang difire.
Dengan menggunakan notasi vektor maka persamaan (4.12) dapat dinyatakan sebagai

¥=z+Au (4.13)

dengan u menyatakan vektor kolom yang mempunyai elemen sebanyak m yaitu diperoleh
dari kolom matriks identitas.

Contoh 4.3.1 Petri net yang dibahas disini adalah Petri net pada Gambar 4.5 di Con-
toh 4.2.1. Terdapat dua place dan sebuah transisi sehingga n = 2 dan m = 1. Matriks back-
ward incidence dan forward incidence berukuran 2 x 1 yaitu A, = [2,0]" dan A; = [0,1]7.
Keadaan awal Petri net dapat ditulis £ = [2,1]7. Berdasarkan persamaan (4.10) maka
transisi t; enable karena xq > A, sehingga transisi t; dapat difire.

Sebelum memfire transisi t; dihitung matriks incidence terlebih dahulu supaya dapat
menggunakan persamaan (4.13) untuk menentukan keadaan berikutnya. Matriks incidence
merupakan selisih antara forward incidence dan backward incidence yaitu A = Ay — A, =
0,1]7—[2,0]" = [-2,1]T. Dengan menggunakan persamaan (4.13) diperoleh z; = [2,1]7 +
[—2,1]"7 1 = [0,2]" yang sama dengan keadaan Petri net setelah transisi t; difire seperti

pada Gambar 4.6. 0

Setelah mengetahui proses pencarian transisi yang enable dan proses pemfirean transisi
yang enable pada Contoh 4.2.1, berikutnya dikaji Petri net pada Contoh 4.2.2.
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Contoh 4.3.2 Terdapat empat place dan tiga transisi pada Petri net ini sehingga n = 4
dan m = 3. Matriks backward incidence dan forward incidence masing-masing berukuran
4 x 3 sebagai berikut.

Ay = , Af =

1
0
X (4.14)
1

o O O =
O~~~ O
O~ = O
_ o = O
OO OO

Keadaan awal Petri net adalah zy = [2,0,0,1]7. Transisi t; enable karena zo > Ay(:, 1)
sedangkan transisi tp dan t3 tidak enable karena xq 7 Ay(:,j) untuk j = 2,3. Selanjutnya
dihitung matriks incidence yang dapat digunakan untuk menentukan keadaan berikutnya.

000 10 1 -1 0 -1
110 010 1 0 0

A=Ar=RA=17 00l o1 1|71 -1 -1 (4.15)
010 00 1 0 1 -1

Untuk menentukan keadaan berikutnya, gunakan persamaan (4.13). Transisi yang difire
adalah t; karena transisi tersebut enable.

2 -1 0 -1 1 2 —1 1
0 1 0 0 0 1 1
1 0 1 -1 0 1 0 1

Dari persamaan (4.16) diperoleh z; = [1, 1, 1, 1] sama seperti Petri net pada Gambar 4.8.
Tidak sulit untuk melihat bahwa 2, > Ay(:,7) dengan 1 < j < 3 sehingga semua transisi
enable. Transisi yang difire berikutnya adalah ty agar urutan transisi yang difire sama
dengan Contoh 4.2.2. Cara yang sama digunakan untuk memperoleh keadaan setelah
transisi ty difire.

1 -1 0 -1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 1
1 0o 1 -1 1 1 2
Keadaan berikutnya adalah o = [1,1,0,2]7 yang sama dengan keadaan Petri net pada

Gambar 4.9. Pada keadaan ini satu-satunya transisi yang enable adalah t; karena x, >
Ap(:,1) dan 2o # Ay(:, j) untuk j = 2,3.

Telah diketahui bahwa pada keadaan 1, semua transisi enable. Jika sebelumnya transisi
yang difire adalah t maka sekarang dipilih transisi yang lain untuk difire yaitu ts.

1 -1 0 -1 0 1 —1 0
1 1 0 0 1 0 1
1 0 1 -1 ! 1 —1 0
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Perhatikan bahwa persamaan (4.18) menyatakan keadaan Petri net pada Gambar 4.10.
Pada keadaan ini tidak ada transisi yang enable karena o # Ap(:,j) untuk 1 < j < 3

sehingga Petri net mengalami deadlock. 0

Permasalahan yang akan dikaji berikutnya adalah analisis sistem ewvent diskrit. Aspek
yang dianalisis pada sistem event diskrit meliputi keterbatasan (boundedness), liveness,
deadlock dan lain-lain. Analisis sistem dapat digunakan untuk menentukan performa sis-
tem event diskrit dan menentukan kestabilan sistem.

4.4 Analisis Model Sistem Fvent Diskrit Tak Berwaktu

Analisis model sistem event diskrit takberwaktu terdiri dari pengkajian logika dan
perilaku kualitatifnya. Saat mendesain sistem event diskrit diberikan spesifikasi yang harus
dipenuhi. Spesifikasi berupa menghindari keadaan yang "tidak diinginkan" atau mencapai
keadaan yang "diinginkan" dalam waktu tertentu. Setelah sistem event diskrit sudah
didesain maka sistem harus diverifikasi apakah sudah memenuhi spesifikasi yang diberikan.

Langkah pertama adalah mengkategorikan beberapa permasalahan yang berhubungan
dengan analisis sistem event diskrit. Permasalahan ini berhubungan dengan sistem tanpa
memperhatikan representasi yang digunakan misalnya Petri net atau automata. Agar ter-
minologi dan notasi yang digunakan konsisten maka dipilih salah satu representasi sebagai
acuan. Pada penelitian ini Petri net digunakan sebagai acuan karena sifatnya yang umum
sehingga memudahkan dalam menunjukkan keterbatasan teknik yang dikaji.

Sebelum mengkaji permasalahan yang berhubungan dengan analisis sistem event diskrit,
terlebih dahulu dibahas teknik analisis yang digunakan. Teknik analisis yang digunakan
adalah coverability tree. Beberapa permasalahan dapat dianalisis menggunakan teknik ini
meskipun teknik ini juga mempunyai kelemahan.

4.4.1 Liveness dan Deadlocks

Pada kajian sebelumnya sering dijumpai istilah deadlock yang secara mudah berarti
keadaan dimana tidak ada transisi yang enable. Deadlock dapat disebabkan persaingan
memperoleh resource. Ketika semua pihak tidak memperoleh resource yang dibutuhkan
maka terjadi deadlock. Resource dalam Petri net biasanya dinyatakan dengan token dan
pihak yang bersaing memperoleh token adalah transisi. Dengan menggunakan keterangan
sebelumnya maka dapat disimpulkan bahwa deadlock terjadi ketika transisi tertentu atau
himpunan transisi pada Petri net tidak dapat difire.

Transisi yang tidak berhubungan dengan deadlock disebut live. Perhatikan bahwa tran-
sisi yang live tidak harus enable. Istilah liveness dapat diartikan dengan transisi yang
mungkin enable. Idealnya setiap transisi pada Petri net dapat difire setelah beberapa
pemfirean. Hal ini menjamin deadlock tidak terjadi.
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Definisi 4.4.1 ([29]) Petri net dengan keadaan awal xy disebut live jika terdapat beberapa
sample path sedemikian hingga selalu ada transisi yang dapat difire untuk setiap keadaan
yang dapat dicapar dari xg.

Pengujian liveness dengan menggunakan Definisi 4.4.1 merupakan pekerjaan yang tidak
mudah. Pada beberapa sistem, pengujian liveness tidak bisa dilakukan. Cara mengatasi
permasalahan ini yaitu menggunakan klasifikasi liveness.

Diberikan keadaan awal zq, berikut merupakan klasifikasi dari liveness suatu transisi
di Petri net [29)].

e Dead atau LO-live, jika transisi tidak pernah dapat difire dengan keadaan awal ini.

e LI1-le, jika terdapat beberapa urutan pemfirean dari o sedemikian hingga transisi
ini dapat difire paling tidak sekali.

o [2-live, jika transisi dapat difire paling tidak sebanyak k kali dengan k adalah bi-
langan integer positif.

o [3-live, jika terdapat takhingga urutan pemfirean dengan pemfirean transisi ini se-
banyak takhingga.

e Live atau Lj-live, jika transisi ini L1-live untuk setiap kemungkinan keadaan yang
dapat dicapai dari .

to
l3 D1
D2
151

Gambar 4.11: Transisi dengan Liveness Berbeda-beda

Pemahaman klasifikasi liveness akan menjadi lebih mudah jika diberikan contoh. Berikut
merupakan contoh yang menjelaskan tingkat liveness setiap transisi pada Petri net di Gam-
bar 4.11. Transisi pada Petri net tersebut akan diklasifikasikan.

Contoh 4.4.1 Transisi ty termasuk dead. Hal ini disebabkan transisi to dapat difire jika
terdapat token pada p; dan py yang tidak pernah terjadi (jika t; difire maka py menerima
sebuah token sedangkan p; kehilangan tokennya). Transisi t; adalah L1-live karena transisi
tersebut hanya dapat difire sekali. Jika transisi t; difire maka semua transisi menjadi
dead pada keadaan tersebut. Transisi t3 merupakan L3-live karena transisi tersebut dapat
difire sebanyak takhingga tetapi transisi itu tidak L4-live karena dapat menjadi dead pada
keadaan setelah pemfirean t;. 0
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Gambar 4.12: Antrian satu server dan Petri netnya

4.5 Model sistem antrian

Berikut ini diberikan pengertian dari Petri net yang digunakan dalam pembahasan berikut-
nya terutama bila Petri net ini dikaitkan dengan waktu. Suatu grap G = (£, V') dikatakan
bipartisi bila himpunan titik-titik V' dapat dipartisi menjadi dua himpunan bagian yang
saling asing V] dan V5 sedemikian hingga setiap garis di ¢ menghubungkan suatu titik dari
V) ke satu titik V5 begitu juga sebaliknya. Petri net adalah grap bipartisi. Himpunan V' di-
partisi menjadi dua himpunan bagian P dan T" yang masing-masing menyatakan place dan
transisi. Suatu place p € P dan suatu transisi £ € P dapat diintepretasikan sebagai suatu
kondisi dan suatu event dari suatu diskripsi suatu model yang dibahas. Masing-masing
kondisi p € P yang ’terpenuhi’ diberi tanda titik (token). Suatu token dalam suatu place
mempunyai arti bahwa sepanjang place ini penting bagi suatu transisi yang dihubungkan-
nya menyebabkan transisi ini menjadi aktif (event bisa berlangsung). Jadi dengan dua,
tiga, empat, ... token, event ini bisa berlangsung dua, tiga, empat, ... kali. Untuk mem-
perjelas pengertian ini diberikan suatu contoh Petri net dari suatu model sistem antrian
sederhana dengan satu server. Contoh ini akan dibahas lagi terutama bila Petri net dari
sistem antrian sederhana dengan satu server ini dikaitkan dengan waktu (Petri netnya di-
namakan Petri net dengan waktu). Selanjutnya diturunkan bentuk modelnya dari Petri net
dengan waktu ini dalam aljabar maxplus. Gambar dari sistem antrian sederhana dengan
satu server beserta Petri netnya (Petri net tanpa waktu) diberikan sebagi berikut.

Dalam Gambar 4.12 bagian (i), a menyatakan kedatangan pelanggan menuju sistem an-
trian sedangkan d menyatakan pelanggan telah dilayani oleh server dan meninggalkannya.
Sedangkan Gambar 4.12 bagian (ii) merupakan penyajian Petri net dari sistem antrian
pada bagian (i). Petri net ini terdiri dari himpunan place P = {Q, B, I} dan himpunan
transisi T' = {a, s,d}. Masing-masing place @), B dan I menyatakan kondisi antri, sibuk
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dan idel. Sedangkan transisi a,s dan d masing-masing menyatakan event kedatangan,
mulai dilayani dan meninggalkan server. Tanda satu token dalam place I menyatakan
bahwa sistem antrian dalam keadaan idel. Dalam kondisi ini transisi s tidak bisa aktif se-
bab walaupun sistem dalam keadaan idel tetapi kondisi di QQ kosong/tidak ada yang antri
(tidak ada token). Dalam keadaan ini, yang paling mungkin terjadi adalah transisi a yaitu
pelanggan datang. Bila hal ini terjadi, maka place @) berisi satu token. Keadaan yang
terakhir ini menyatakan bahwa sistem dalam kondisi idel dan sudah ada satu pelanggan
yang antri. Oleh karena itu, transisi s bisa terjadi, yaitu server sudah bisa memulai untuk
melayani satu pelanggang. Dalam keadaan ini, masing-masing satu token di B dan @)
berkurang dan satu token berada di place B (sistem antrian dalam keadaan sibuk).

4.5.1 Model Aljabar maxplus dari Petri net dengan waktu.

Sebagaimana telah disebutkan dalam bagian sebelumnya, model maxplus aljabar dari petri
net dengan waktu untuk sistem antrian sederhana akan dibahas dalam bagian ini. Petri
net dalam Gambar 4.12 bagian (ii) bila dikaitkan dengan waktu akan berubah. Gambar
Petri net berikut merupakan gambar dari Petri net dari sistem antrian sederhana yang
dikaitkan dengan waktu.

Gambar 4.13: Gambar Petri net dengan waktu

Dalam Gambar 4.13 ini, bila a(k) menyatakan waktu kedatangan pelanggan saat yang ke-
k, v, r menyatakan lamanya kedatangan pelanggan saat yang ke-k, s(k) menyatakan waktu
pelayanan dimulai saat yang ke-k, d(k) menyatakan waktu pelanggan meninggalkan pe-
layanan saat yang ke-£ dan vg; menyatakan lamanya pelanggan meninggalkan pelayanan
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saat yang ke-k, maka didapat

a(k) = ver +alk—1), k=1,2,...
s(k) = max{a(k),d(k—1)}, k=1,2,...
d(k) = Ud,k+8(k)’ k= 1a27'

var + max{a(k),d(k — 1)}
= max{(Var + Vor) +alk —1),v4p +d(k—1)}

Sehingga dengan menggunakan notasi aljabar maxplus didapat persamaan

i = L e L ) 19
dimana ¢ diplih supaya
(Vo ®alk —1)) B (c®d(k —1)) = vo ®a(k — 1), untuk £ =1,2,3, ...
dan keadaan awal a(0) = d(0) = 0.

Persamaan (4.19) adalah bentuk aljabar maxplus dari sistem model antrian dengan
satu server dan terlihat bahwa evolusi dari keadaan a(k) dan d(k) bergantung pada nilai-
nilai dari v, dan vy, untuk & = 1,2,3,.... Dalam kenyataannya, v, dan vg; adalah
barisan bilangan real positip. Sebelum mengakhiri bagian ini, diberikan suatu contoh.

Contoh 4.5.1 Bila diberikan sample path dari v, dan vg sebagai berikut

Var = {0.5,0.5,1,0.5,2,.. .}, va = {1,1.5,0.5,0.5,1,.. .}

EIREHEANE

didapat

Dalam hal ini ¢ = €.
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Dari beberapa pembahasan model antrian ini diberikan beberapa catatan. Model sistem
antrian yang dibahas sangat sederhana yaitu antrian hanya dengan satu server, hal ini un-
tuk memberikan suatu ide awal menurunkan model antrian dengan menggunakan aljabar
maxplus. Kedepannya kajian bisa diperluas untuk antrian dengan lebih dari satu server,
bahkan bila memungkinkan dikaji model antrian yang lebih realistis. Misalnya kapasitas
antrian berhingga dan pada saat kondisi tertentu server down sehingga memerlukan per-
baikan supaya bisa melayani lagi pelanggannya. Untuk kasus ini Petri net dari antrian
bentuknya akan berubah dan bagaimana model aljabar maxplusnya bila memungkinkan.
Dalam Contoh 4.5.1 nilai ¢ dipilih € (konstan), akibat pemilihan ini matriks model menjadi
tidak strongly connected. Bila dikehendaki matriks modelnya menjadi strongly connected,
maka pemilihan nilai ¢ adalah bervariasi. Nilai ¢ yang bervariasi, nilai-nilai dari v, dan
Uq; yang merupakan barisan dari bilangan real positip menyebabkan matriks model yang
diperoleh erat kaitannya dengan matriks interval dalam aljabar maxplus.

Model antrian selain disajikan dalam bentuk Petri net, bisa disajikan dalam bentuk
apa yang dinamakan automata. Kajian yang telah dibahas mengispirasikan suatu apa
yang dinamakan Aljabar Maxplus Automata lewat pendekatan model antrian. Beberapa
pembahasan mengenai Aljabar Maxplus Automata didahului dengan suatu model yang
dinamakan ’heap’.

4.5.2 Bentuk Petrinet dan Model Dari Sistem Antrian Dengan
Adanya Kemungkinan Server Down dan Kapasitas Antrian
Takterbatas

Dibandingkan dengan bentuk petrinet dari antrian tanpa melihat adanya kemungkinan
terjadi server down, bentuk petrinet dari antrian dengan melihat adanya kemungkinan
terjadi server down jauh lebih kompleks. Dalam petrinet ini ditambahkan dua event setelah
server mulai melayani pelanggan yaitu event terjadinya kerusakan(server down) dan proses
perbaikan server down. Selain itu juga terdapat dua place tambahan yaitu place sedang
terjadinya kerusakan dan place tempat antri orang yang gagal dilayani hingga selesai akibat
server down. Untuk lebih lengkapnya bentuk petrinet dari kasus ini dapat dilihat pada
Gambar 4.14.

Selanjutnya akan dilakukan pemodelan dari sistem antrian ini. Pemodelan dilakukan
hanya dalam kasus satu server dan terjadinya server down maksimal terjadi satu kali dalam
melayani satu pelanggan. Sebelum dilakukan pemodelan terlebih dahulu akan dilakukan
pendefinisian variabel. Dalam hal ini dilakukan pendefinisian variabel sebagai berikut:

e a(k): kedatangan pelanggan ke-k
e s(k): waktu pelayanan ke-k

e d(k): waktu pelayanan ke-k selesai
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DATANG (a)

PERBAIKAN (r) ANTRI AKIBAT RUSAK

IDLE () MULAI (S)

SEDANG RUSAK (

TERJADI RUSAK (b)

SELESAI (d)

Gambar 4.14: Petrinet dari sistem antrian dengan adanya kemungkinan server down dan kapasitas
antrian takterbatas

e b(k): waktu pelayanan ke-k rusak

e 7(k): waktu pelayanan ke-k diperbaiki

® v, lamanya kedatangan pelanggan saat yang ke-k

e v, lamanya pelanggan dilayani hingga selesai saat yang ke-k(apabila terjadi server
down nilainya ¢)

e 1, lamanya pelanggan dilayani hingga terjadi server down pada saat yang ke-
k(apabila tidak terjadi server down nilainya ¢)

e v, ;: lamanya perbaikan server yang mengalami server down pada saat yang ke-
k(apabila tidak terjadi server down nilainya ¢)

e v, ;: lamanya pelanggan dilayani kembali hingga selesai saat yang ke-k(apabila tidak
terjadi server down nilainya ¢)

dengan pendefinisian variabel ini, didapatkan model sistem dengan antrian satu server
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sebagai berikut:

alk) = v ®@alk—1)
s(k) = a(k)®d(k—1)
b(k) = s(k)®@vpg
r(k) = b(k) @ vy

= (k) @ upr @ Vg

(a(k) ® d(k — 1)) ® vr ® vrk
= (Br®Uralk)) @ (Vo vy @d(k—1))
(Unk ® Uy @ Vo @ a(k — 1)) & (v @ vy, @ d(k — 1))
dk) = v4r® s(k) B vy @r(k)
= (a(k) ®d(k — 1)) ® vay S Vs @ 1(k)
= (vax ® a(k)) ® (Vg @ d(k — 1)) B vep @ ((Vp @
Urg @ Vo @ alk —1)) & (vp @ v @ d(k —1)))
= (Vipr @V @alk—1)) B (Vg @d(k—1)) B (Vs @ Vp @
Urg @ Vg @ alk —1)) B (Vs @ Vo @ Vg @ d(k — 1))
= (Vi ® Vo) D (Vs @ Vo @ Uy @ Vo)) @alk —1) D
(Vag B (Vs @ Vp @ Upg)) @d(k —1)

Dalam bentuk matriks persamaan diatas dapat dituliskan sebagai berikut:

Yok ¢ }@{qk—w

d(k) ] B [ (Vae @ Vg ) B (Vs k @ Up ke @ Ur g @ Vg k) Uik B (Vs @ Up s @ Up )

dengan c¢ dipilih supaya v, @ a(k — 1) B c @ d(k — 1) = v, ® a(k — 1) dan keadaan awal
a(0) = d(0) = 0. Dengan demikian nilai trivial dari nilai ¢ adalah €. Selanjutnya untuk
kasus yang seperti ini digunakan nilai trivial.

Simulasi dari contoh ini dapat dilakukan dengan menggunakan toolbox aljabar maxplus
yang ada pada Scilab dengan menggunakan fungsi petriqueue.

4.5.3 Bentuk Petrinet dan Model dari Sistem Antrian dengan
Adanya Kemungkinan Server Down dan Kapasitas Antrian
Terbatas

Dalam bagian ini sistem antrian dengan kapasitasnya dibatasi sebanyak M dengan M =
1,2, ... . Petrinet dari sistem ini ditambahkan satu place yaitu place yang memiliki token
sebanyak M. Untuk lebih lengkapnya bentuk petrinet dari kasus ini dapat dilihat pada
Gambar 4.15.
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KAPASITAS (C)
DATANG (a)

5
PERBAIKAN (r) ANTRI AKIBAT RUSAK

IDLE (1)

SEDANG RUSEK (

SIBUK (B) TERJADI RUSAK (b)

SELESAI (d)

Gambar 4.15: Petrinet dari sistem antrian dengan adanya kemungkinan server down dan kapasitas
antrian terbatas

Untuk model dari sistem ini dibagi menjadi dua kasus yaitu untuk &£ = 1,2, ..., M dan
k=M+1,M+2,..., yaitu untuk k£ = 1,2,..., M berlaku

a(k) = vep®alk—1)
s(k) = a(k)®dk—1)
b(k) = s(k)®@upg
r(k) = bk) @vy

= s(k) @ upr @ vy

a(k) ® d(k — 1)) @ vpk @ vy
Ubk ® Urk; ® a(k:)) @ (Ub,k; ® Ur,k; ® d(k) — 1))

(
= (
(Ub,k & Ur,k; & Ua,k; & a(k‘ — 1)) ) (Ub,k; & Ur,k & d(k’ — 1))

dk) = v4® s(k) B vss @7(k)

= (a(k)®dk—1)) @var D vsp @1(k)

= (vax ® a(k)) ® (Ve @ d(k —1)) ® vsp @ (b @
Vp g @ Vo @ alk — 1)) ® (vor @ vy @ d(k —1)))

= (Vak @ Vi @alk —1)) B (va @d(k —1)) B (Vs @ Vp e @
Vg @ Vo @ alk — 1)) D (Vs @ Up @ U @ d(k — 1))

= ((Var ® Vo) D (Vs @ Upi @ Uk @ Vo)) ®a(k —1) @
(Vag B (Vs @ Up e @ Vpg)) @ d(k — 1)
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Dalam bentuk matriks persamaan diatas dapat dituliskan sebagai berikut:

Va,k 3 9
= € € 0
(Vag @ Var) B (Vs @ Upg @ Uy @ Vo) € Vag D (Vs @ Vb g @ Urg)
a(k —1)
® | s(k—1)
d(k—1)

Selanjutnya untuk k = M + 1, M + 2, ... berlaku:

Vo @ alk —1) & s(k — M)

a(k) ®d(k —1)

(Vo ®a(k—1)) ®s(k—M)®dk—1)

s(k) ® vp

b(k) ® vy g

s(k) @ up g ® Uy g

(a(k) ® d(k — 1)) @ Vb @ vy

(Vb ® Vg ® a(k)) & (Vi @ vk @ d(k — 1))

(Vb ® Vr e @ Vg @ alk — 1)) ® (vop @ Vg @ s(k — M)) ® (v @ vpp @ d(k — 1))
vak @ s(k) D vsp @ 1(k)

(a(k) @ d(k —1)) ®var ® vsp @ 1(k)

(vak ® a(k)) & (var @ d(k —1)) © v @ (Vo @ vk ®

Vo @ a(k = 1)) & (vp @ vpf @ 8(k — M)) @ (Vo6 @ vy @ d(k —1)))

(Vak ® Vo @ a(k — 1)) ® (vax @ s(k — M)) & (var @ d(k —1)) & (Vs @ Vo @ Vyp @
Vo @ alk —1)) B (V54 @ Vb DV @ S(k—M)) B (Vs @ Vpp @ Vpp ® d(k — 1))
(Var @ Vak) © (Vsk @ Vo @ Vg @ Vap)) @ alk — 1) © (var ©

(Vs ks @ Vb @ Up k) @d(k —1) B (Vg B (Vs @ Vb RUrg)) ® s(k— M)

Dalam bentuk matriks persamaan diatas dapat dituliskan sebagai berikut:

k)= A @zlk—1)® Ak — M),
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dengan x, A; dan A, adalah sebagai berikut

T = s |,
[ Vak € €
A = Vak € 0 ,
| (Vi @ Vo) B (Vs @ Up g @ Uyt @ Vg s) € Uik D (Vs @ Vp @ Upgp)
dan
[ ¢ 0 €
Ay = € 0 €
| € Var D (Vs p @ Vb @ Upg) €

Secara umum model diatas dapat ditulis dalam bentuk

(k) Az(k—1) ,untuk k=1,2,.... M
Tl Aezk-1)pAx(k—M) , untuk k=M+1,M+2,..

dengan x, A, A; dan A, diberikan oleh

T = s |,
| d
[ Vak € € i
A = € € 0 ,
| (Vak ®@ Vo) D (Vs p @ Uk @ Urk @ Vak) € Uik D (Vs @ Up @ Up) |
[ Vak € € i
A1 = Va,k 9 0
| (Vak @ Vak) © (Vsp @ Vpk @ Urk @ Vo) € Uik D (Vsp @ Vb @ Upg) |
dan
[ ¢ 0 £
Ay = € 0 e |,
| € Vi D (Vs p @ Vo @ Upg) €

Simulasi dari contoh ini dapat dilakukan dengan menggunakan toolbox aljabar max-
plus yang ada pada Scilab dengan menggunakan fungsi petriqueue.

4.6 Model Rantai Pasok

Rantai pasok atau supply chain merupakan suatu sistem yang berkenaan dengan proses
produksi, pengiriman, penyimpanan, distribusi dan penjualan produk tersebut. Hal ini
bisa berarti bahwa ranati pasok dapat diartikan sebagai proses pengiriman barang atau
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jasa dari supplier ke customer. Tujuan dari rantai pasok adalah untuk memastikan suatu
produk berada pada tempat dan waktu yang tepat untuk memenuhi permintaan konsumen
tanpa menciptakan stok yang berlebihan atau kekurangan.

Rantai Pasok meliputi 3 bagian:

1. Upstream Supply Chain.
Bagian ini mencakup supplier first-tier dari organisasi (dapat berupa perusahaan
manufaktur atau asembling) dan supplier-nya, yang didalamnya telah terbina suatu
hubungan /relasi.

2. Internal Supply Chain.
Bagian ini mencakup semua proses yang digunakan oleh organisasi dalam mengubah
input yang dikirim oleh supplier menjadi output, mulai dari waktu material terse-
but masuk pada perusahaan sampai pada produk tersebut didistribusikan di luar
perusahaan tersebut.

3. Downstream Supply Chain.
Bagian ini mencakup semua proses yang terlibat dalam pengiriman produk pada
customer akhir.

PQatr

Tan %if Kembali

u(k) 1 (k) Py
Masuknya Premium Berangk: Premium Siap Dipasarkan
—O O
Premium Siap Berangkat Ti? Keluar
1 T2 }?) y(k)

Proses Pengiriman
P37 tt

Gambar 4.16: Petri Net Sistem Transportasi pada Rantai Pasok dari TBBM Tuban ke TBBM
Manggis

Pada bagian ini melalui suatu contoh kasus dibahas proses rantai pasok yang terdapat
pada industri Pertamina Supply and Distribution Region I1I yaitu pengiriman bahan bakar
premium dari Terminal Bahan Bakar Minyak (TBBM) Tuban ke Terminal Bahan Bakar
Minyak (TBBM) Manggis, Bali. (Bahasan lengkap dapat dilihat di |21, 23]). Dalam
pembahasan (|23]) digunakan data pengiriman solar sedangkan dalam (|21]) digunakan
data pengiriman premium. Dalam pembahasan (|23]) dipertimbangkan waktu loading
dan unloading produk serta prioritas kapal tanker yang digunaka. Petrinet pada Gam-
bar 4.16 merepresantasikan sebuah sistem transportasi dimana terdiri dari 2 kendaraan
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yang masing-masing memiliki kapasitas pengangkutan tertentu. Kendaraan ini membawa
produk dari TBBM Tuban P; menuju TBBM Manggis P,. Gambar 4.16 menunjukkan
waktu masuknya produk BBM jenis premium di TBBM Tuban u(k) yang selanjutnya siap
untuk diberangkatkan menuju TBBM Manggis yang mana wu(k) bergantung pada waktu
permintaan. Hal ini berdasarkan data dari Pertamina Supply and Distribution Region I11
mulai tanggal 20 September 2013 sampai 4 Desember 2013.

Premium ini berada pada kondisi siap untuk diberangkatkan (P;) dan akan berangkat
(x1) jika terdapat kapal yang sudah siap untuk suatu keberangkatan yang baru (P,). Se-
lanjutnya terdapat proses pengiriman premium oleh kapal tanker (p3) dari TBBM Tuban
(p1) menuju TBBM Manggis (ps) melalui jalur laut. Kapal tanker yang sudah tiba di
TBBM Manggis (z) dengan membawa premium selanjutnya akan kembali lagi ke TBBM
Tuban. Sedangkan premium yang berada di TBBM Manggis sudah siap untuk disalurkan
kembali ke wilayah Bali dan Nusa Tenggara (y(k)).

Berdasarkan Gambar 4.16 untuk banyaknya tanker adalah n diperoleh suatu sistem
persamaan dalam aljabar max-plus sebagai berikut

z1(k) = t. @k —n)du(k)
33'2(]{7) = 4 ® l’l(k>
y(k) = xa(k),

dengan t; Waktu yang digunakan oleh kendaraan (kapal tanker)untuk membawa produk
BBM jenis premium sampai ke TBBM Manggis, ¢, Waktu yang digunakan oleh kendaraan
(kapal tanker) untuk kembali ke TBBM Tuban, u(k) waktu masuknya premium ke-k di
TBBM Tuban untuk siap diberangkatkan ke TBBM Manggis, x;(k) waktu keberangkatan
premium ke-k dari TBBM Tuban, x5 (k) waktu kedatangan premium ke-k di TBBM Mang-
gis dan y(k) waktu premium ke-k dipasarkan kembali. Kemudian dalam bentuk persamaan
matriks, model diatas dapat dituliskan sebagai berikut

(k) = A@xzk)d A @x(k—n)® By @ u(k) (4.20)
ylk) = Co®xz(k). (4.21)
dengan
R i BT i P e A B R |

Selanjutnya dengan mensubtitusi (k) pada Persamaan 4.20 didapatkan

(k) = A® (A x(k)d Ajx(k—n) ® By u(k)) ® Ajx(k —n) & By ® u(k)
= Aozk)d(E®d) @A @x(k—n)® (FE® A) ® By ® u(k).

Kemudian lakukan subtitusi ini sebanyak [ kali sehingga didapatkan

xk) = AQek)®(E®Ad. oA VoA ek—n)e(EGA®..aA"
®By @ u(k).
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Lalu untuk g mendekati takhingga didapatkan (lihat definisi A} pada halaman 46):
(k) =A®x(k—n)® B uk) (4.22)

dengan A = Aj ® A; dan B = Aj ® DBy.
Agar dapat menghasilkan bentuk persamaan Y = H®U, maka dengan mensubtitusikan
x (k) pada Persamaan 4.21 maka didapatkan persamaan baru sebagai berikut

ylk) = Co(A®x(k—n)® Bou(k))
CoARz(k—n)®C®B®u(k)
Kemudian lakukan subtitusi ini sebanyak « kali dengan o = [k/n] yang merupakan Fu-

clidean division oleh k dengan n sehingga didapatkan

a—1

ylk) = CeA"@a(k—a-n)o(@PCo@A¥@Bou(k—i-n)).

=0

karena k — o - n < n maka didapat

yk) = oA eB@u(k—i-n).

1=0

Sehingga untuk banyaknya keberangkatan kapal /banyaknya pesanan ng dan i =1,2,...,n
maka didapat suatu persamaan

Y=H&®U (4.23)
dengan
y(l) ] [ u()
y(l+n) CB = E u(l + n)

y = | y(l+2n) H = C%B C'B ' 6 LU= | u(l+2n)

CA'B CA'B --- CB

_y(l—ié*yn) | _u(l%’yn) |

dengan v adalah suatu bilangan bulat sedemikian hingga [ 4+ yn merupakan bilangan bu-
lat terbesar yang kurang atau sama dengan n,;. Kemudian setelah mendapatkan bentuk
diatas, maka permasalahan ini dapat diselesaikan dengan menggunakan teori pada Subba-
gian 2.4.2 penyelesaian A ® = b.

Selanjutnya diberikan suatu contoh dari permasalahan penjadwalan rantai pasok, yaitu
yang berkaitan dengan pengiriman bahan baku minyak dari suatu TBBM ke TBBM yang
lain dengan menggunakan transportasi kapal yang tersedia sebanyak dua. Tanggal per-
mitaan dari konsumen diketahui. Dari tanggal permintaan ini sebelum dibentuk model
aljabar maxplusnya diubah kedalam bentuk bilangan bulat. Masalahnya adalah kapan
tanker pemuat BBM harus berangkat supaya kedatangan dari tanker sesuai dengan tang-
gal permintaan konsumen,
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Contoh 5 Diketahui waktu yang diperlukan tanker mulai dari persiapan BBM hingga
BBM sampai ditujuan adalah 5 hari dan waktu yang diperlukan untuk kembali ke Tuban
adalah 2 hari dan banyaknya tanker yang tersedia adalah 2 buah. Kemudian diberikan
waktu permintaan premium sebagaimana diberikan oleh Tabel 4.1 .

Tabel 4.1: Tabel Tanggal Permintaan Konsumen
No | Tanggal

20 September 2013
28 September 2013
6 Oktober 2013

14 Oktober 2013
17 Oktober 2013
23 Oktober 2013

3 November 2013
10 November 2013
18 November 2013
26 November 2013
4 Desember 2013

© 00 ~J O Tl Wi+

—_ =
i)

Tentukan jadwal keberangkatan kapal dari tuban (u(k)).
Penyelesaian
Tabel permintaan diatas dapat dituliskan kebentuk bilangan bulat yaitu

Z,
o

Tanggal
20
28
36
44
47
53
64
71
79
87
95

© 00 ~J O T Wi+

—_
—_ O
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kemudian untuk [ = 1 didapat matriks

5 € € € € ¢ 20

12 5 e € € ¢ 36

19 12 5 ¢ ¢ ¢ 47

H=19 1012 5 ¢ | ¥~ |6

33 26 19 12 5 ¢ 79

| 40 33 26 19 12 5 | | 95 |
sedangkan untuk [ = 2 didapatkan

[ 5 ¢ ¢ e & ] [ 28 ]
12 5 ¢ ¢ ¢ 44
H=119 12 5 ¢ ¢ , Y =153
26 19 12 5 ¢ 71

| 33 26 19 12 5 | | 87

Sehingga waktu keberangkatan dari Tuban dalam bentuk bilangan bulat dan konversi
ketanggal sebenarnya adalah

No | bilangan bulat | Tanggal Keberangkatan | Tanggal Tiba

1 15 15 September 2013 20 September 2013
2 23 23 September 2013 28 September 2013
3 31 1 Oktober 2013 6 Oktober 2013

4 39 9 Oktober 2013 14 Oktober 2013

5 42 12 Oktober 2013 17 Oktober 2013

6 58 18 Oktober 2013 23 Oktober 2013

7 59 29 Oktober 2013 3 November 2013
8 66 5 November 2013 10 November 2013
9 74 13 November 2013 18 November 2013
10 82 21 November 2013 26 November 2013
11 90 29 Desember 2013 4 Desember 2013

Simulasi dari contoh ini dapat dilakukan dengan menggunakan toolbox aljabar maxplus
yang ada pada Scilab dengan menggunakan fungsi supplychainschedule.

Selanjutnya akan dibahas mengenai rantai pasok dengan memperhatikan kondisi ka-
pasitas tanker yang tidak selalu memenuhi banyaknya permintaan BBM. Pada keadaan
ini diberikan beberapa algoritma untuk menentukan penjadwalannya. Permasalahan dari
keadaan ini hampir sama dengan keadaan sebelumnya yaitu menyelesaikan Persamaan
4.23. Perbedaannya adalah terletak pada nilai dari vektor y(k), kalau keadaannya tanpa
melihat kapasitas dari kapal tanker nilai y(k) dapat langsung didapatkan dari tanggal per-
mintaan sedangkan pada keadaan dengan memperhatikan kapasitas dari kapal tanker nilai
y(k) tidak bisa langsung didapatkan namun terlebih dahulu harus melakukan pengolahan
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Algorithm 1 Determine y and ng where Date Of Demand(Dd), Number of Demand(Nd),
Capacity of Tanker(Ct)

Input: n, array Dd, array Nd and array Ct

Output: ng and array y

procedure
convert Dd to integer
Initialization ng = 0 and hit=0
while hit < length of Dd do
hit + hit+1
temp <— Nd[hit]
while temp>0 do
temp < temp - Ctlmod(ng,n)+1]
ng < ng+1
y[nd]<— Dd[hit]
end while
end while
return ng and array y
end procedure

data dari tanggal permintaan, kapasitas tanker dan banyaknya permintaan. Algoritma
untuk menentukan nilai dari y(k) dan ng ini dapat dilihat pada Algoritma 1.

Kemudian perhatikan bahwa jika susunan urutan dari array Ct dirubah maka nilai dari
array y juga berubah. Dengan kata lain urutan keberangkatan kapal tanker juga berpen-
garuh terhadap penjadwalannya. Sehingga dalam penelitian ini dibuat penjadwalan untuk
semua kemungkinan dan dipilih jadwal yang terbaik sesuai dengan kriteria tertentu. Algo-
ritma mengenai penentuan jadwal dengan inputan array Ct dapat dilihat pada Algoritma
2.

Nilai u yang didapatkan dari Algoritma 2 masih perlu diproses lagi supaya penjad-
walannya lebih optimal. Dalam proses ini digunakan algoritma 3. Algoritma 3 mereduksi
banyaknya keberangkatan yang melayani setiap permintaan sedemikian hingga banyaknya
jadwal tidak tepat waktu berkurang. Dari proses yang terakhir ini didapatkan jadwal
keberangkatan kapal tanker.

Algoritma 1, 2 dan 3 telah diimplementasikan pada bahasa pemrograma Scilab dan
telah dimasukkan pada toolbox aljabar max-plus dan petrinet dengan nama fungsinya
supplychainscheduleex. Pada fungsi ini dibutuhkan inputan ¢;, ¢, dan data tanggal
permintaan, banyaknya permintaan, dan kapasitas kapal dalam bentuk file excel. Hasil
dari fungsi ini adalah penjadwalan dari keberangkatan kapal tanker beserta urutanya,
tibanya kapal tanker ditemptat konsumen dan juga selisih kedatangan kapal tanker dan
tanggal pemesanan.

Selanjutnya akan dianalisis hasil penjadwalan dengan menggunakan satu dan dua tanker.
Data yang digunakan pada bagian ini adalah data rantai pasok BBM dari TBBM Tuban
ke TBBM Manggis.
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Algorithm 2 Determine array u

Input: n, t,., t;, array Dd, array Nd and array Ct
Output: array u

procedure
Determine y and ny
for lin {1,2,....n} do
Determine matrix Y; and H;
Determine U,
end for
return u
end procedure

> using Algorithm 1

> using Equation 4.23
> using Equation 77?7

Algorithm 3 Determine component of departure u will be removed in every demand
where Number of Demand(Nd), Capacity of Tanker(Ct) and time difference of arrival and

demand (diff)

Input: Nd, Ct and diff

Output: Array del consist of component departure will be removed

procedure
nc < length of Ct

Initialization del <— number 1 to nc and small < infinity

perpossible <— permutation of del

Iperposs < row size of perpossible
for i in {1,2,....nc} do

possible «— perpossible(1:factorial(nc-i):Iperposs,:)

Ipossible < row size of possible
for jin {1,2,...,Ipossible} do

if sum(Ct(possible(j,:))) > Nd and sum(diff(possible(j,:))) < small then

temp=possible(j,:);
end if
end for
end for
remove temp from del
return del
end procedure

4.6.1 Penjadwalan Dengan Menggunakan Satu Tanker

Pada bagian ini akan dibandingkan penjadwalan untuk beberapa kemungkinan kondisi dari
rantai pasok yang berkaitan dengan kapasitas tanker. Banyaknya tanker yang dibahas pada
bagian ini adalah satu. Data yang diperoleh terdiri dari 11 permintaan. Dari 11 permintaan
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ini dijadwalkan untuk duabelas kasus yang mungkin yaitu kapasitas tanker melebihi semua
permintaan dan kapasitas tanker melebihi semua permintaan kecuali permintaan pertama,
kedua, ketiga sampai dengan permintaan ke-11. Penyajian perbandingan jadwal yang tidak
tepat waktu dari 12 kasus dapat dilihat pada Tabel 4.2.

Tabel 4.2: Perbandingan jadwal yang tidak tepat waktu untuk banyaknya tanker satu

Kapsitas tanker kurang Banyaknya Total Banyaknya hari | Total permintaan
dari permintaan ke- keberangkatan tidak tepat waktu tidak tepat waktu
tidak ada 11 15 5
1 12 24 6
2 12 32 6
3 12 40 6
4 12 48 6
5 12 51 6
6 12 57 6
7 12 40 7
8 12 47 8
9 12 46 9
10 12 44 10
11 12 41 10

Tabel 4.3: Tabel jadwal satu tanker untuk kasus kapasitas tanker melebihi semua per-
mintaan kecuali permintaan pertama

Keberangkatan ke- | Keberangkatan Tiba Tanggal Permintaan
1 06-09-2013 11-09-2013 20-09-2013
2 13-09-2013 18-09-2013 20-09-2013
3 20-09-2013 25-09-2013 28-09-2013
4 27-09-2013 02-10-2013 06-10-2013
5 04-10-2013 09-10-2013 14-10-2013
6 11-10-2013 16-10-2013 17-10-2013
7 18-10-2013 23-10-2013 23-10-2013
8 29-10-2013 03-11-2013 03-11-2013
9 05-11-2013 10-11-2013 10-11-2013
10 13-11-2013 18-11-2013 18-11-2013
11 21-11-2013 26-11-2013 26-11-2013
12 29-11-2013 04-12-2013 04-12-2013

Perhatikan Tabel 4.2, pada kasus kapasitas kapal tanker melebihi semua permintaan
didapatkan penjadwalan yang tidak tepat waktu sebanyak 15 hari. Dimana dalam hal
ini kedatangan yang tidak tepat waktu terjadi pada permintaan pertama, kedua, ketiga,
keempat, dan kelima. Lebih lanjut perhatikan tabel pada baris dua sampai dengan baris
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tujuh, terlihat bahwa banyaknya permintaan tidak tepat waktu semuanya sama yaitu enam
permintaan dan untuk baris selanjutnya banyaknya permintaan yang tidak tepat waktu
semakin bertambah. Hal ini terjadi karena ketika permintaan ke-k yang melebihi kapa-
sitas kapal maka untuk penjadwalan permintaan sebelumnya akan menyesuaikan dengan
kondisi ini sedangkan untuk permintaan selanjutnya tidak terpengaruh. Untuk contoh
penjadwalan salah satu kasus dapat dilihat pada Tabel 4.3.

4.6.2 Penjadwalan Dengan Menggunakan Dua Tanker

Pada bagian ini akan dibandingkan penjadwalan untuk beberapa kemungkinan kondisi dari
rantai pasok yang berkaitan dengan kapasitas tanker. Banyaknya tanker yang dibahas
pada bagian ini adalah dua. Dengan melihat penjadwalan pada bagian satu dengan kasus
dimana semua permintaan tidak melebihi kapasitas kapal tanker masih ada kedatangan
yang tidak tepat waktu yaitu pada permintaan satu sampai dengan lima. Maka dari itu
pada bagian ini diasumsikan tanker pertama memiliki kapasitas yang melebihi dari semua
permintaan. Dengan asumsi ini dijadwalkan untuk 6 kasus yaitu kapasitas dari tanker
kedua kurang dari semua permintaan dan kapasitas dari tanker kedua kurang dari semua
permintaan kecuali permintaan pertama, kedua, ketiga, keempat, dan kelima. Penyajian
perbandingan jadwal yang tidak tepat waktu dari 6 kasus ini dapat dilihat pada Tabel 4.4.

Tabel 4.4: Perbandingan jadwal yang tidak tepat waktu untuk banyaknya tanker dua

Kapsitas tanker kedua lebih Banyaknya Total Banyaknya hari | Jadwal tidak
banyaknya dari permintaan ke- | keberangkatan tidak tepat waktu tepat waktu

tidak ada 11 15 5

1 11 13 4

2 11 10 3

3 11 6 2

4 11 1 1

5 11 0 0

Perhatikan Tabel 4.4, terlihat bahwa mulai dari baris pertama hingga terakhir banyaknya
permintaan yang tidak tepat waktu semakin berkurang dan akhirnya pada kasus ke-b
tidak ada jadwal yang tidak tepat waktu. Hal ini terjadi karena ketika kapasitas kapal
kedua melebihi permintaan ke-k maka untuk penjadwalan permintaan sebelumnya akan
dipengaruhi oleh kondisi ini sedangkan untuk jadwal selanjutnya tidak dipengaruhi. Selan-
jutnya contoh penjadwalan untuk kasus kapasitas kapal tanker kedua kurang dari semua
permintaan kecuali permintaan kelima dapat dilihat pada Tabel 4.5.

Perhatikan bahwa dengan mengatur kapal tanker yang beroperasi dan tanggal keberang-
katan kapal tanker sebagaimana diberikan pada kolom ke-2 dan ke-3 dari Tabel 4.5, maka
kolom ke-4 dan ke-5 dari Tabel 4.5 semua baris ke-1 sampai ke-11 mempunyai nilai yang
sama. Ini berarti semua kedatangan kapal tanker sesuai dengan permintaan dari costumer.
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Tabel 4.5: Tabel Jadwal dua Tanker untuk kasus kapasitas kapal tanker kedua kurang dari
semua permintaan kecuali permintaan kelima

Permintaan kapal tanker Tanggl Tanggal Tanggal
ke- yang beroperasi | Keberangkatan Tiba Permintaan
1 pertama 15-09-2013 20-09-2013 | 20-09-2013
2 pertama 23-09-2013 28-09-2013 | 28-09-2013
3 pertama 01-10-2013 06-10-2013 | 06-10-2013
4 pertama 09-10-2013 14-10-2013 | 14-10-2013
5 kedua 12-10-2013 17-10-2013 | 17-10-2013
6 pertama 18-10-2013 23-10-2013 | 23-10-2013
7 pertama 29-10-2013 03-11-2013 | 03-11-2013
8 pertama 05-11-2013 10-11-2013 | 10-11-2013
9 pertama 13-11-2013 18-11-2013 | 18-11-2013
10 pertama 21-11-2013 26-11-2013 | 26-11-2013
11 pertama 29-11-2013 04-12-2013 | 04-12-2013

4.6.3 Model Kapasitas Tanker Sama dan Mempertimbangkan wak-
tu unloading dan loading Produk

Dalam pembahasan terdahulu telah dibahas masalah rantai pasok pengiriman BBM
premium menggunakan 2 kapal tanker pengeriman ke costumer . Dalam subbagian ini
dibahas model aljabar max-plus dari rantai pasok pengiriman BBM solar dengan meng-
gunakan 5 kapal tanker untuk mengirim BBM solar ke pelanggan (costumer). Materi
pembahasan dalam subbagian ini diambil dari [23].

Rantai pasok dalam pembahasan ini adalah distribusi solar dari TBBM Tuban seba-
gal pemasok menuju 2 pelanggan yaitu TBBM Manggis di Bali dan Tanjung Wangi di
Banyuwangi. Pengiriman Solar dilakukan melalui jalur laut dengan menggunakan kapal
tanker milik PT. Pertamina. Adapun kapal tanker yang bisa digunakan untuk pengiri-
man pasokan solar di wilayah kerja PT. Pertamina tersebut sebanyak 5 dengan 3 kapal
tanker berkapasitas 22.000 Kl dan 2 lainnya 25.000 Kl. Kelima kapal tanker tersebut
adalah Fastron ex Tuban, Maiden, Pematang ex Tuban, Ae Pioner ex Tuban dan MT
Pematang ([22]). Pada model pertama ini kapasitas dari 5 kapal tanker dianggap sama
yakni masing-masing sebesar 22.000 Kl. Hal ini disebabkan karena berdasarkan data yang
diperoleh menunjukkan bahwa volume permintaan dari kastomer kurang dari atau sama
dengan 22.000 KI sehingga seluruh kapal tanker dapat digunakan untuk melakukan pengi-
riman solar. Pada model ini dibuat pengaturan prioritas penggunaan kapal tanker yaitu
diprioritaskan melakukan pengiriman solar menggunakan kapal tanker yang telah kembali
dari pengiriman sebelumnya sehingga diharapkan jumlah kapal tanker yang beroperasi da-
pat diminimumkan. Alur pengiriman solar diawali dengan penetapan waktu dan volume
permintaan dari TBBM Manggis dan Tanjung Wangi. Waktu permintaan dalam satuan
menit, jam, tanggal, bulan dan tahun. Sedangkan volume permintaan dalam satuan Kilo
liter (KI1). Selanjutnya TBBM Tuban mempersiapkan solar yang akan dikirim. Proses
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diawali dengan persiapan kapal tanker. Kemudian dilanjutkan dengan proses loading.
Proses loading adalah pekerjaan pengangkutan BBM solar dari gudang ke kapal tanker
([22]). Kemudian dilanjutkan dengan keberangkatan kapal tanker menuju TBBM cus-
tomer yaitu TBBM Manggis di Bali atau Tanjung Wangi di Banyuwangi. Setelah sampai
di TBBM pelanggan selanjutnya dilakukan proses unloading. Proses unloading adalah
pekerjaan yang dilakukan pada saat kapal tanker sampai pada pelanggan yaitu pekerjaan
pengangkutan BBM solar dari kapal tanker ke tangki (gudang) penyimpanan pelanggan
([22]). Selanjutnya solar diterima oleh TBBM pelanggan dan kapal tanker kembali ke
TBBM Tuban untuk melakukan pengiriman selanjutnya. Rantai pasok distribusi solar ini
dimodelkan menggunakan Petri Net dengan 14 place dan 12 transisi. Terdapat 5 token
pada place Py menunjukkan banyaknya kapal tanker yang bisa digunakan untuk pengiri-
man solar yaitu sebanyak 5 kapal tanker. Pada place Py terdapat 26 token menunjukkan
solar siap dikirim untuk memenuhi 26 permintaan dari pelanggan. Token pada place Py
ditulis dengan angka karena jumlahnya besar yaitu 26. Sedangkan pada place P;3 dan
P4 masing-masing memuat 1 token yang menunjukkan kapal tanker baru siap digunakan
karena tidak ada kapal tanker yang kembali dari TBBM pelanggan. Jika tidak ada token
di place P;3 menunjukkan bahwa ada kapal tanker yang kembali dari TBBM Manggis dan
jika tidak ada token di place P;4 menunjukkan bahwa ada kapal tanker yang kembali dari
Tanjung wangi. Keadaan awal model Petri Net dapat dilihat pada Gambar 4.17.

EOEI

™
\/

T2 P3 T4 P, 5 T6 P 7 T8

T3 P, 15 P T Py Ty

(O
Py((26) g‘ O O O

Gambar 4.17: Petri net dengan Kapasitas Tanker dianggap sama

Penjelasan Gambar 4.17:

Place:

Py : Kapal tanker

P, : Kapal tanker siap

P; : Proses loading P; : Perjalanan ke TBBM Manggis
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Py : Perjalanan ke TBBM Tanjung Wangi

Ps5 : Proses unloading di TBBM Manggis

Fs : Proses unloading di TBBM Tanjung Wangi

P; : Produk diterima di TBBM Manggis

Py : Produk diterima di TBBM Tanjung Wangi

Py : Produk solar (26 permintaan)

Pyg : Proses masuknya solar

Py : Perjalanan kembali dari TBBM Manggis

Py : Perjalanan kembali dari TBBM Tanjung Wangi

P35 : Kapal tanker baru siap digunakan karena tidak ada yang kembali dari TBBM Mang-
gis (ditunjukkan dengan adanya 1 token)

P4 @ Kapal tanker baru siap digunakan karena tidak ada yang kembali dari TBBM Tan-
jung Wangi (ditunjukkan dengan adanya 1 token).

Transisi:

Ty : Mulai persiapan Kapal tanker

T1 : Mulai proses loading

T, : Berangkat ke TBBM Manggis

T5 : Berangkat ke TBBM Tanjung Wangi

Ty : Mulai unloading di TBBM Manggis

T5 : Mulai unloading di TBBM Tanjung Wangi

Ty : Selesai unloading di TBBM Manggis

T; : Selesai unloading di TBBM Tanjung Wangi

T : Produk di TBBM Manggis siap dipasarkan

Ty : Produk di TBBM Tanjung Wangi siap dipasarkan

Tyo : Solar siap dikirim

Ty, : Kapal tanker dari TBBM Manggis masuk TBBM Tuban
Ty, : Kapal tanker dari TBBM Tanjung Wangi masuk TBBM Tuban.

Gambar 4.17 menunjukkan keadaan awal Petri Net sebelum didifire. Transisi Tig
berwarna merah menunjukkan bahwa enabled. Transisi T}y enabled karena place Py yang
menjadi input dari transisi 77p mempunyai token lebih dari atau sama dengan jumlah token
minimum yang dibutuhkan oleh transisi Tyy. Hal ini menunjukkan solar yang akan dikirim
untuk memenuhi 26 permintaan telah siap. Sebagaimana telah dibahas dalam Bagian 4.2
akibat pem-fire-an suatu transisi yang enable, maka terjadi perubahan token yang ada di
dalam masing-masing place. Perubahan token yang terjadi atau kedinamikan dari Petri
net dapat disajikan oleh persamaan berikut

T = 1)+ Aej,
dimana x, adalah keadaan awal dari place yang bertanda (ada token) sebelum suatu tran-

sisi enable di-fire. Dalam Petri net Gambar 4.17, £y mempunyai 15 komponen yang
masing-masing komponen menyatakan place. Vektor keadaan awal z, dan urutan kom-
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ponen placenya diberikan oleh

2g=[5000011000000026]".

P P Py Pun Po Ps Pu P P P P P P Ps Py

Dari zy dan urutan komponen place dari vektor o terlihat bahwa dalam place P, ada 5
token, P; ada 0 token, Piy ada 0 token, P;; ada 0 token, P15 ada 0 token, P53 ada 1 token,
P, ada 1 token, P, ada 0 token, P3 ada 0 token, P, ada O token, Ps ada 0 token, Py ada 0
token, P; ada 0 token, Pg ada 0 token dan Py ada 16 token. Urutan dari 13 transisi Petri
net tersebut diberikan oleh

TO Tl TlO Tll T12 T2 T3 T4 T5 T6 T? T8 T9

Urutan dari place sebanyak m = 15 dan transisi sebanyak n = 13 penting untuk menen-
tukan elemen matriks forward incidence dan backward incidence dari Petri net yang diba-
has. Sedangkan A = A;— A, dimana Ay adalah forward incidence dan Ay, adalah backward
incidence, dan e; adalah vektor kolom satuan dengan 13 komponen dan komponen ke-j
adalah 1 menandakan bahwa transisi ke-j enable di-fire. Masing-masing matriks Ay dan
Ap berukuran 15 x 13. Hal ini menunujukkan bahwa banyaknya place dari Petri net adalah
15 sedangkan banyaknya transisi adalah 13. Matriks Ay dan A, adalah:

e
|
DO DD DD OO OO P OO ~=FEO
DO DD DO OO H OO OODODOOoO O
[N el elNeoleolBoNeNoBoNReNoRel ol
DO DD DD DO O OO OO
(il el NoNoNol = No ool o)
DO DD DD DD O OO oo o ooo
S OO OO R OO oo oo
SO OO H OO ODODOOo o oo o
S OO OO OO oo oo
SO PR OO DODODDODODODODODOoOo OO O
O R O OO DODODDODOODOoOHHOOOoOo
DO DD DD DO IDD OO0 o oo
DO DD DD DO IDD OO OO oo
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dan

)

10000O0O0O0OO0OO0OO0OO0QO0
01000O0O0O0O0OO0O0O0O
1'100000O0O0O0O0O0QO
000100O0O0O0O0O0O0O0
00001O0O0O0O0OO0OO0®O0O0
1001000O0O0T1O0O00O0
10000O0O0O0OO0OO0OT1O00@O0
0000O011O0O0O0O0O0O
0000O0O0OO0OT1TO0OO0O0®O0O0
0000O0O0OO0OO0O1O0O0O0O0
0000O0O0O0OO0OO0OT1O0®O0O
0000O0O0OO0OO0OO0OO0OTO0®O
0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OT1®O
0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O®O01
00100O0O0O0OO0OO0O0®O0O

Ay =

dengan Matriks incidence dari Petri net tersebut diberikan oleh

A=Ap— Ay =

Selanjutnya bila transisi T (urutan ke-3 dari transisi yang telah disusun) difire didapat

es=[0 01000000000 0O0]"
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dan akibat pem-fire-an tersebut didapat

T = o+ Aes
[ 5 ] (-1 0 0 0O O O O O 0 0O 0 0 0]
0 1 -1t 0 1.1 0 O O O o0 0 0 0 [0 ]
0 o -1t 1.0 O O O o 0o 0 0 0 o0 0
0 o o o0 -1 0 0 O o 0o 1 0 0 O 1
0 o 0 o o0 -1 0 0 o 0 0 1 0 O 0
1 o 0 o 1 0 O o0 o 0 -1 0 0 O 0
1 o 0 o o0 1 o0 o0 o o0 0 -1 0 O 0
= o(+f 0 1 0 O O -1 -1 0 0 O O 0 O 0
0 o o o o o0 1 0 -1 0 O O 0 O 0
0 o 0o o o o0 o 1 o0 -1 0 0 0 O 0
0 o 0o o o o0 o0 o 1 0 -1 0 0 O 0
0 o 0o o o o0 o0 o o 1 0 -1 0 O 0
0 o o o o o0 o0 o o o 1 0 -1 o0 0
0 o o0 o0 o o o0 o o o0 o 1 0 —-17]]p0]
| 26 | o 06 -1.0 0 o 0 O o 0 0 0 0 |
setalah dihitung vekor & adalah
_ P,
Py
Py
Py
Py
ISE
Py

8
I
CoococoCcOoOOoO R, OO RO

N A N a
s

(\V]
ot

Akibat pem-fire-an transisi enable Tj, dengan kedaan awal zy didapat vektor keadaan x
yang berarti bahwa Petri net semula berubah menjadi Petri net dengan keadaan awal z.
Dengan demikian dalam place P, tetap ada 5 token, Py ada 1 token, P;3 dan P4 tetap
ada 1 token sedangkan Py berubah ada 25 token yang semula 26 token. Selain dari pada
itu, akibat pem-fire-an T}o transisi 7y menjadi enable dan dalam place Pyg ada 1 token.
Hal ini menunjukkan bahwa setelah ada solar yang siap untuk mulai proses loading maka
kapal tanker juga bisa dipersiapkan. Selanjutna untuk kedaan awal £y, = & dan bila transisi
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enable Ty di-fire didapat

T = xo+ Ae;

517 [-1. 0 0 O O O O O O O O 0 0]
0 1 -1 0 1.1 0 O O O O 0 0 0 |[1]
0 o -1 1.0 O O O O O O 0 0 014160
0 o o o0 -1 0o o o O O 1T 0 0 014160
0 o o o0 o0 -1 o0 o o o0 o 1 0 014160
1 o o o0 1 o o o o0 0 -1 0 0 014160
1 o o o0 o 1 o O O O 0 —=1 0 014160

= 10{(+} 0 1 O O O -1 -1 0 O O 0O O 01160

0 o o o0 o o 1 o0 -1 0 0 0 0 014160
0 o o o0 o o o 1 o0 -1 0 0 0 01160
0 o o o0 o o o o 1T 0 -1 0 0 014160
0 o o o0 o o o o o 1 0 -1 0 014160
0 o o o0 o o o o o o0 1 0 =1 0141606
0 o 0 o o o0 o0 o0 o0 o0 o0 1 0 —-1]]p0]

') [0 0 -1 0 O O o0 o0 0 0 0 0 0 |

[ 4] - P
1 | - P
1 | —» Py
0| — P
0 | = P
1 | — Pi3
1 | - Py

= | 0| = B

0| - P
0| —» P
0| — Ps
0| — F
0| —» P
0| - R

| 25 | — P

Keadaan £ menunjukkan perubahan token karena transisi Ty di-fire. Hal ini menyebabkan
transisi 77 menjadi enable. Hal ini menunjukkan bahwa pasokan solar untuk 1 permintaan
dan sebuah kapal tanker telah dipersiapkan sehingga proses loading siap dimulai. Dengan
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keadaan awal £y = & dan transisi enable T di-fire didapat

T = xo+ Aey

41 [-1 0 0 O O O O O O O 0 0 0]
1 1 -1 0 1 1 0O O O O O 0 0 0107
1 o -1 1.0 O O O O O 0o o0 o0 0111
0 o o 0O -1 0 O O O O 1 0 0 01410
0 o o o0 o0 -1 0 O O O 0o 1T 0 01410
1 o o o0 1 o O o O O -1 0 0 0110
1 o o o0 o 1 O o O o0 0 =1 0 014160

= (0}|+f 0 1 O O O -1 -1 0 O 0 0 0 0110

0 o o o0 o o 1 0 -1 0 0 0 0 0110
0 o o o o o o 1 0 -1 0 0 0 0110
0 o o o0 o o o o 1 0 -1 0 0 0110
0 o o o0 o o o o o0 1 0 =1 0 01410
0 o o o o o o o o o 1 0 -1 01410
0 o o0 o0 o o o0 o o0 o0 o 1 0 —=17]]p0]

2y [0 0 -1 0 0 O 0 O 0O 0 0 0 0

4] - B
0| - P
0 | — Py
0| — P
0| — P
1 | = P
1—)P14

:1—>P2

0| —» B
0| — P
0| —» B
0| —» b
O—>P7
0| —» R

| 25 | — Py

4.7 Pengguaan Figenmode Dalam Sistem Antrian

Pada bagian ini diberikan aplikasi Fiegenmode pada masalah antrian. Masalah an-
trian yang dibahas adalah masalah sistem antrian pelayanan proses pergantian jenis ta-
bungan di suatu bank pada satu petugas customer service. Pembahasan dimulai dengan
membuat model Petri net dari sistem antrian. Selanjutnya memberikan penjelasan masing-
masing transisi dan masing-masing place. Berikutnya didefinisikan peubah-peubah yang
digunakan dalam proses pemodelan. Peubah yang digunakan terdiri dari dua jenis, yaitu
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peubah yang menunjukkan waktu dan peubah yang menunjukkan lama waktu. Peubah-
peubah tersebut sangat penting untuk membuat model dalam bentuk aljabar max-plus.
Dari bentuk model aljabar max-plus diperoleh suatu matriks tereduksi yang selanjutnya
dikaji perilaku eigenmode untuk menentukan waktu prosespelayanan customer.

Fenomena antrian pelayanan proses pergantian jenis tabungan biasanya terjadi di kan-
tor cabang bank yang terletak di dalam suatu perguruan tinggi saat menjelang wisuda.

Misal dalam suatu Bank akan dilakukan analisa sistem antrian pelayanan pergantian

jenis tabungan customer pada satu petugas customer service. Adapun proses pelayanan
customer mulai datang ke bank, dilayani petugas customer service, sampai meninggalkan
bank diberikan dalam bentuk Petri net pada Gambar 4.18.

t ty
° y2!
—QO-—
1 1
1 1 1 1 1
O—¢—0O O
Y41 P2
tl t2 t3 1 bs 1

Ps o

Gambar 4.18: Petri Net Antrian Pelayanan Pergantian Jenis Tabungan pada Satu Petugas Cus-
tomer Service

Berdasarkan Gambar 4.18, Petri net antrian pelayanan pergantian jenis tabungan
bank pada satu petugas customer service terdiri dari tujuh transisi, yaitu:

t1 : customer datang ke bank,

ty @ customer mengambil nomor antrian,

t3 : costumer dilayani oleh customer service,

ty : customer service membawa berkas customer pada (teller),
t5 : berkas customer selesai diproses teller,

te : customer selesai dilayani oleh customer service,

t7 . customer meninggalkan bank,

dan enam place, yaitu:
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pr1 -

p2

ps -

Pg -

Ds

De -

customer yang sedang menunggu giliran mengambil nomor antrian,
customer yang sedang menunggu giliran dilayani customer service,
customer yang sedang dilayani customer service,

customer yang sedang menunggu pemrosesan berkas oleh teller,

: Idle atau customer service sedang tidak sibuk,

customer yang sudah selesai dilayani oleh customer service.

Selanjutnya, diberikan pula definisi peubah-peubah yang digunakan dalam proses

pemodelan. Peubah yang digunakan terdiri dari dua jenis, yaitu peubah yang menunjukkan
waktu dan peubah yang menunjukkan lama waktu. Peubah-peubah tersebut sangat pen-

ting
yang

t1(k)
to(k)
t3(k)

t4(k)

untuk membuat model dalam bentuk aljabar max-plus. Ada tujuh peubah waktu
dibutuhkan dalam pemodelan yaitu:

: waktu kedatangan customer saat ke-k,

: waktu customer mengambil nomor antrian saat ke-k,

: waktu customer mulai dilayani customer service saat ke-k,

. waktu customer service membawa berkas customer pada (teller) saat ke-k,
. waktu berkas customer selesai diproses teller saat ke-k,

: waktu customer selesai dilayani customer service saat ke-k,

. waktu customer meninggalkan bank saat ke-k.

Sedangkan peubah-peubah yang menunjukkan lama waktu ada lima peubah. Peubah-
peubah tersebut adalah:

Utl,k

Utg,k

Ut5,k

/Ut(;,k‘

(.

: lama kedatangan customer saat ke-k,

: lama customer mengambil nomor antrian saat ke-k,
: lama pemrosesan berkas oleh teller saat ke-k,

: lama customer dilayani oleh customer saat ke-k,

: lama customer meninggalkan bank saat ke-k.
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Dari peubah-peubah yang telah diperoleh yaitu waktu dan peubah yang menunjukkan
lama waktu, berikutnya dibuat proses penyusunan model sistem antrian pelayanan per-
gantian jenis tabungan bank pada satu petugas customer service menggunakan aljabar
max-plus berdasarkan Petri net pada Gambar 4.18 sebagai berikut:

tl(k) = Ut17k®t1(]€—1),

ta(k) = vip@ti(k)

= Uk QU Qt(k—1),
ts(k) = to(k)Ddt(k—1)

= UpprQuyp@ti(k—1)Bts(k—1),
ta(k) = v p®ts(k—1)

Vg QUi k @t (k—1) D te(k — 1) B ts(k— 1),
ts(k) = v @ ta(k)
Vi k @ (Vi e QU 1 Qb1 (k— 1) B tg(k — 1) B ts(k — 1))
Vo ke @ Viy s @ Uy @1 (k— 1) B vy, ek — 1) vy i @ t5(k — 1),
Vte e ® (t3(k) ® t5(k))
Ut ke @ t3(k) @ vgg 1 @ t5(k)
= Uk @ (U @y, s Qti(k—1)Bts(k—1)) B
Vigk @ (Vis ke @ Vip o @ Uy 1 @L1(k — 1) D vy @ t6(k — 1) D vy p @ ts5(k — 1))
= Vg QU QU s @t (k—1) D v D t(k—1) D
Vig ke @ Vps k @ Vg @ Uy 1 @1 (K — 1) D
Ut e @ Vig ks @ L(k — 1) B Vg e @ g @ t5(k — 1)
= Vg k @ Vpy ks @ Vs @V Dt (k—1) @
Vigk @ Vgs i @ Lo(k — 1) @ v 1 @ Vg5 1 D t5(k — 1),
tr(k) = v ®te(k)
= Vs @ (Vg k @ Vg ke Q@ Uiy @ Uy @1 (k— 1) B
Vig ke @ Vs i @ to(k — 1) D vy 1 @ V5 1 D t5(k — 1))
= Vi k @ Vg k @ Uy k @ Viyp DV x @ t1(k—1) D
Vig e @ Vgo ke @ Vs s @ (K — 1) @
Upo e @ Vg s @ Vg @ t5(k — 1).

~

=)}

—~
Ny

~—
I

dengan k =1,2,....
Didapatkan model antrian pelayanan pergantian jenis tabungan bank pada satu petu-
gas customer service sebagai berikut:

tl (k’) Ve & C1 Co tl (k’ — ].)
ts(k) | = Vig k @ Vg ke @ Vg, 1 Vs k Vs k ® | ts(k—1) |,
te(k) Utk @ Vig k @ Vg k @ Uty ke Vg ke @ Vg k- Vg k @ Vg te(k — 1)
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dengan notasi ¢; dan ¢y dipilih supaya
(Utl,k; & tl(k? — 1)) D (Cl (24 t5(k3 — 1)) D (CQ & t6(k3 — 1)) = Utl,k; & tl(k’ — ].)

Sehingga dapat diambil ¢; = ¢; = €, dan model antrian pelayanan pergantian jenis ta-
bungan bank pada satu petugas customer service menjadi:

t1(k) (" € € t1(k—1)
t5(k) = Ut5,k‘ ® Utg,k ® /Utl,k‘ /Uts,k‘ Ut5,k‘ ® t5(k' - 1)
tﬁ(k) Uta,k X Vts k X Utg,k & Utl,k Uta,k & Vts k Uta,k X Vts k tﬁ(k - ]-)

Tabel 4.6: Daftar Proses Pelayanan Pergantian Jenis Tabungan Bank

Kode Proses Lama Waktu
(menit)
Uty k Lama kedatangan customer saat ke-k 8
Vty ko Lama customer mengambil nomor antrian saat ke-k 0,5
Vts ko Lama pemrosesan berkas oleh teller saat ke-k 5
vtk | Lama customer dilayani oleh customer service saat ke-k 20
1

Gambar 4.19: Graf Komunikasi G(B)

Jika lama masing-masing proses diberikan pada Tabel 4.6, maka didapatkan per-
samaan:

tl(k?) 8 3 g tl(k’ — ].)
ts(k) | =1 135 5 5 | ®| ts(k—1)
te(k) 33,5 25 25 to(k — 1)

Matriks dari model yang diperoleh merupakan matriks tereduksi representasi dari graf
tidak strongly connected pada Gambar 4.19.
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Selanjutnya, akan dianalisa nilai eigen, vektor eigen, dan eigenmode dari matriks

8 e €
B=1]13,5 5 5
33,5 25 25

Berdasarkan hasil karakterisasi nilai eigen dan vektor eigen dari matriks tereduksi, dike-
tahui matriks tereduksi belum tentu memiliki nilai eigen. Oleh karena itu, berikut akan
dicari nilai eigen dari matriks tereduksi B dengan menggunakan Algoritma Power. Misal
dengan keadaan awal z(0) = ( 000 )T, diperoleh evolusi keadaan

0 8 16
o, 1351, |385],
0 33,5 58,5

Berdasarkan evolusi keadaan, tidak dapat ditemukan bilangan bulat p > ¢ > 0 dan bilang-
an real ¢ yang memenuhi z(p) = c® 2(q). Jadi B tidak memiliki nilai eigen. Meskipun
demikian, karena B adalah matriks tereduksi reguler maka dapat dicari eigenmode berupa
pasangan vektor dengan semua elemen vektor berhingga.

Untuk mendapatkan eigenmode dari matriks tereduksi reguler B, terlebih dahulu
ditentukan bentuk matriks blok segitiga atas dari B, yaitu:

5 5 13,5
A= 25 25 33,5
€ € 8

Berikutnya, dihitung nilai eigen dari matriks As,, yaitu Ay = 8, sehingga dapat diambil
& = Ay = 8 dan misal diambil v = 0. Langkah selanjutnya, dihitung nilai eigen dari

. 5 5
matriks A; ; = [ 95 95
( 00 )T, diperoleh evolusi keadaan

ol s ] (3]

Sehingga A\ = % = 25. Karena \; > &, maka & = \; = 25 dan dihitung vektor v;:

] menggunakan Algoritma Power. Dengan keadaan awal 2(0) =

LR = (A11®v1) @ (A2 Qvs)

wl 5 5 v 13,5
wofi] - (3210l o
Dari Persamaan (4.24) didapatkan

25 +wv; = max{b+v1,5+ v9,13,5}
254+v; = 13,5
v = —11,5,
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dan

254+ vy = max{25+ vq,25+ v9,33,5}
25+ vy = max{13,5,25+ v, 33,5}
20+wvy = 33,5

vy = §,5.

—11,5
8,5
( 25 25 8 )T danv = ( —11,5 8,5 0 )T adalah eigenmode dari matriks A sebab untuk

k = 0, memenuhi:

Jadi, didapatkan v; = [ ] Oleh karena itu, pasangan vektor (n,v) dengan n =

A®(O0xn+v)= (13,5 33,5 8) =1xn+w,
untuk £ = 1, memenubhi:
A@(1Ixn+v)= (385 585 16) =2xn+ov,
dan seterusnya, vektor n dan v untuk k£ =0, 1,2, ... memenuhi
AR (kxm+v)=(k+1) xn+w.

Dari hasil eigenmode, dapat diketahui waktu berakhirnya tiap proses pelayanan customer
saat ke-k. Misal waktu paling awal terjadi pada pukul 08.00, maka untuk £ sama dengan
0 dan 1 didapatkan hasil seperti pada 4.7.

Tabel 4.7: Waktu Proses Pelayanan Customer Pertama dan Kedua

Keterangan Waktu untuk Customer
Pertama Kedua
Berkas customer selesai diproses teller 08:05:30 08:30:30
Customer selesai dilayani customer service | 08:25:30 08:50:30
Kedatangan customer 08:00:00 08:08:00
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Pengenalan Sistem-(main, mazx, +)

Dalam bab dikenalkan sistem Min Max Plus khususnya sistem bipartisi min max plus.
Sistem yang dibahas adalah bagian dari apa yang dinamakan Sistem Dinamis Event Diskrit.
Kejadian diskrit sistem dapat digunakan untuk mempelajari proses yang didorong oleh ter-
jadinya peristiwa. Peubah yang relevan merupakan waktu di mana kejadian berlangsung.
Diasumsikan bahwa evolusi sistem dapat digambarkan dengan cara persamaan menggu-
nakan tiga jenis operasi, yaitu minimum, maksimum dan tambah. Sistem yang didasarkan
pada ketiga operasi ini disebut sistem-(min, max,+), dan sistem yang hanya didasarkan
pada dua operasi minimum dan tambah disebut sistem-(min, +). Sedangkan sistem yang
menggunakan dua operasi yaitu maksimum dan tambah disebut sistem-(max,+). Berba-
gai kelas sistem-(min, maz,+) sistem dapat didefinisikan. Hubungan antara kelas-kelas
tersebut diberikan oleh gambar diagram berikut.

Sistem-(min, mazx, +)

/ \

Sisten-(maz, +) | [ Sistem-(min, 1)] | S g Gni )

.

Sistem Bipartisi-(min, max, +)

Suatu perilaku dinamis tertentu sistem-(min, max,+) telah dikenalkan di 4], juga ke-
beradaan nilai eigen dari sistem telah dipelajari. Lebih lanjut tentang sistem-(min, maz, +)
dan dasar-dasar teori event sistem diskrit dengan operasi minimum, maksimum dan tambah
dapat ditemukan dalam [13]. Dalam [5] disebutkan bahwa keberadaan struktur eigen un-
tuk sistem bipartisi-(min, max, +) telah dipelajari untuk pertama kalinya . Dalam bagian
ini, dibahas kondisi keberadaan ini didasarkan pada hasil yang muncul di [9] . Kondisi ini
bentuk sistem matriks yang menggambarkan suatu sistem bipartisi-(min, max,+). Sistem
matriks diwakili oleh sepasang matriks dalam bentuk (A, B) yang mana untuk keberadaan
struktural eigenvalue didasarkan pada pengertian matriks taktereduksi . Penggunaan
gagasan ketakterekduksian dalam konteks sistem-(min, mazx, +) adalah baru , meskipun
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gagasan itu sendiri telah digunakan sebelumnya dalam konteks lain dan dalam bentuk
alternatif dalam [30] . Hal ini dapat dibandingkan dengan gagasan yang telah dikenal
matriks persegi taktereduksi (lihat misalnya [2] ). Istilah " struktural " yang berkaitan
dengan sifat keberadaan ( struktural ) eigenvalue hanya tergantung pada " struktur " dari
matriks yang bersangkutan dan bukan pada nilai-nilai numerik tertentu yang digunakan.
Dalam konteks ini, nilai eigen dari pasangan matriks taktereduksi disebut struktural.

Berbeda dengan hasil di atas, dua sistem bipartisi-(min, maz, +) dapat dikombinasikan
untuk membentuk sistem yang lebih besar. Jika dua sistem bipartisi-(min, maz, +) yaitu
S1 dan S5 terhubung, masing-masing dengan eigenvalue struktural, maka sistem terhubung
meskipun masih sistem bipartisi-(min, maz, +), belum tentu memiliki nilai eigen struktu-
ral. Suatu eigenvalue "biasa" mungkin masih bisa ada. Dalam pembahasan diberikan
kondisi untuk jenis eksistensi yang dapat dilihat sebagai perluasan kondisi bagi kebe-
radaan nilai eigen dari interkoneksi yang terkecil (dalam hal dimensi) sistem bipartisi-
(min, max,+), disebut atom (lihat [31]). Dalam [4] algoritma yang dinamakan algorithma
power dikenalkan untuk menghitung nilai eigen dan vektor eigen yang sesuai untuk sistem-
(min, max,+) yang dapat dipisah. Hal ini membuktikan bahwa dalam kondisi tertentu
algoritma power dapat digunakan untuk menghitung eigen value dan eigen vektor yang
sesuai untuk sistem-(maz, +) dan suatu perluasan algorithma yang dinamakan extended
power algorithm digunakan bila kondisi tidak dipenuhi (lihat [11]).

Dalam pembahasan berikutnya diberikan algoritma power yang lebih sederhana (lihat
juga [7]) dengan beberapa kondisi ringan dapat digunakan untuk menghitung nilai eigen
dan vektor eigen yang sesuai. Algoritma ini juga dapat ditemukan dalam [6]. Selanjutnya,
diberikan algoritma power baru untuk menghitung eigenvalue dan vektor eigen yang sesuai
dari sistem bipartisi-(min, maz, +).

5.1 Sistem Bipartisi-(min, max, +)

Sistem Bipartisi-(min, mazx, +) merupakan gabungan dari sistem (max,+) dan sistem
(min,+), selain itu dapat dikatakan juga sebagai gabungan dari aljabar max-plus dan
aljabar min-plus. Misalkan terdapat sistem sebagai berikut

zi(k+1) =max[a;1 + y1(k),ai2 + y2(k), ..., ain + yn(k)]

. 5.1
yj(k? + 1) = min [bj,l + ZEl(k?), bj’g + ZL‘Q(I{?), ey bj,m + flfm(k?)] ( )

dengan k£ =1,2,..., dimana a,;; € R, dan b;; € R Vi € m,j € n. Dengan menggunakan
operasi @, @', dan ® sistem diatas dapat dirubah menjadi

zi(k+1) = (a1 @ y1(k) & ... ® (ain @ yu(k)) m (5.2)
yi(k+1)=(bj1 @x1(k) @ ... & (bjm @zm(k)), jEN ‘
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kemudian dapat disederhanakan menjadi

vi(k+1) = Plai; @ y;(k)), iem
i~ (5.3)
'(bji @ xi(k)), jEN

(k4 1) =

@3

=1

Selanjutnya dapat diubah menjadi

dengan
1 (k) y1 (k)
o) = | 2 | err gy = |2 c g
Zm (k) yn (k)
ay A2 ... Qg bii bia ... bim
A a2.71 G/Q',z a2.7n ER?X”, _ 52.,1 52',2 ijm ERglxm
ar;L,l a,,'%g an.w b,;,l b7;72 bn.m

Pada [3], bipartisie (min,max,+)-system juga dapat dinotasikan sebagai berikut
z2(k+1)=M(z(k), k=1,2,... (5.5)
dengan

w0 = o | Mo =m([50]) =5 545

Sistem dari (5.4) disebut sistem bipartisi (bipartite system) karena sistem tersebut da-
pat dinyatakan dalam graf bipartisi berarah (bipartite directed graph). Representasi graf
dari sistem (5.4) memiliki n + m titik yakni xy, 29, ..., 25, Y1, %2, .., Ym. Terdapat suatu
garis dari verteks y; ke x; jika a;; # € dan nilai a;; dijadikan sebagai bobot dari garis
tersebut. Terdapat garis dari verteks x; ke y; jika b;; # T dan nilai b,, dijadikan sebagai
bobot dari garis tersebut. Titik zq, xo, ..., x, disebut titik maksimalisasi sedangkan titik
Y1, Y2, - - -, Ym disebut titik minimalisasi. Bipartisi-(min, max,+) disebut regular sistem
bipartite-(min, max, +) jika pada setiap baris matriks A dan B terdapat paling tidak satu
elemen berhingga [3].
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5.2 Sifat Tereduksi dalam Sistem Bipartisi-(Min, Mazx, +)

Sama halnya pada aljabar max-plus, dalam sistem bipartisi-(min, maz, +) juga terdapat
sifat tereduksi. Namun sifat tereduksi dalam sistem bipartisi-(min, maz, +) melibatkan

permutasi baris dan kolom dari matriks A € R?*™ dan B € R},

Misalkan W merupakan matriks n x m, o merupakan permutasi dari n dan 5 meru-
pakan permutasi dari m. Matriks W («, 5) merupakan matriks yang diperoleh dengan
mempermutasikan baris matriks W berdasarkan o dan mempermutasikan kolom matriks
W berdasarkan . Dengan demikian elemen baris ke-i dan kolom ke-j dari matriks W (a, 3)
adalah Wa(z’),ﬁ(j)'

Definisi 5.2.1 Misalkan terdapat sistem bipartisi-(min, max,+) seperti pada sistem (5.4).

o Jika sistem (5.4) memiliki nilai karakteristik dan vektor karakteristik dalam sistem
bipartisi-(min, max, +) serta keberadaan nilai karakteristik dan vektor karakteristik
tidak tergantung pada elemen-elemen hingga di matriks A dan B maka sistem (5.4)
dikatakan secara struktural memiliki nilai karakteristik dan vektor karakteristik.

o Sistem (5.4) atau sepasang matriks (A, B) dikatakan tereduksi jika terdapat permutasi
a dari n dan permutasi B dari m sedemikian hingga

A A
A, B) = { . A;j ,B(B,a) = [g; BT }

dengan

i. A;j memiliki ukuran yang sama dengan B;‘-Fi

it. Pada tiap baris A;; terdapat paling tidak satu elemen terhingga.
1. Pada tiap baris Bj; terdapat paling tidak satu elemen terhingga.
w. € merupakan matriks yang semua elemennya —oo

v. T merupakan matriks yang semua elemennya +oo

Jika tidak terdapat permutasi o, B yang memenuhi maka sistem (5.4) atau pasangan
matriks (A, B) dikatakan tidak tereduksi

Sifat tereduksi erat kaitannya terhadap keberadaan nilai karakteristik dan vektor karak-
teristik.

5.3 Nilai karakateristik dan Vektor Karakteristik dalam
Sistem Bipartisi-(Min, Max,+)

Sistem bipartisi-(min, maz, +) pada sistem (5.4) dikatakan mempunyai nilai karakteristik
dan vektor karakteristik jika terdapat A € R dan vektor z € R™, y € R" yang memenuhi

[ég,ﬂ @ m (5.6)
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atau dapat dituliskan dengan

ARy = A, +z

B&'z = M,+y (5.7)

dengan 1, merupakan vektor k£ x 1 yang semua elemennya bernilai 1.
Pada [3, 8| juga dijelaskan Power Algorithm untuk mendapatkan nilai karakteristik dan
vektor karakteristik dalam sistem bipartisi-(min, maz, +).

1. Ambil sebarang vektor awal z(0).

2. Tterasi z(k) = M(2(k—1)) untuk & = 1,2, ... sampai terdapat bilangan bulat positif
p, q dan bilangan riil ¢ sehingga z(p) = ¢ ® 2(q).

3. Definisikan sebagai nilai karakteristik A = .

pP—q
p—q .
4. Definisikan sebagai kandidat vektor karakteristik v = @(A®(p D @2(g+ 35— 1))
j—1

5. Jika M(v) = A®v maka sistem bipartisi-(min, max, +) memiliki v merupakan vektor
karakteristik dan algoritma berhenti. Jika M(v) # A ®@wv maka algoritma dilanjutkan
dengan langkah selanjutnya.

6. Ambil 2(0) = v sebagai vektor awal yang baru. Ulangi langkah ke-2 sampai terdapat
bilangan bulat positif r yang memenuhi 2(r + 1) = A ® 2(r). Maka 2(r) merupakan
vektor karakteristik dengan nilai karakteristik .

Terdapat suatu teorema yang mengaitkan sifat tereduksi dengan keberadaan nilai karak-
teristik dan vektor karakteristik.

Teorema 5.3.1 Sistem bipartit-(min, max,+) dengan pasangan matriks (A, B) secara struk-
tural memiliki nilar karaketristik dan vektor karakteristik jika dan hanya jika pasangan
matriks (A, B) tidak tereduksi

Bukti dari Teorema 5.3.1 cukup panjang sehingga tidak dituliskan pada buku ini namun
dapat dilihat pada [3].

Terdapat kasus khusus untuk pasangan matriks (A, B) tereduksi. Karena merupakan
pasangan matriks tereduksi maka matriks A, B dapat dinyatakan dengan

3 Zn Zu} ¥5) Fn T }
A - — 7B = | = —
[ e Ay By B

Kemudian vektor z(k),y(k) diasumsikan dapat dipartisi menjadi

o0 = [710)] w0 = (1)
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Sehingga sistem pada (5.4) dapat dinyatakan menjadi

zi(k+1)] _ [Au@uk) & Ap @yQ(k)}

_372(k + 1)_ B i Ay @Yo (k) 5.9
5.8

yi(k+1)]  [Bu @ (k) }

_yQ(k + 1)_ B _§21 Q' z1(k) & By &' z5(k)

Kemudian didenifinsikan subsistem bipartisi-(min, max,+) S; dan Sy berturut-turut se-
bagai berikut ) ) o )
x(k+1) An @yi(k)

yi(k+1)] ~ |Bn @z (k) (5.9)
dan

zo(k+1)] _ [ A @yi(k)]

yo(k+1)] ~ |Bas @ 21 (k)] (5.10)

Diandaikan kedua subsistem S; dan S, mempunyai nilai karakteristik berturut-turut \;
dan A\, dengan vektor karakteristik berhingga.

Teorema 5.3.2 Misalkan S merupakan sistem pada (5.8) yang memiliki subsistem Sy
dan Sy dengan nilai karakteristik berturut-turut adalah A\; dan Ay serta vektor karakteris-
tiknya berhingga. Jika sistem S memiliki nilai karakteristik Ao serta vektor karakteristiknya
berhingga, maka Ay < g < As.

Bukti dari Teorema 5.3.2 juga tidak dituliskan namun dapat dilihat di [3].
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