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Kata Pengantar
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Bab

Pengenalan Vektor

Dalam bab ini dikenalkan pengertian vektor, khususnyaorgikada bidandR? dan pada ruang
R3. Beberapa pengertian dan hasil-hasil pembahasan namtigyaakan dalam bab berikut-
nya khususnya untuk menyelesaikan sistem persamaan. liBeaerapa contoh yang dibahas

T.l..‘).._;". PL = —_ "~ ) = E TE
| [ sage-6.5 [Berjalan] - Oracle VM VirtualBox
Mesin  Tilik Perangkat Bantuan

MK

Notebook

Wersion 6.8

New Worksheet Upload Download All Active

S W L E R

Aljabar Linear 2015 Ruang Vektor 1 admin st
Aljabar Linear 2015 Orthogonal 4 admin

Aljabar Linear 2015 Perubahan Basis 3 admin shs

SICOE The Sage admin | Home | Published |

Report a Preblem |

TETTEE

s At T el e

Archive | | Delete | | Stop | | Download Current Folder: Active Archived Trash

Active Worksheets Owner /| Collaborators

Aljabar Linier 2015 Pemetaan Linear 2 admin share now

B ¢ o= v
.=

Gambar 1.1: Tampilan Sage Notebook Ver. 6.9

juga dihitung menggunakan perangkat lunak Sage Noteborgiove6.9. Perangkat lunak ini

setara dengan perangkat lunak Matlab, Maple dan Matheamei@ge Notebook selain mampu
melakukan komputasi secara numerik juga mampu melakukapktasi secara simbolik. Gam-
barl.1adalah tampilan perangkat lunak Sage Notebook Version 6.9.

1.1 Vektor dan Kombinasi Linear
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Dalam bagian ini dibahas pengertian suktunbinasi linier dari vektor-vektor di bidandr?
danR3. Pengertian ini bisa diperluas untuk vektoRfl. Himpunan semua vektor &" dina-
makan ruang vektaR" atas himpunan semua bilangan fildan dinamakan ruang-Euclide
yang akan dibahas di Bah Mengenai pengertian ruang vektor secara umum atas faatu
pangan(himpunan skalar) akan dibahas dalam BalRuang vektoiR" sangat penting, sebab
dalam pembahasan di Babditunjukkan bahwa sebarang ruang vektoaitas suatu lapangdn
berdimenshn isomorpikdengariR".

Vektor pada bidang atau ruang dimensi ®fadisajikan sebagai vektor kolom yang terdiri
dari dua komponen, ditulis sebagai:

o= e = o
\) Wo.
Dalam hal ini komponen vektar danw masing-masing adalah bilangan &il,vo danwy, wo.
Dua vektorv danw ini padaR? digambar sebagai garis berarah dari pangkal pusat koordina
bidang ke ujung vektor dengan koordinat komponen vektomgaa demikian panjang suatu
vektor adalah panjang garis dari pangkal ke ujung vektordienvektor sama bila dua vektor

ini mempunyai arah dan panjang yang sama. Adakalanya wekieajikan sebagai = (vi,V»).
Secara rinci nanti vektor dibahas lagi dalam bab selanfuyajtu berkaitan dengan pembahasan

w

L~

/ W= (Wg,W»)

U= (Ug,Up)

/TJ

Gambar 1.2: Vektor dRZ2.

Ruangn Euclide. Dua vektor dR"

u v
u:{1 dan v:[l}
U2 \%)

adalah sama bila dan hanya bila semua komponen yang baersssima, yaitu; =v;, i = 1,2.
Hal ini berlaku juga untuk dua vektar,v € R", yaituu = v bila dan hanya bila; = v;, i =
1,2,...,n. Contoh diberikan dua vektor &&:

x—1 4
u=|1+y| dan v=| 5 |.
z—2

3
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Bila u = v, maka dapatkan nilai dax,y danz. Karenau=v, makax—1=41+y=>5 dan

3=2z—2. Sehingga didapat=5,y =4 danz=>5. O

Operastambah dua vektow danw ditulis v+w diberikan oleh:

_Vi+wg
e [
Sedangkan operagerkalian skalara € R dengan vektor dR? diberikan oleh:
av= {avl} , dengan demikian didapat— 3w = {_3\’\/1} .
avp —3Wo

Catatan bahwa sebarang vektar R? ditambah vektor-v adalah vektor ndd@., tentunya vektor
Or2 bukan bilangan nal0), sebab
Opz = [8] .

Dari pembahasan operasi tambah sebarang dua veKkigt filas bahwa'+w =w V.

Pengertian kombinasi linear dari vekterdanw adalah masing-masing vektor dikalikan
skalar lalu hasilnya ditambahkan, yaitu untuk skatarc, € R didapat suatikkombinasi linear
dariu danw yang dituliskan sebagai

C1V+ Cow.
Contoh berikut menjelaskan bahwa vekiweadalah suatu kombinasi linear dari vektbdanv
dengan )
w= ! u . danv= 3
-1 7|5 B
sebab

! 3 [—2+9] [7]
R BRI vy AR

Secara geometri bidang B7, kombinasi linear tsb. diberikan dalam Gamhé:

Perintah untuk malakukan kombinasi linier dari dua vektalanv sama dengan vektav
dalam sel Sage Notebook dilakukan sebagai berikut:

u=vector(QQ[1,5]).colum()
v=vector(QQ [3,3]).colum()
w=vector(QQ [7,-1]).col um()
pretty print(tm ("Vektor : $\pnmb{u} = %$"% atex(u)))

print
pretty print(htm ("Vektor : $\pnb{v} = %$"% atex(v)))
print
pretty_print(htm ("Vektor : $\pnb{w} = %$"% atex(w)))
print

pretty print(htm ("$-2\pnb{u} +3\pnb{v} = %$"% at ex(-2*u+3*v)))



' vek'tur '—2u' —

12 vektor 3y =
18 | =2u+dv = W
8l
[ u
at v
al
a
/H

-5 =4 =3 =2 =1 a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 18 11 12
Gambar 1.3: Kombinasi Linear dari vektwdanv

Output yang dihasilkan adalah :

Vektor:u= ( 5
3
Vektor: v = ( 3 )
Vektor: w = ( ! )
-1
7
i ( ]

Contoh berikut merupakan kombinasi linear dari vektorteeki ruang dimensi tig®?, yaitu

+4v

4v

Gambar 1.4: Vektox =u+4v— 2w

u-+4v— 2w =x. Kombinasi linier ini diberikan dalam Gambard. Masing-masing vektar, v,w
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B

1] [1] 1
lu+4v—2w = 1|0|+4|2(—-2|2

danx adalah:

yang memenuhi

3 |1 o
1+4—4] [1
3+4+2] |9

Sebelum mengakhiri bagian ini, perlu diingatkan bahwa peran darikombinasi linier
sangat penting. Sebab istilah ini akan sering digunakaa pathpir keseluruhan pembahasan.

1.2 Hasil kali titik dan Panjang vektor

Pada bagian ini dibahas hasil kali titik dua vekipdanv di R?, selanjutnya dibahas panjang
suatu vektor. Hasil kali titiku danv di R? ditulis u-v dengan

u= {ul} danv = {Vl}
uz V2

‘U-V:U1V1+U2V2‘

didefinisikan sebagai

Contoh untuku danv di R? diberikan oleh

o[t e

4 } : ﬂ =4(—3)+2(6) =—12+12=0
—2| |6

Terlihat hasil kali titiku-v adalah 0. Bilangan nol suatu yang khusus, begitu juga urdshk h
kali titik yang menghasilkan nilai nol, hal ini mempunyatiagecara geometris vektardanv
saling tegak lurus. Kasus ini diberikan oleh Gamb#&x Suatu kasus penting dari hasil kali titik
dariu danv adalah bilau = v. Misalnya vektor tak no¥ di R? diberikan oleh

1
2
3

maka perkalian titiu- v adalah

uv=

V=




N
L

Gambar 1.5u-v=0

.l

Perhatikan bahwa hasil perkalian titkv > 0 untuk sebarang vektor takmolc R?. Dengan
demikian cukup beralasan bahwanjang vektor v, ditulis ||v|| didefinisikan sebagai

Vil = V-V
Masing-masinganjang vektor dalam ruandk? danR? diberikan oleh
\/\m dan |/v2 4+ V3 + V3.
Dengan demikian panjang vektiw|| pada pembahasan sebelumnya adalah

V]| =v14

Perintah untuk menghitung hasil kali titik dan panjang wveldalam sel SAGE Notebook di-
lakukan sebagai berikut:

maka.v- Vv diberikan oleh

—14+4+9=14

u=vector (QQ [4,-2])

v=vector (QQ [ 3, 6])

w=vector(QQ [1,2,3])

pretty print(htm ("Vektor : $\pnb{u}
print

pretty print(htm ("Vektor : $\pnb{v}
print

pretty print(htm ("Hasil kali titik : $\ pnb{u}\\cdot\pnb{u} =

%$" % at ex(u. col um())))

%$" % at ex(v.colum())))
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%$" % at ex(u. dot _product(v))))

print

pretty print(htm ("Vektor : $\ pnmb{w} = %$"% at ex(w. colum())))

print

pretty_print(htm ("Panjang vektor : $|\pmb{w}| = %$"% atex(w. norn())))

Output yang dihasilkan adalah :

4
Vektor: u = ( 5 )

3
Vektor: v = ( 6 )

Hasilkalititik : u-v=0

1
Vektor:w= | 2

3
Panjangvektor |w| = /14

Berikut ini diberikan suatu sifat berkenaan dengan duaordkgak lurus.

Teorema 1.2.1Dua vektomu danv di R? tegak lurus maka-v = 0.

Gambar 1.6: vektou L v

Bukti Misalkan vektom,v di R? dengaru L v sebagaimana diberikan dalam Gamba#: Se-
lanjutnya, dengan menggunakan dalil Pythagoras didapat

2 2 2
Uff= 4+ [[v[|* = [lv—ul]
atau

(W +ud)+(VE+Vv3) = (vi—up)?+(vo—Up)?
(U2 4 U3) + (V3 +V3) — 2u3v1 — 2UpVs.

Jadi
—2u1vi —2upv> =0 atau uqvy+Uuxvp = 0.
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Dengan demikian
u-v=uvi+uxvo =0.

O
Untuk vektorv di ruangR", panjang vektor mengikuti seperti B atauR?, yaitu
V]| = WV-V= \/v§+v§+...+vﬁ
O
Untuk vektor
_ |2 2
u-[] <
gambar vektou diberikan oleh Gambdt.7. Terlihat bahwal =u; +u, danu-u=4+25=29.
u=(2,5/
w=05f A 27
of u=(20/

Gambar 1.7: Vektou € R?

Hubungan ini diberikan sebagai berikut:

[ e

|ug]| =2, ||uz|| =5 danuy - uy = 4,u, - u, = 25 sedangkafju|| adalah
lul| = v/29, didapatu-u=29=4+25=uy-u;+Us-Us.

Selanjutnya diberikan vektor

2
5
6

Gambar vektov € R23 diberikan oleh Gambak.8 Terlihat bahwar = vq + V2 + V3, yaitu

V= c RS,

2 2 0 0
v= |5 =|0|+ (5| 4+ |0| =v1+V2+V3
6 0 0 6
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Gambar 1.8: Vektov € R3

Panjang dav adalah

V|| = vV-v=65.
O

Suatu vektor satuamadalah vektor yang mempunyai panjang sama dengan satugyai=
1. Contoh

1
7
u=|?| eRr?
7
2
maka
uu—l+1+l+l—1
4 4 4 4

dan|ju]| = v/1 = 1. Bila suatu vektor tak nal dibagi dengarjul|, yaitu

W= u
lull”

makaw adalah vektor satuan. Sebab

w| =\

u

u]

_ul_

= =1
u]

Dalam hal iniw dinamakan haspenormalan dari vektoru. Contoh vektor

1
v= 1| eR3

maka
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dan|jw|| = %\/ﬁ = 1. Perintah dalam sel SAGE Notebook untuk melakukan perlamvaktor
lakukan sebagai berikut:

u=vector (QQ[1,1,1])

w=u/ u. nor m()

pretty print(htm ("$\ pnb{u}
print

pretty print(htm ("$\ prb{w
print

pretty print(htm ("$|\pnb{w}| = %$"% atex(w.norn())))

%$" % at ex(u. colum())))

%$" % at ex(w. col um())))

Hasil dari perintah tersebut adalah:

-

1/3
w= (2@)

3V/3
lw =1

Contoh lain diberikan tiga vektor &3

= o] 1=3] damu=|So%).

makai, j danu adalah vektor satuan. Bild= 0, makau =i dan bila® = 7, makau = j.
Gambarl.9 adalah gambar vektor satuiafj danu.

j= (0, 1” U= (cosd,sind)’

0)

o) i =(1,0)

Gambar 1.9: Vektor satudnj danu
Untuk sebarang sud@tvektor

U— cosd
~ |sin®
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memberikaru-u = 1, sebab cdB+ sir?8 = 1. Perhatikan bahwa-i = cosd danu- j = sin®.

Setiap vektor
v= m € R?
y

merupakan kombinasi linear dari vekiatanj, sebab

g

Untuk sebarang vektardi R3, merupakan kombinasi linear dari vektoj dank dengan masing-

masing vektoi, j dank adalah
1 0 0
i=1(0|,j=1{1| dank= |0
0 0 1
X
v=|y| di R3
z

dengan demikian untuk untuk setiap
1 0 0
O| +y|1| +z|0| =xi+yj+zk
0 0 1

]

Berikut ini diberikan beberapa sifat hasil kali titik.

didapat

Teorema 1.2.2Bila u,v danw di R? dan skalac di R, maka
(i.) (U+v)-w=u-w+v-w,

(ii.) (cu)-v=c(u-v),

(ii.) u-v=v-u.

Bukti Misalkan

u= {ul] V= [Vl] dan w= {Wl} .
Uo \% W2

(i.) Maka
Ui +Vvi
v:
U+ {U2+V2}
dan
(U+Vv)-Ww = (up+Vvy)wy+ (Up+Vvo)we

= UpWp +ViW1 + UpW2 + VoW
= (UgW1 + UpW2) + (VIW1 4+ VoWo) =U-W-+V-W.
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(ii.) Karena
cu= [Cul} , maka
Clp
(cu) -V = cupvi + ClpVe = C(Upvy + UaVvo) = c(U-V).

(iii.) Jelas sebab perkalian dua bilangan real adalah katifiut

Sifat berikut berkenaan dengan pertaksamaan Schwarz yaitu
[Ju-v|| < [julf{|v]].
Bukti: untuk sebarang bilangan reatlan menggunakan hasil Teoretha.2didapat

0 < (xu+v)-(xu+v)
= X%(u-u)+2x(u-v) + (v-v)
u[|22 4 2(u-v)x+||v||%.
Misalkana = |ju||?,b=2(u-v) danc = ||v|?, didapat

0< a¥ +bx+c.

Hal ini berarti bahwa bentuk kuadrat tsb. tidak mempunyarakar real kecuali nol, yaitu
ekivalen dengan
b’ —4ac< 0 ataub’ < 4ac.

Jadi
4(u-v)? < 4||ul?|[v||* atau |u-v| < [ju/|[v].

Pertaksamaan Minkowski:

J[u | < julf + v,

Bukti: dengan menggunakan pertaksamaan Schwarz darsgéasebelumnya didapat

[u+v[®? = (U+V)-(u+v) = [ul®+2(u-v) + v
2 2
[Jul] ==+ 2| uf | v]| + [|v]]
2
([[afl +{[v])=.

IN

Jadi
Ju—+v[| < [juf| +[|v].
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v—\u

> N

P

O

Gambar 1.10: Sudut diantara dua velkdatanv.

Berikut ini diberikan hubungan sudut diantara dua vektorgda hasil kali titik. Misalkan
vektoru danv membentuk sudut sebedasebagaimana diberikan oleh GamhatQ Dengan
menggunakan aturan kosinus didapat

2 2 2
IV—u[| = [Jul["+[|V][* = 2{ul[||v]| cosB

atau
(Vv—u)-(v—u) = |u||®+v]|>—2|ju]|v] cosd
2 2 2 2
[V]|“+[ul]*=2(u-v) = |ju]|+][v]*—2|u||||v] cosB.
Didapat
_ uv
COS0 = vy -

O

Hasil sifat-sifat yang telah dibahas berlaku juga untukee#i ruangR". Contoh-contoh:

1. Dapatkan nilax dany di R yang memenubhi

X| | 2
3| |x+y|”
Jawab: nilak dany yang memenuhi adalah

x=2 dan 3=x+y =x=2 dany=1

2. Diberikan vektor

dapatkaru - v dan simpulkan hasilnya.
Jawabu-v=5—-8+3=0. Jadiu L v.
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3. Untuk vektor
1 2
u=| x| danv= |-5{,

tentukan nilax € R supayau | v.
Jawabu | v, makau-v=2—-5x—12=0. Didapat-5x = 10= x = —2.

4. Misalkan
1 3
u= |[— danv= |4].
4 7
Bila 8 adalah sudut antatedanv, maka hitung co8.
Jawab:
u-v 19

cosO = = )
[ull[Ivl  v/26\74

Perintah penghitungan sudut diantara dua vektor dalammviagilakukan sebagai berikut:

uv: u=col umvector([1,-3,4]); vv:v=col umvector([3,4,7]);
print( cos(theta),"=", dotproduct(rhs(uv),rhs(vv))/
(mat _norn(rhs(uv), frobenius)*mat _norm(rhs(vv), frobenius)))$

(% 60)

(1
(%060) U= %

(%061) v= (4|, cos(0) :W

Latihan

Latihan 1.2.1 Tentukan mana vektor-vektor berikut yang sama

1 2 1 2
u=|2(,v=|3|,w=[3]| danx= [3].
3 1 2 1
Latihan 1.2.2 Diberikan vektor

[ (] fl

Dapatkan
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(a) 3u-5v.

(b) 2u+5v-7w.

Latihan 1.2.3 Dapatkan uv untuk

h -8

(@ u=|-5| danv=|—-2|.
_4_ ._3_
F 4 - 51
2 6

(b) u= 3 danv= 3
__1_ _8_

Latihan 1.2.4 Selidiki pasangan vektor-vektor berikut

5 3 1
u= |4 ,v=|—4| danw= |2
1 1 3

yang tegak lurus.

Latihan 1.2.5 Dapatkan k sehingga vektor u dan v tegak lurus, untuk

1 2
@u=| k| danv= [-5].
__3_ - 4 -
6] - 51
-1 3k
(b) u=| 3| danv=|—4|.
7 1
| 2K | | 5

Latihan 1.2.7 Diberikan vektor

15
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3
@ u=|-12|,
| —4
[ 2
-3
(b) u=|7g
|—7
Hitung ||u]|.

Latihan 1.2.8 Normalkan vektor

@u=| 5.
[ 4

() v=| 2|,
| 8

Latihan 1.2.9 HitungcosO bila 6 adalah sudut diantara dua vektor

[ 1] 2
(@ u=|—2| dan |4],

|—5 3
[ 1] [—1
2 2
(b) u= 5 dan 3
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Sistem Persamaan Linear

Dalam bab ini dibahas Sistem Persamaan Linear (SPL) dankglaPembahasan dimulai dari
Sistem Persamaan Linear yang disajikan dalam BagianPembahasan dilajutkan meyelidiki
penyelesaian dari sistem persamaan diberikan dalam Badian

Pengertian mengenai matriks diberikan dalam bagidmlilajutkan dengan Aritmatika dan
Operasi Matriks yang diberikan dalam Bagiard diikuti oleh Sifat-sifat Aritmatika Matriks
diberikan dalam BagiaB.7.

Pengertian Matriks Invers dan Matriks Elementer diberiffalam Bagiar2.8sedangkan cara
memperoleh matriks invers dibahas dalam bagi@n

Hal-hal yang berkaitan dengan Matriks-matriks Khusus rikla@ dalam Bagiar2.6 dan
pendekomposisian matriks menjadi matriks segitiga atassegitiga bawah disajikan dalam
Bagian2.10 Dalam bab ini diakhiri oleh pembahasan mengenai peninjaleng sistem per-
samaan yang diberikan dalam Bagiaf1

2.1 Sistem Persamaan

Suatu sistem persamaan linear adalah suatu himpunan dsainp@an yang memuat satu atau
lebih peubah. Disini Pembahasan dikhususkan untuk sistesamaan linear yang dimulai oleh
dua persamaan dengan dua peubah dan tiga persamaan dgagasutiah. Selanjutnya secara
mudah pembahasannya diperluas untuk sistem persamaanyamgy persamaannya lebih dari
tiga.

Berikut ini diberikan bentuk persamaan liner dengan dudalkeyaitu

aix+biy=cy
aX+hbpy=0cp } (2.1)

dimana konstanta/skalai, ap, b1, b, dancy, ¢, berada di himpunan bilangan ré&lsedangkan
x dany adalah peubah dengan pengecualian bahwa masing-massagnaan setidaknya mem-
punyai satu peubah. Pada bagian ini dibahas

17
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e Kajian gambar dari baris : persamaan,
e Kajian gambar dari kolom : bentuk matriks.

Baris dan kolom nantinya erat kaitannya dengan kajian kgatBebagai contoh dua persamaan
linear dengan dua peubah :

2x—y =0
—X+2y = 3
Disini SPL terdiri dari dua baris. Baris pertama adalah @®@an : —y = 0 dan baris kedua

adalah persamaanx+ 2y = 3. Gambar persamaan baris pertama dan kedua diberikan oleh Gam
bar 2.1 Tampak bahwa titiK1,2) memenuhi sistem persamaan linear baris pertaxray2= 0

12 T T T T T T T T T T T T T T
11 } 2H = y=8— ]
i@ =H + 2y =3

| JL T T TR Y T O |
ENOJAWRPRPORRMOLISND®E
T T T T T T T T T T T T T T

-8 -f -6 -5 -4 -3 -2 -1 a8 1 2 3 4 3 i3 ¥ &
Gambar 2.1: Persamaan dua garis

dan baris kedua-x+ 2y = 3.

Selanjutnya dibahas gambar kolom dari sistem persamaear kisb. Sistem persamaan linear
yang telah dibahas dapat ditulis sebagai kolom dan uxtalt,y = 2 didapat

1[5 2] <[]

B} hasil kombinasi linear dari vektor-kolom
u= {_21] danv= {_21]
X {_21} +y {_21} = {g} :

Hasil diatas dibacaektor kolom

yaitu untukx =1,y = 2:
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"kolon ke-1: wektor u =
kolon ke=2 1 vektor 2y =————— |
vektor u+2v

Gambar 2.2: Kombinasi Linear daridanv

Secara geometris hasil ini diberikan oleh Ganhar Pada Gamba.2 tampak bahwa

(3] ofs] e
oo [3] e[

adalah vektor yang penting di ruafif sebab semua vektor @2 dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linear dami danv yang mana hal ini sama untuk vektor

.1 . [0
g -
bahwa setiap vektor &2 adalah kombinasi linear ddrtlanj, yaitu untuk setiap,y € R
X 1 n o |x
ol "Y1 T |yl

Selanjutnya dibahas suatu kajian yang sama suatu contok 8RL dengan tiga persamaan dan
tiga peubah, yaitu SPL

Dua vektor

X+2y+3z = 6
—X+2y—z = 0
—3y+4z =1

Disini sistem persamaan linear terdiri dari tiga baris gergan bidang.

Baris pertama adalah persamaant2y+ 3z =6,
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H+2y+3==6
=H+2y=-==8
=IJy+d==1

28 -

16 -
-1g ~CEEENN
—23 -

-5 "

Gambar 2.3: Persamaan tiga bidang

baris kedua adalah persamaanx+ 2y—z =0 dan

baris ketiga adalah persamaan3y+4z=1

Gambar2.3adalah, gambar tiga persamaan baris tsb. Tiga bidang dadenib&?2.3 berpotong-
an di titik (x,y,z) = (1,1, 1). Berikutnya dibahas gambar kolom dari sistem persamaaarlisb.
Sistem persamaan linear yang telah dibahas dapat ditbkgyaekombinasi linear vektor kolom
sebagai berikut:

1 2 3 6
x|—-1l+y| 2 |+z|-1| = |0},
0 -3 4 1

denganx,y danz adalah bilangan riil. Dari hasil sebelumnya didapat bahamgymemenuhi
adalahx =1,y =1 danz= 1. Dengan demikian didapat kombinasi linear vektor kolomnkiok

1 2 3 6
1(-11+1] 2 -1 = |0].
0 —3 4 1

Sebelum membahas penyelesaian SPL secara umum diberikgeanetri dari apa yang
telah dibahas terutama yang berkenaan dengan gambar bes@sman SPL. Secara geometri,
Persamaar?(1) menyatakan persamaan dua gaiis-+ b1y = ¢1 danaxx+ bpy = cp. Sehingga
bila dua garis ini berpotongan pada satu titk, y; ), maka nilaix = x; dany = y; merupakan
penyelesaiatunggal dari persamaar2(1). Sedangkan bila dua garis tsb. sejajar, maka tidak
akan ada titik(x,y) yang berpotongan dengan dua garis ini. Jadi sistem Persa@dadatidak
mempunyai penyelesaian. Tetapi bila salah satu garis rakamgelipatandari garis yang lain-
nya (berimpit), maka akan ada banyak takhingga titik yangerauhi sistem Persamaah),
yaitu persamaan ini, mempunyai penyelesaian yang tidajgn Masing-masing Gambar4
bagian (i), (ii) dan (iii)) menunjukkan bahwa dua gaaix+ by = ¢; danaxx+ boy = ¢, adalah
berpotongan, sejajar dan berimpit.

+1




(©Subiono,Jurusan Matematika-ITS: Aljabar Linear sebagai pintu masuk memahami Matematika 21

y aiXx+biyy=cy

y y
(X1,¥1) %y = cl\

/ ]

X X X
0 \ 0 X+ by = c} 0
apX+ by =3 axxh-boy=c;

apX+ by = C;

(i) (ii) (iii)
Gambar 2.4: Persamaan dua garis.

Berikut ini diberikan contoh dari bentuk sistem Persama&at) (intuk tiga kasus yang telah
dibahas, yaitu mempunyai penyelesaian tunggal, tidak raegg penyelesaian dan mempunyai
penyelesaian yang tidak tunggal.

Contoh 2.1.1 Untuk kasus yang pertama, diberikan sistem persamaan

X+y=3
_oxt+3y—4 } (2.2)

Untuk menyelesaikan sistem Persamaag) (bisa disubstitusikan persamaan pertgma3 — X
kepersamaan yang kedua sehingga didaj2xt+ 3(3—x) =4 = —5x=—-5=x=1dany =
3—x=3—1=2. Jadi penyelesaian sistem Persam&a®) @dalah tunggal. Ini berarti bahwa
kedua garix+y = 3 dan—2x+ 3y = 4 berpotongan di satu titikL, 2).

Selanjutnya kasus yang kedua, diberikan sistem persamaan

X+y=3
X+y:4}. (2.3)

Jelas bahwa, sistem Persamaaud)(adalah menyatakan persamaan dua gafig = 3 danx+

y = 4 yang sejajar. Kedua garis ini secara geometri, bila digardalam bidang dengan sumbu
koordinatx dany tidak akan berpotongan. Hal ini bisa ditunjukkan secarébgatematik
sebagai berikut; andaikan dua gatis y = 3 danx+ Yy = 4 berptongan di titikk = a dany = b,
jadib=3—a danb=4—a= 3—a=4—a=-3=4. halini kontradiksi dengan kenyataan bahwa
3 # 4. Jadi benar bahwa tidak akan ada t{#b) yang terletak pada kedua gaxis-y = 3 dan
X+ Yy =4. Hal ini menunjukkan bahwa sistem Persam&ag) tidak mempunyai penyelesaian.

Untuk kasus yang terakhir, diberikan sistem persamaan

X+y=3
2X+2y=6 } (2.4)

Sistem Persamaai.@) menyatakan dua garis+y = 3 dan X+ 2y = 6 yang saling berimpit.
Bila persamaan yang pertamma- 3—x disubstitusi ke persamaan yang kedua didapat23—
X) = 6=-6 = 6. Hal ini menunjukkan bahwa selalu benar bahwa {itily) dengary = 3—x akan
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selalu memenuhi sistem Persama2d)( Jadi ada banyak dany yang memenuhi Persamaan
(2.4). Himpunan semua titikx, y) yang memenuhi Persamaéah4) adalah{(x,y) |y=3—x,Xx €
R}, misalnya titik(0,3), (1,2) dan(—1,4) adalah titik-titik yang memenuhi sistem Persamaan
(2.4).

O

Bahasan berikut adalah berkaitan dengan sistem persamaanyang terdiri dari tiga per-
samaan dengan tiga peubah, yaitu

dx+ey+fz=q
gX+hy+iz=r

ax+by+cz=p
(2.5)

dengan masing-masirgb,c,d, e f,g,h danp,q,r anggota himpunan bilangan re&l Seba-
gaimana pembahasan sebelumnya, ada tiga kasus untuk esakeh sistem Persamaang.
Kasus mempunyai penyelsaian tunggal, mempunyai banyajejemaian dan tidak mempun-
yai penyelesaian. Kasus yang pertama, adalah sistem Resdirb) mempunyai penyelesaian
\'If‘

X
™

X

Gambar 2.5: Tiga bidang berpotongan disatu titik potdng

tunggal. Intepretasi geometri dari kasus ini diberikaradaGambaP.5. Contoh berikut menje-
laskan bahwa sistem Persama2rb mempunyai penyelesaian tunggal.

Contoh 2.1.2 Untuk kasus yang pertama, diberikan sistem persamaan

X+y+z=06
y+z=5
X+y—z=0

(2.6)
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Untuk menyelesaikan sistem Persamaa#) pisa disubstitusikan persamaan pertame&—x—
y kepersamaan yang kedua sehingga didgpai —x—y =5=-x= 1. Untukx = 1, persamaan
pertama dan ketiga menjadi sistem persamaan

y+z=5
y—z=-1 |

Dari sistem persamaan ini, didapgat 2,z= 3. Jadi penyelesaian sistem Persam&a) &dalah
x =1,y =2 danz = 3. Tafsiran geometri dari kasus ini tiga bidaxg y+z=6,y+z=>5 dan
Xx+y—z=0 berpotongan hanya di satu titik, 2, 3). O

ax+by+cz=p
g: garis potong

Gambar 2.6: Tiga bidang berpotongan disatu garis pogong

Kasus yang kedua, adalah sistem Persama&nhrhempunyai penyelesaian banyak . Intepretasi
geometri dari kasus ini diberikan dalam Gamba: Contoh berikut menjelaskan bahwa sistem
Persamaar?(5 mempunyai penyelesaian banyak.

Contoh 2.1.3 Untuk kasus yang kedua, diberikan sistem persamaan

X+y+z=6
X+y=2 . (2.7)
2X+2y—z=0

Untuk menyelesaikan sistem Persamaau)(bisa disubstitusikan persamaan keduay = 2
kepersamaan yang pertama y+ z = 6 sehingga didapat2z=6 = z=4. Untukz=4,
semua persamaan dalam sistem Persanfa@annienjadi persamaax+y = 2. Hal, ini menje-
laskan bahwa ketiga bidangt-y+z =6, x+Yy =2 dan X+ 2y—z= 0 berpotongan pada satu
garisg yang diberikan oleh persamaan- 4, x+y = 2. Semua titik yang berada pada garis
ini merupakan penyelesaian sistem Persamaan). ( Jadi himpunan penyelesaiannya adalah
{(x%,y,2) |z=4,x+y = 2}. Beberapa penyelesaian sistem Persamaah #dalahx =0, y =
2,z=4,x=1y=1 z=4danx=-1, y=3, z=4. 0
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g2 . garis potong

01 . garis potong

Gambar 2.7: Tiga bidang berpotongan ditiga garis potong.

Kasus yang Terakhir, adalah sistem Persamadi {fdak mempunyai penyelesaian. Suatu in-
tepretasi geometri dari kasus ini diberikan dalam Ganabar Yaitu menyatakan bahwa tiga

bidang berpotongan pada tiga garis yang saling sejajamdalang. Hal ini menjelaskan bahwa
tiga garis ini tidak pernah mempunyai titik potong. Jadiuknkasus ini, sistem Persamaan
(2.5 tidak akan pernah mempunyai penyelesaian. Contoh bemkufelaskan bahwa sistem

Persamaar?(5) tidak mempunyai penyelesaian.

Contoh 2.1.4 Untuk kasus yang terakhir ini, diberikan sistem ersamaan

X+y+z2=6
X+y=2 (2.8)
X+y—z=0

Persamaan2(8) tidak mempunyai penyelesaian. Hal ini bisa ditunjukkangda suatu kon-
trakdiksi sebagai berikut. Andaika.8) mempunyai penyelesaian xli= Xg,y = Yo danz = 7y,
sehingga didapab + Yo = 2,20 =6— (Xo+Yo) =6—2 =4 danzg = (Xo+Yo) = 2. Terjadi suatu
kontradiksi bahwa 4= 2. Hal ini menunjukkan bahwa tidak akan adg danz yang memenuhi
sistem Persamaa@.@) yaitu sistem persamaan ini tidak mempunyai penyelesaian. 0

Kajian gambar kolom SPI2.5 dari tiga kasus yang telah dibahas memberikan gambaran
bahwa,

1. Kasus yang pertama tiga bidang berpotongan di saturtiska kombinasi linear berikut

a b c p
x{d|+y|e|l+z|f|=|q
g h i r

hanya dipenuhi untuk satu nilai tunggay danz.
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2. Kasus yang kedua tiga bidang berpotongan di satu gaosiggt maka kombinasi linear
berikut

a b c p
x|d|+yle|+z|f|=|q
g h i r

dipenuhi untuk beberapa nilgjy danz.

3. Kasus yang ketiga, tiga bidang berpotongan di tiga garéka tidak ada nilax,y danc
yang memenuhi kombinasi linear berikut
P
= q .
r

o

Sebegitu jauh apa yang telah dibahas dalam bagian ini retngabagai awal bahasan sis-
tem persamaan linear. Telah diuraikan bahwa dalam awahbagi, diberikan contoh-contoh
sistem linear serta menyelesaikan sistem persamaan inmdarberikan arti geometri dari sis-
tem persamaan linear yang dibahas dalam beberapa kasuamaing yaitu, sistem persamaan
linear mempunyai penyelesaian tunggal, mempunyai bangayfgbesaian dan tidak mempunyai
penyelesaian. Pembahasan dimulai dengan sistem persénesardengan dua persamaan dan
dua peubah dan dilanjutkan dengan tiga persamaan dengapetigpah. Yaitu banyaknya per-
samaan dengan banyaknya yang ditanyakan adalah sama. €ar@lesaikan sistem linear yang
telah dibahas ini menggunakan substitusi yang banyak dilsl@lumnya. Untuk contoh-contoh
yang telah dibahas masih memungkinkan menggunakan casétssh tetapai untuk masalah
yang lebih umum dan rumit tentunya hal ini tidak memadai/afuthenggunakan cara substitusi
untuk menyelesaikannya. Untuk itu, dalam BaByang dibahas berikutnya, akan dijelaskan se-
cara rinci cara untuk menyelesiakan sistem persamaar ijaeg lebih umum dari pembahasan
sebelumnya.

Sebagai akhir dari bagian ini diberikan beberapa latihah ¢@tihan soal ini diberikan agar
supaya menambah kemampuan dasar menyelesiakan sisteamaanslinear teridiri dari dua
persamaan dengan dua peubah serta tiga persamaan deagasutigh.

Latihan

Latihan 2.1.1 Selesaikan sistem persamaan berikut serta berikan artngsonya.

) X+y=7 b) X+2y=3 0 2X—5y=-2
| 2x+4y=18 7 | Xx+6y=3 | 4X+1ly=4

Latihan 2.1.2 Diberikan sistem persamaan

) ax+hby=6 b) ax+by=6 8 X—ay==8
" | 3ax+2by=3 | x+2y=3 1 3x+6y=>b

Tentukan semua nilai dari a dan b supaya :
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I. sistem persamaaa) mempunyai penyelesaian tunggal
ii. sistem persamaah) tidak mempunyai penyelesaian

iii. sistem persamaan) mempunyai banyak penyelesaian.

Latihan 2.1.3 Selesaikan sistem persamaan berikut serta berikan artngsonya.

X+3y=5 2X+y+z=8 ). { 4X+5by+6z2=2

X+2y+2z=4 X—y+2z=1 X+2y+3z=1
a) b).
2X+6y+5z2=6 X+y=5 7X+8y+9z=3

2.2 Menyelesaikan Sistem Persamaan

Dalam bagian ini dibahas suatu sistem persamaan linedritdadi m persamaan dengam
peubah untuk tiga hahlebih besar dam, msama dengandanmlebih kecil darin. Selanjutnya
diberikan cara untuk menyelesikan sistem persamaan lined@ngan metodeliminasi Gauss
danGauss-Jordan Kemudian dibahas hal-hal dasar yang digunakan untuk nesgikan sis-
tem persamaan meliputi matriks diperbesar (augmentedxnsdrta operasi baris.

Bentuk sistem persamaan linear yang mempunypéersamaan dengampeubah diberikan
oleh persamaan

(

ag X1 +agoXo+ - +agnXn = by
Ap1X1 +ap oXp 4+ - -+ nXn = by

AP+ AP F A = b 2.9)

aj1X1+aj2X2+---+ajnX = bj

[ @m1X1+8maXo+ ...+ 8mnXn = bm

Ada tiga macam himpunan penyelesaian dari sistem persaf@@huyaitu, pertama himpunan
dengan satu anggota yang menyatakan sistem persath8amé¢mpunyai penyelesaian tunggal,
kedua himpunan dengan tak-hingga banyak anggota yang ma&apssistem persamaa®.9)
mempunyai banyak penyelesaian. Dalam hal sistem persafd@xmempunyai penyelesaian
dinamakarkonsisten Ketiga, himpunan kosong yang menyatakan sistem persaf@&xtidak
mempunyai penyelesaian. Dalam hal ini sistem persanma@ndisebuttidak konsisten. Dua
sistem persamaan linear dengan banyak persamaan dan Ipsuyeh sama dikatakakivalen
bila kedua sistem persamaan linear tsb. yang bega diperolehdari persamaan yang lain-
nya dan mempunyai himpunan penyelesian yang sama. Sistsanpean linierZ.9) dikatakan
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mempunyai penyelesaiarbila ada(ry,ro,...,rn) € R" yang memenuhi

agiri+agoro+---+aiafn="0
ap1lfi+agoro+---+agnrfn="0

aj1r1+ajof+---+anln =D

(2.10)
ajiri+ajor2+---+ajnn= bj
[ @mif1+amarz2+...+amn¥Xn = bm
Dua persamaan linear
X+y=1 (2.11)
dan
2X+2y =2 (2.12)

adalah ekivalen sebab persamaari® bisa diperoleh dengan mengalikan 2 pada kedua ruas
persamaan?;11) dan himpunan penyelesian dari persam&ahlj adalah

S ={xy)|ly=1-xxeR}
sedangkan himpunan penyelesian dari persantaaf) @dalah
S={xY)|2y=2-2xxe R} ={(x,y)[y=1-xXx€ R},

Terlihat bahwaS, = S, jadi persamaar2(11) ekivalen dengan persamaahl?. Begitu juga
dua sistem persamaan berikut adalah ekivalen

X+y=2
{ 2X—By——3 (2.13)
dan
2Xx—5y=-3
{ X4y =2 (2.14)

sebab persamaag.(4) bisa diperoleh dari persamaah 13, yaitu menukar persamaan yang
pertama dengan persamaan yang kedua dan sebaliknya dakampanZ.13. Bisa diselidiki
bahwa kedua persamaan mempunyai peyelesatahdany = 1. Selanjutnya, persamadgh13

dan persamaa
X+y=2
{ =7 (2.15)
adalah ekivalen, sebab persam&an® dapat diperoleh dari persamaanl(d, yaitu persamaan

kedua dalam persamaa®.19 diperoleh dari kedua ruas persamaan perta?nB3)( dikalikan
dengan-2 dan hasilnya ditambahkan pada persamaan kedua dari pens&1i3. Jelas bahwa



28

persamaar?(15 mempunyai penyelesaign= 1 danx = 1 yang sama dengan penyelesaian dari
persamaan(13).

Pengertian sistem persamaan linear ekivelen ini berguh& umenyelesaikan sistem per-
samaan 4.9) terutama pada saat menggunakan cara eleminasi Gauss.d&&sstaya metode
eliminasi Gauss adalah suatu cara dari transformasi sisé¢nspersamaan linear menjadi suatu
sistem persamaan linear lainya yang lebih sederhana |emgieteminasian peubah, tetapi ke-
duanya ekivalen. Cara pengeliminasian ini meliputi tigarapi sederhana yang mentransformasi
satu sistem persamaan ke sistem persamaan lainnya yaatgekiv

Untuk menjelaskan operasi ini, misalkBpmenyatakan persamaan kelalam persamaan
(2.9, yaitu

Pc: a1Xa+ak X+ -+ + acnXn = b
dengan K k < mdan ditulis sistem persamaan linear9) sebagai
( Pl )
P

o

Pm J
Untuk suatu sistem persamaan lin&amasing-masing tigaperasi elementermenghasilkan
suatu sistem persamaan lin€ayang ekivalen.

1. Pertukaran persamaan kdan ke{ sedangkan persamaan yang lainnya tetap, yaitu

( Pl ) ( Pl )
R Pj
S={ : »=8S=<{ : 3. (2.16)
Pj R
Pm Y, \ P )

2. Kedua ruas persamaan kdikalikan dengan suatu konstata tidak-moE R sedangkan
persamaan yang lainnya tetap, yaitu

( P1 (P
S=<¢ B = S={ aPF 3 ,dimanaa #0. (2.17)
\ Pm ) \ Pm )

Dalam hal iniaP, dinamakarkelipatan dariR.



©Subiono,Jurusan Matematika-ITS: Aljabar Linear sebagai pintu masuk memahami Matematika 29

3. Menambah persamaan katlengan kelipatan dari persamaaniksedangkan persamaan
yang lain tetap, yaitu

( Pl ) ( Pl )
R R
L Pm ) \ Pm J

Tiga operasi elementer, mentransformasi suatu sisterampeaemn linear ke bentuks sistem per-
samaan linear lainnya yang yang ekivalen. Tiga operasi gidagukan dalamZ.16), (2.17) dan
(2.18 dinamakarOperasi Baris Elementer (OBE) Berikut ini diberikan suatu teorema tentang
OBE.

Teorema 2.2.1Bila dalam Sistem Persamaan Linie.9) S dilakukan OBE sehingga didapat
persamaai® danS mempunyai penyelesaian, maka peyelesaian d8laadalah sama dengan
penyelesaian dala®

Bukti Bila dalam Persamaag.9) mempunyai penyelesaian, maka ada
(ry,ro,...,ry) €R"

yang memenuhi

agiri+agoro+---+aipfn="0
ap1lfi+agoro+---+agnrfn="0

R AL =Di (2.19)

ajari+ajora+---+ajnfn =D

[ @mif1+amarz2+...+amn¥ = bm

Bila dalam Sistem Persamaan Lini2r9) dilakukan OBE 2.16), maka didapat sistem persamaan
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S yang diberikan oleh

ap X1 +ag X+ - +agnXn = by
ap X1 +apoXo+ - +axnXn =bp
aj 1X1 +aj 2Xp + - - - +aj n¥Xn = bj
3 beme b (2.20)
g 1X1+ X+ +q nXn =Dy
[ @m1X1+am2X2+ ... +amnXn = b

Tetapi berdasarkan hipotesis dda r»,...,rn) € R" yang memenuhi PersamaariQ, sehingga
didapat

apiri+agoro+---+agpfrn="b1
ap1l1+agolp+---+agnln=b

ajar1+aj2ra+ -+ ajnrfn=bj (2.21)

a1l +aof2+---+ajnn=Db

[ @mif1+amar2+...+amnl = bm

Hal ini menunjukkan bahwg@,r»,....ry) € R"adalah penyelesaian dari Sistem Persanazi

Berikutnya, bila dalam Sistem Persamaan LinB) dilakukan OBE 2.17), maka didapat
sistem persamad yang diberikan oleh

ap X1 +ag X+ - +agnXn = by
ap X1 +apoXo+ - +axnXn =bp
0a 1X1 + 0@ 2X2 + - - - + @ nXn = ab;
| o e (2.22)
aj1X1+aj2X2+---+ajnX = bj
[ @miXt+am2Xe+...+amnXn = bm

Tetapi berdasarkan hipotesis affa,r»,...,rn) € R" yang memenuhi Persamaarl( yang

diberikan oleh Persamaar?1 Dengan demikian bila persamaan yang ke-i dalam Persataan
kedua ruas dikalikan dengandidapat

P:oa 1r1+aaarp+---+aagnrn = ab;
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sehingga didapat

([ agritagra+---+ainn=>0b1

ap1lfi+agoro+---+agnlfn="0

Gai,1r1+0(a+',2r2+.‘“+O‘a+lnr”:abi (2.23)

ajar1+aj2ra+---+ajnfn =bj

[ @mifi+amar2+...+amnpl = bm

Hal ini menunjukkan bahwé,ro, . ..,ry) € R"adalah penyelesaian dari Sistem Persarazh

Terakhir, bila dalam Sistem Persamaan Lini219) dilakukan OBE 2.18, maka didapat
sistem persamad®l yang diberikan oleh

p

\

ag1X1 +ag %o+ - +agnXn = by
ap X1 +ap %o+ - +axnXn = bp

aj 1X1 + 0@ 2X2 + - - - + Ady nXn = by
ATEee T " ! (2.24)
(aj,1+ 0@ 1)X1+ (aj,24+ 08 2)X2 + - - - + (&) n + A& n) Xy = bj + aby;

am,1X1 +am2X2 + ... +amnXn = bm

Tetapi berdasarkan hipotesis affa,r»,...,r,) € R" yang memenuhi Persama&nlQ, yang
diberikan oleh Persamaar1 Dengan demikian bila persamaan yangjkdalam Persama&gh?21
ditambaha kali persamaan yang keruas didapat

Pj:(aj1+0aai1)ri+(aj2+0a2)r2+- -+ (@jn+0agn)rn = b +ab;

sehingga didapat

(

\

apiri+agora+---+agnfn="by
apiri+agoro+---+agnrfn="02

airi+aor2+---+anm=>nb
| i mh e (2.25)
(aj1+0aa1)ri+(@j2+0a2)ro+---+(ajn+aayn)rn = b+ abj

am1r1+am2r2+...+amnln = bm

Hal ini menunjukkan bahwi,ro, ..., ry) € R"adalah penyelesaian dari Sistem Persarazh

O
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Jadi berdasarkan Teorer®2.1, tiga operasi baris elementer tidak akan mengubah himpunan
penyelesaian dari sistem persamaan linear aslinya. Benikgiberikan suatu contoh sederhana
sistem persamaan linear

2X+y+z=1
6X+2y+z=-1 (2.26)
—2X+2y+z=7

Pada setiap langkah, cara untuk menyelesaikan persama#hdifokuskan pada suatu posisi
koefisien tak-nol yang dinamakanvot dan untuk mengeliminasi semua suku dibawah pivot
menggunakan tiga operasi baris elementer. Bila elemen givoa dengan nol, maka persamaan
pivot ditukar dengan persamaan dibawahnya untuk mendbigraee pivot yang tidak nol. Bila
koefisien dark pada persamaan tak-nol, maka elemen ini diambil sebagzi pfada contoh ini,
elemen? dalam sistem berikut adalah pivot untuk langkah yang pextam

@x+y+z=1
6X+2y+z=-1
—2X+2y+z=7

Langkah 1: Eliminasi semua suku dibawah pivot.

e Persamaan kedua kurangi 3 kali persamaan pertama

@x+y+z = 1
—y—22 = —4 (P2—3P1)
—2X+2y+z = 7

e Persamaan ketiga ditambah persamaan pertama

@x+y+z = 1
—-y—2z = —4
y+2z = 8 (P3+Pr1)

Langkah 2: Pilih suatu pivot baru.

e Untuk memilih pivot baru, pindah kebawah dari posisi pivahg sudah ada dan
kekanannya. Bila koefisien ini tak-nol, maka kpefisien inalatl pivot. Bila nol,
maka tukar dengan persamaan dibawahnya. Dalam h@) emlalah pivot yang baru.

X+y+z = 1
y—2z = —4
y+2z = 8

Langkah 3: Eliminasi semua suku dibawah pivot yang kedua.

e Persamaan ketiga tambah 3 kali persamaan kedua

X+y+z = 1
Ay—2z = —4 (2.27)
—4z = —4 (P3+3P,)
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e Umumnya, pada setiap langkah pindahkan kebawah pivothehdalan gerakan
kekanan untuk memperoleh pivot yang berikutnya, kemudiamreasi semua suku
dibawah pivot ini sampai tidak ada lagi yang bisa diprosdskipengeliminasian.
Jadi pivot yang ketiga adalah4 dan tidak ada lagi elemen dibawah pivot ini untuk
dieliminasi. Jadi proses dihentikan.

Pada akhir dari Langkah 3, dikatakan sistem persamaan didxgatuk segitiga atas Su-
atu sistem persamaan berbentuk segi tiga atas mudah dikaleslengan menggunakan cara
mensubstitusi mumduryaitu persamaan terakhir diselesaikan, kemudian hasguokpstitusikan
kepersamaan yang diatasnya, dst. sampai semua peubahtkaapUntuk contoh ini, sele-
saikan persamaan terakhir dari persamaa?, didapat

z=1
Substitusikarz = 1 kepersamaan kedua dari persama&a?, didapat
y=4—22=4-—-2(1)=2.

Akhirnya, substitusikaa = 1,y = 2 kepersamaan yang pertama dari persamaa)( didapat
1 1
X= é(1—y—z) = é(1—2— 1)=-1.
Hasil yang didapat menunjukkan bahwa sistem persantadf) dan sistem persamaap.27)
berdasarkan Teorenia2.1 adalah ekivalen, jadi penyelesaian dari sistem persaniaag) (
adalahx=—-1,y=2danz=1.

Jelas bahwa tidak ada suatu alasan untuk menuliskan sixihol/” dan "Z' serta '=" pada
setiap langkah yang mana hanya memperlakukan koefisiemgaaghitungan. Bila simbol-
simbol tsh. dihilangkan, maka suatu sistem persamaarr kitieanpilkan kesuatu susunan dalam
bentuk persegi panjang berisi bilangan-bilangan yang reatiap baris horizontal menyatakan
satu persamaan. Misalnya, sistem persamaan ligezf) pila dituliskan dalam bentuk susunan
persegi panjang adalah:

2 11 1
6 2 1| —1|. (Tanda garis tegak menyatakan)
-2 21 7

Susunan koefien disebalah kiri garis tegak dinamakairiks koefisiendaris sistem per-
samaan. Keseluruhan elemen dalam susunan dinanma&aiks diperbesar (augmented ma-
trix) dari sistem persamaan linear. Bila koefisien matriks daleat olehA dan elemen disebe-
lah kanan garis tegak oldd) maka matriks diperbesar dari sistem persamaan lineatadiikan
oleh[A|b].

Secara formal, suatu skalar dari bilangan real atau korapiiela matriks adalah suatu
susunan berbentuk persegi panjang dari skalar. Martkasanya ditulis sebagai

a1 a2 -+ AQn

a1 az2 -+ An
A= . . .

dml @m2 - 8@mn
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Elemen-elemen dari matriksdinyatakan olela j dengan € mdanj € n, dimanam={1,2,--- ,m}
dann={1,2,---,n}. Elemena j menyatakan elemen dari matriRsyang terletak pada baris
ke4 kolom ke-j. Suatu contoh

2
8
—3

A—

1 3 4
6 5 -9 |, makaay;1 =2,a10=1,---,a34="7. (2.28)
8 3 7

Suatusubmatriksdari matriksA adalah suatu susunan yang diperoleh dari menghapus se-
barang kombinasi dari baris dan kolom mat#ksSuatu contoh matriks

o [41

adalah suatu submatriks dari matrkgada £.28 dengan menghapus baris kedua dan kolom
kedua, dan ketiga dari matrilks

Matriks A dikatakan berukuram x n bila A mempunyai baris sebanyaik dan kolom se-
banyakn. Dengan demikian, matriks berukurankll adalah skalar, sebaliknya suatu skalar
adalah matriks yang berukurarxIl. Untuk penekanan bahwa matrik$erukuramm x n juga
ditulis sebagaAmn«n. Bila m = n, maka matriksA dikatakan matrikgersegi Suatu matriks
yang hanya terdiri dari satu baris dinamakaktor barisdan bila hanya terdiri dari satu kolom
dinamkanvektor kolom

Simbol A . digunakan untuk menyatakan baris ikdanA, ; menyatakan kolom keg-dari
matriksA. Contoh bilaA matriks padaZ.28, maka

3
Az.=[—-3 8 3 7] danA 3= [5]
3
Untuk persamaan sistem line@r9) eliminasi Gauss bisa dilakukan melalui matriks diperbe-
sar (augmented matrix\b] dengan menggunakan operasi baris elementer [gébla Operasi
elementer ini meliputi tiga operasi baris elementer yabgukan padaZ.16), (2.17) dan @.18).
Untuk matriks berukuramx n

Ml,*
Mi,*

M;j .

L Mm*

d -

tiga macam operasi baris elementer phtladalah sebagai berikut.
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e Macam I: Pertukaran baris kedan baris ke menghasilkan
F M ]

M.

M= : : (2.29)

Mi,*

Mm7*

e Macam lI: Kalikan baris ke-dengan skalar taknol menghasilkan

Ml,*

aMi,*
M= , a#£0. (2.30)
M;j .

Mm7*

e Macam lll: Tambah baris k¢-dengan kelipatan baris kenenghasilkan

Ml,*

Mi,*
: (2.31)
Mj . +aM; .

Mm7*

Untuk menyelesaikan sistem persamaan lina) (nenggunakan operasi baris elementer,
mulai dengan matriks diperbes#ib] dan jadikan bentuk segitiga atas matriks koefig\ate-
ngan melakukan operasi baris elementer pAdlal. Kembali pada contoh yang diberikan oleh
sistem persamaan line&.26), dengan melakukan operasi baris elementer pada matp&sd-
sar[A|b] didapat

@ 11 1 2 1 1 1
6 2 1| -1 | B,—3B, = 0 &) 2| -4
-2 2 7 7 B3+ Bg 0 3 2 8 B3+ 3B2
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Matriks diperbesar yang terakhir menyatakan bentuk ggg#tias dari sistem persamaan linear

X+y+z = 1
—y—2z = —4
—4z = A4

Dengan substitusi mundur, didapat hasil seperti sebelammyl,y = 2 danx = —1. Umumnya,
bila suatu sistem persamaan linear n mempunyai bentuk segitiga atas

t11 tipg -+ tin| C
0 too -+ ton| C2 (2.32)
O 0 ce tn7n Cnh

dimana masing-masirg # 0, maka algoritma umum untuk substitusi mundur diberikdagai
berikut.

Algoritma Substitusi Mundur

Tentukanx; pada 2.32), yang pertama menentukan= 1% kemudian
secara berulang untuk=n—1,n—2 ... 2 1, hitung
X = ti%(ci — i1 Xir1 —tijisoXip2 — - —tinXn).

Suatu cara untuk menaksir effisiensi suatu algorithma haaénghitung banyaknyanya ope-
rasi aritmatika yang digunakan. Untuk berbagai alasamaktiibedakan tambah dan kurang,
dan kali dan bagi. Lagi pula kali/bagi dihitung secara t&ahidari tambah/kurang. Bahkan
bila secara rinci menggunakan suatu algoritma, pentingv@ahengetahui banyaknya operasi
untuk eliminasi Gauss dengan substitusi mundur sehinggadiklapat suatu dasar perbandingan
ketika menggunakan algoritma yang lain. Berikut ini dikan banyaknya operasi aritmatika
yang digunakan dalam eliminasi Gauss.

Banyaknya Operasi Eliminasi Gauss

Eliminasi Gauss dengan substitsusi mundur untuk sistesaperan lineam x n membutuhkan

3
n , N : :
3+n 3 kali/bagi
dan
n® n? 5n
§+§—€, tambah/kurang.

Bila n meningkat, sukm®/3 mendominasi suku yang lainnya. Oleh karena itu, hal yangm
Eliminasi Gauss dengan substitusi mundur untuk sistenapean linean x n membutuhkan
sekitarn®/3 operasi kali/bagi dan membutukan juga sekitsi3 operasi tambah/kurang.
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Contoh 2.2.1 Selesaikan sistem persamaan berikut menggunakan elifdaass dengan sub-
stitusi mundur:

Xo—X3 = 3
—2X1+4d%—x3 = 1
—2X1+5%—4x3 = —2

Penyelesaian Matriks diperbesar dari sistem persamaan linear adalah

© 1 -1| 3
2 4 -1| 1
25 4| -2

Karena pivot pertama adala®, maka tukar baris pertama dengan baris kedua dan sebaliknya
selanjutnya lakukan eliminasi elemen elemen dibawah piang dipilih sehingga didapat

@41 17 [-24 -1 1] [-24-1] 1
0o 1-1| 3|10 @ -1| 3|>*|10 1-1| 3
—2 5 —4| =2 0 1 —-3| -3 0 02| —6

Selanjutnya, lakukan substitusi mundur, didapat

X3 = :—g :3,
Xo =3+X3=3+3=6,
x1=—3(1— 4% +x3) = —3(1—24+3) =10

Contoh 2.2.2 Misalkan bahwa 100 serangga terdistribusi dalam suatgrteatutup terdiri dari
empat ruang dengan jalur-lintas diantaranya sebagaimalaendsambaf.8. Pada akhir satu

_—'—_ #3
| 1
a1 ol |
—— 1
T

Gambar 2.8: Distribusi serangga dalam suatu ruangan

menit, serangga terdistribusi kembali dengan sendiridgsumsikan bahwa satu menit tidak

cukup waktu untuk suatu serangga pindah ke lebih dari sahgrdan pada akhir satu menit 40%
serangga disetiap ruang tidak meninggalkan ruangan, méeékp pada awal menit. Serangga
yang meninggalkan ruangan secara seragam menyebar diangagan, serangga ini secara
langsung dapat mencapai keadaan semula mereka tinggsdlnga # 3 separuh bergerak ke # 2
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dan separuh ke # 4. Bila diakhir satu menit terdapat 12, 2822637 serangga masing-masing
diruang # 1, # 2, # 3 dan # 4, maka tentukan apa seharusnyibussawal.

Jawab Bila x; adalah banyaknya keadaan awal dalam ruangagetgan = 1,2, 3,4, didapat
sistem persamaan linear

0.4%7 +0xp +0x3+0.2¢4 = 12
Ox1 +0.4%2 4+ 0.3x3+ 0.2x4 = 25
0x1 + 0.3%2 + 0.4x3+ 0.2x4 = 26

0.6x1 +0.3%2 4+ 0.3x3+ 0.4x4 = 37

dengan menggunakan eliminasi Gauss dan substitusi muthpadx; = 10,x2 = 20,x3 = 30
danxs = 40. O

2.3 Menyelesaikan Sistem Persamaan Linier dengan Sage Note-
Book

Dalam kesempatan ini digunakan Sage NoteBook untuk messajikbn sistem Persamaan Linear
melalui Operasi baris Elementer ataupun dengan Elemirass&Jordan.

Misalnya diberikan sistem persamaan

)1

Untuk menyelesaikan Sistem Persamaan Linier tersebundaé Sage NoteBook ketik pe-
rintah berikut.

A=matrix([[1,2],[2 1]])

b=matrix([[1],[2]])

Ab = A. augment (b, subdi vi de=Tr ue)

htm ("Matrik di perbesar $[ Al b] =%$" % at ex( Ab))

Ouput dari perintah tersebut adalah

1 2 ‘ 1
2 12
Selanjutnya meyelesaikan sistem persamaan linier denB&gnakan perintah berikut:

Ac=copy( Ab)
Ac.add nultiple of rowm(1,0,-2)
htm ("Hasi| OBE $%$" % at ex(Ac))

outputnya adalah

. (1 2|1
Hasil OBE : 0 —3lo

Dari hasil ini menjelaskan bahwe= 0 danx = 1.

Matrik diperbesatAlb] = (
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Latihan

Latihan 2.3.1 Gunakan Eliminasi Gauss dengan substitusi mundur padarmsipersamaan lin-
ear berikut

(@)

2X1 — X2 =0
—X1+X%X —XxX3 = 0
—Xo +x3 = 1
(b)
4%, —3x3 =3

—X1+7TX2—5x3 =4
—X1+8xp—6X3 =5

Latihan 2.3.2 Selesaikan sistem persamaan linear berikut

X1+ X2 +X3+Xa
X1+ X +3X3+3X4 =
X1+Xo+2% +3X4 =3
X1+ 3X+3X3+3x3 =4

Latihan 2.3.3 Diberikan sistem persamaan linear
X+2y+z=3
ay+5z=10

2x+7y+az=»hb

(a) Dapatkan nilai a dan b supaya sistem persamaan linear meggyenyelesaian tunggal.

(b) Dapatkan nilai a dan b supaya sistem persamaan punya pesaiatetidak tunggal.

Latihan 2.3.4 Suatu jaringan dari aliran terdiri dari 4 titik A, B, C dan D yay dihubungkan
oleh garis. Dengan asumsi bahwa

e Total aliran yang masuk ke suatu titik sama dengan totakaliyang keluar dari suatu
titik.

e Total aliran yang masuk kedalam jaringan sama dengan tolisaa yang keluar dari
jaringan.
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Bila gambar dari suatu jaringan aliran diberikan oleh gamidzerikut

X1
» 200

200 | ™2

A B 300

X3 X4

C D[ 500
300 X5

400

300

Maka tentukan nilai dari X, X2, X3, X4 dan .

Latihan 2.3.5 Diberikan tiga sistem persamaan linear dimana koefisenayaasuntuk setiap
sistem tetapi bagian kanan persamaan berbeda:

4x—8y+5z=1| 0| O
4Xx—7y+4z=0| 1| 0
X—4y+2z=0| 0| 1

Selesaikan semua tiga persamaan sistem linear tsb. dengaggunakan eliminasi Gauss pada
bentuk matriks yang diperbesar

[A|by b2 |bs].

Latihan 2.3.6 Dapatkan sudutr, 3 dany yang memenuhi persamaan berikut:

2sina —cosB+tany =3
4sina +2co3 —2tany =2
6sina —3co+tany=9

dimana0<a < 2m, 0< B <2mdan0 <y < 21

Latihan 2.3.7 Usahakan menyelesaikan sistem persamaan linear berikut:

—X+3y—2z=4
—X+4y—3z=5
—X+5y—4z=6

menggunakan eliminasi Gauss dan terangkan mengapa sigearmpaan mempunyai banyak
takhingga penyelesaian.

Latihan 2.3.8 Sistem persamaan linear berikut tidak mempunyai penyielesa

—X+3y—2z=1
—X+4y—3z=0
—X+5y—4z=0.
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Usahakan menyelesaikan sistem persamaan linear ini merg@n eliminasi Gauss dan je-
laskan mengapa sistem persamaan linear tsb. tidak mungkukwiselesaikan.

Latihan 2.3.9 Gunakan sistem persamaan lineax 3 untuk memperoleh koefisien suatu per-
samaan parabola ¥ o + Bx+ yx? yang melalui tiga titik(1,1), (2,2) dan(3,0).

Latihan 2.3.10 Diketahui seperti ContoR.2.2dan bila distribusi awal adalah 20, 20, 20 dan
40, maka tentukan distribusi akhir pada satu menit.

Latihan 2.3.11 Terangkan mengapa suatu sistem persamaan linear tidak pkamh mem-
punyai tepat dua penyelesaian yang berbeda. Perluas pgagani, untuk menerangkan fakta
bahwa bila suatu sistem persamaan linear mempunyai lehitsdtu penyelesaian, maka penye-
lesaian itu haruslah banyak takhingga penyelesaian.

Latihan 2.3.12 Misalkan bahwdA|b] adalah matriks diperbesar dari suatu sistem persamaan
linear. Telah diketahui bahwa operasi baris elementerkideengubah penyelesaian sistem per-
samaan linear. Bagaimanapun, tidak disebutkan bahwadpkrasi kolonmdapat mempengaruhi
suatu penyelesaian suatu sistem persamaan linear.

(a) Uraikan akibat pada penyelesaian suatu sistem persarinaar bila kolomAq j danA, x
saling dipertukarkan.

(b) Uraikan akibat pada penyelesaian suatu sistem persarfinaar bila kolomAy j diganti
olehaA,,j dengan # 0.

(c) Uraikan akibat pada penyelesaian suatu sistem persarfinaar bila kolomAd j diganti

olehA, j + oA, .
Petunjuk : Lakukan suatu percobaan dengan matriks beruk@ar? dan3 x 3.

Pada akhir bagian ini dibahas metode menyelesaiakna gitesamaan linear menggunakan
apayang dinamakabauss-Jordan Metode ini mengenalkan suatu variasi eleminasi Gauss yang
dikenal dengan namiletode Gauss-Jordan Walaupun ada beberapa yang membingungkan
ketika Jordan menerima penghargaan untuk algoritma ikéraeg jelas bahwa faktanya metode
ini dikenalkan oleh seorang geodesi yang bernama Wilhetdaho(1842-1899) dan bukan oleh
yang telah banyak dikenal oleh matematikawan yaitu MarieelBrond Camille Jordan (1838-
1922). Dua keutamaan dari metode Gauss-Jordan yang mekalpedengan Eleminasi Gauss
sebagai berikut.

e Pada setiap langkah, elemen pivot dijadikan 1.

e Pada setiap langkah, semua suku-suku diatas pivot dan ijpgaahnya dieliminasi.
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Dengan kata lain, bila

a1 a2 - an | bp
a1 agp -+ an | b
@l @2 - ann | bn

matriks diperbesar yang berkaitan dengan sistem persdimaan maka operasi baris elementer
digunakan untuk mereduksi matriks ini menjadi matriks batbk

10 - 0|

01 .- 0] c

00 .-+ 1] c¢c
Tampak bahwa penyelesaian diberikan oleh kolom terakditiyy;, =c;, i =1,2,--- ,ndan tanpa
melakukan substitusi mundur.

Contoh 2.3.1 Gunakan metode Gauss-Jordan untuk menyelesaikan persanesa berikut.

2X1+Xo+ X3 =06

2X1+ 2% +6X3 =4
—2X1 —6Xp — X3 =—1

Jawab
@ Bl/2 D® 1 3 2 ]
2 2 1 7 6 B, — 2B,
—2 —6 —7 -2 —6 —7| —1| B3+2B;
@ 2 1 1 3| 27 B—B
= | 0 2 =10 @ —-1| -2
0 —4 —1 3 0 4 1 3 | B3+4B;
1 0 4 10 4| 47 B —4B;s
0 -1 =101 -1| -2 Bs + B3
0O 0 -5 (—B3/5) 00 @ 1
0O O 0
1 0| —1].
0@ 1

Jadi, penyelesaiannya adal%h(z
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Dari apa yang telah dibahas kelihatannya bahwa ada tidakublegnyak perbedaan di-
antara metode Gauss-Jordan dan eliminasi Gauss dengditusilssundur disebabkan pen-
geliminasian suku-suku diatas pivot dengan metode Gaursgisid kelihatnnya ekivalen dengan
melakukan substitusi mundur. Tetapi hal ini tidak benar.tdde Gauss-Jordan membutuhkan
lebih banyak penghitungan dari pada eliminasi Gauss deswgastitusi mundur. Hal ini bisa dil-
ihat dari banyaknya operasi yang digunakan dalam metodss=hrdan sebagaimana berikut.

Banyaknya Operasi Metode Gauss-Jordan

Metode Gauss-Jordan untuk sistem persamaan Imearmembutuhkan

nd n? o

E%—E, kali/bagi
dan

nd

n
55 tambah/kurang.

Dengan kata lain, metode Gauss-Jodan membutuhkan sekifaoperasi bagi/kali
dan juga membutuhkan sekitat/2 operasi tambah/kurang.

Ingat dalam pembahasan sebelumnya eliminasi Gauss deunbsiitissi mundur hanya mem-
butuhkan sekitan®/3 operasi kali/bagi begitu juga hal nya sama untuk operast#h/kurang.
Bandingkan dengan®/2 operasi kali/bagi begitu juga untuk operasi tambah/kyisa@mng dibu-
tuhkan ketika melakukan metode Gauss-Jordan, bisa diddtava metode Gauss-Jordan mem-
butuhkan sekitar lebih 50% upaya dari pada eliminasi Gaesgah substitusi mundur. Untuk
suatu sistem persamaan linear yang kecil misainya3, perbedaan ini tidak begitu cukup be-
sar berarti. Tetapi dalam praktis sistem persamaan lireargsmuncul dengan cukup besar.
Dalam hal ini, eliminasi Gauss dengan substitusi munduf kffisien dibandingkan dengan
metode Gauss-Jordan. Misalnya untuk= 100, makan®/3 sekitar 333333 sedangkar,/2
adalah 500000 dalam hal ini selisihnya adalah 166667 ogab#agi begitu juga sama untuk
operasi tambah/kurang.

Walaupun metode Gauss-Jordan dalam praktis banyak dihumtak menyelesaiakan sis-
tem persamaan linear, metode ini mempunyai kegunaan datamKegunaannya adalah masalah
teknik dari pada masalah komputasinya. Selain itu metods$aordan dapat digunakan untuk
menentukan invers dari suatu matriks.

Untuk mengakhiri bagian ini, diberikan cara menyelesaiaiatem persamaan linear menggu-
nakan Maxima untuk Metode Gauss-Jordan. Pada CéhfoRdiselesaikan dengan cara metode
Gauss-Jordan, dalam Maxima ketik sbb:

A=matri x([[ 4/ 10, 0,0, 2/ 10], [ 0, 4/ 10, 3/ 10, 2/ 10] ,
[0,3/10, 4/ 10, 2/ 10] , [ 6/ 10, 3/ 10, 3/ 10, 4/ 10]])
b=matrix([[12],[25],[26],[37]])
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Ab = A augnent (b, subdi vi de=Tr ue)

htm ("Matrik di perbesar $[ Al b] =%$" % at ex(Ab))
print

htm (" OBE Gauss-Jordan : $%$"% atex(Ab.rref()))

Output dari perintah tersebut adalah :

2 0 0 %12
0o 2 2 i 25
Matriks diperbesar [A|b] = [Alb] = 0 2 B3 26
;3 ¥ 2 3
5 10 10 537
1 0 0 0|10
01 0 0|20
OBE Gauss-Jordan 00 1 0|30
0O 0 O 1|40

Sehingga dengan menggunakan OBE metode Gauss-Jordgagtaida 10, x, = 20,x3 = 30
danxq = 40. Terlihat hasilnya sama seperti pada hasil penghitusgla@lumnya.

Hasil penghitungan numerik untuk suatu sistem persamaaarliterhadap perubahan nilai
yang kecil bisa mempengaruhi konsistensi hasil hitungide sistem persamaan linear terhadap
suatu perubahan nilai yang sangat kecil merubah hasil yamgps$ besar (sangat sensitif) hal ini
membuat kecenderungan hitungan numerik sangat jauh yaslari yang semestinya, bahkan
akan sangat jauh bedanya dengan jawab (solusi) eksaknyamildoolbox dapat mengatasi
kesensitifan ini. Sebagai contoh diberikan sistem peraarbarikut

835+ .667y = .168 } (2.33)

.33+ .266y = .067.

Penyelesaian eksaknya adalkah 1 dany = —1. Bila diadakan perubahan kecil dari nilaD87
menjadi 0066 sehingga didapat suatu sistem persamaan yang hampilysom

.835+.667 = .168 } (2.34)

.33+ .266y = .066.

Penyelesaian eksak dari Persamdafi4 adalahx = —666 dany = 834. Terlihat bahwa hasil
eksak dari Persamaa.83 dan @.34) sangat jauh berbeda, sedangkan Persantadf) dan
(2.34 hampir sangat sama, hanya ada beda sangat kecil padalaa@.Q@7 menjadi 066. Se-
lanjutnya kedua persamaan tsb. diselesaikan dengan magigguSage NoteBook SbP% 5)
kill(all)$ ab:matrix([0.835,0.667,0.168],[0.333,0.266,0.067])%

ab: echel on(ab)$ ab: rowop(ab, 1, 2, 667/ 835);
01 -1

(%04) {1 0 1]
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(%5) kill(all)$ ab:matrix([0.835,0.667,0.168],[0.333,0.266,0.066])$%
ab: echel on(ab) $ ab: rowop(ab, 1, 2, 667/ 835);

1 0 —666
0,
(%04 [o 1 834]
Terlihat bahwa hasil numerik yang dilakukan dalam Maximalbox untuk kedua Persamaan
(2.33 dan @.349) secara siknifikan sama dengan jawab eksak. Hal ini meRgatazahwa Metode
Gauss-Jordan untuk suatu sistem persamaan yang sensititia@ perubahan kecil, Maxima

Toolbox mampu menyelesaikan masalah ini dengan baik.

Latihan

Latihan 2.3.13 Gunakan metode Gauss-Jordan untuk menyelesaikan sisteampsan berikut:

(a)
4xo —3x3 =3
—X1+ X —5x3 =4
—X1+ 8% —6x3 =5
(b)
X1+X+X3+Xx4=1
X1+ 2%+ 2%3+ 2% =0
X1+ 2%+ 33+ 3% =0
X1+ 2% + 3X3+4x4 = 0.
(c)
5% +15%4 =5
X1+ 44X+ TX3+ X5 =3
X1+2%+3x3=1
X1+ 2%+ 4X3+ X4 = 2.
(d)

2X1+ X2+ 3X3+2X4 =5
X1+ 3Xo+2X3+4x4 =1
3X1+ 2% = 2.

Latihan 2.3.14 Gunakan metode Gauss-Jordan untuk menyelesaikan secesanie sistem
persamaan linear berikut:
2X1—% =1 0 0
—X1+2%—x3=0 1| 0
—Xo+X3=0 | 0| 1
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Latihan 2.3.15 Selesaikan sistem persamaan linear berikut

—X1+X—X3+3%4 =0
X1 +Xo—X%X3—%4 =0
2X1 —Xp—2X3—X%X4 =0

Latihan 2.3.16 Selesaikan sistem persamaan linear berikut

X1+ X2+ X3+ 2Xg4+2X5 = 3

X1+ X2 +X3+Xq+X5 =2
X1+X2+X3+2X4+3x5 =2

Mengapa mempunyai banyak penyelesaian?

Latihan 2.3.17 Selidiki apakah sistem persamaan linear berikut mempuayab atau tidak!

X1+2%+X3=1
2X1+ 4%+ 2%x3 =3

2.4 Matriks

Disini dikenalkan beberapa ide dasar yang mencakup peagkajatriks. Dalam bagian se-

belumnya digunakan matriks diperbesar untuk menyatalsdensipersamaan linear. Susunan
bilangan ini sering kita jumpai juga dalam bentuk yang lamsalnya susunan bilangan de-
ngan tiga baris dan tujuh kolom yang menyatakan berapa jaktuwang digunakan seorang

mahasiswa setiap hari untuk mempersiapkan tiga mata ky#iap ditempuhnya sebagaimana
diberikan oleh Tabe?.1 berikut.

Tabel 2.1: Waktu Persiapan Mahasiswa

Aljabar
Aljabar Linear
Geometry

Bila judul matakuliah dan hari dalam Tab2ll dihapus, maka didapat susunan bilangan real
dalam bentuk pesegi panjang dengan tiga baris dan tujulmkolo

|

AN PP
wow
P RN
P W
ou
N O DM
oM N

] : (2.35)
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ungkapan penulisan dalar.85 dinamakan suatmatriks.

Secara lebih umum, matriks adalah suatu susunan dari bitaregal atau kompleks yang
berbentuk persegi panjang, setiap bilangan ini dinamalanmes matriks yang disusun secara
baris dan kolom. Beberapa contoh matriks adalah:

-1 2 -3 2 5
0 1 m 5 1 -1 1 3
6%811,[024],6,
8 0 2 7 3 5 8 5
1 3 5 7 4

[3 6 4 9 0] dan [-3].
Untuk menampilkan matriks dalam Maxima lakukan sebagakber

(% 12) matrix([-1,2,-3,sqrt(2)], [0, 1, %i,5],
[-6,1/2,8,11], [8,0,2,7],[1,3,5,7]);
matrix([1,-1,1],[0,2,4],[3,5,8]);
matrix([5],[3],[6],[5],[4]);

matrix([3,6,4,9,0]);

-1 2 -3 V2
0O 1 m 5
(%012) -6 3 8 11
8 0 2 7
|1 3 5 7
1 -1 1
(%013) |0 2 4
3 5 8
5
3
(%014) |6
5
4

(%015) [3 6 4 9 (

Ukuran suatu matriks adalah banyaknya baris dan banyakolpank Bila banyak baris
adalahm dan banyaknya kolom, maka ukuran matriks ditulis sebagaix n. Jadi ukuran
matriks pada contoh diatas berturut-turut adalah4s, 3x3, 5x 1, 1x5dan 1x 1. Suatu
matriks A ukuranm x n biasanya dinotasikan dengan=[a; j], i =1,2,....m, j=1,2,...,n
atau secara singké; jJmxn (bila ukuran matriks penting untuk diketahui). Bila ukuraatriks
tidak penting untuk diketahui cukup ditulia ;]. Selanjutnyay ; menyatakan elemen baris ke-
kolom ke-j dari suatu matrik#\ dengang; j € R ataug; j € C yang mana menyatakan him-
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punan bilangan real dah menyatakan himpunan bilangan kompleks. Untuk matrikskuaein
1 x 1 yaitu[a] cukup ditulisa.

Suatu matriks yang hanya mempunyai satu kolom dinamailarks kolom(vektor kolon)
sedangkan bila hanya mempunyai satu baris dinamakatniks baris (vektor barig. Suatu
matriksA dengam baris dam kolom dinamakamatriks persegi ukuram

arl a2 ain
a1 a2 an

- . . . )
an1 an2 an,n

elemen-elemeay 1,ay 2, ..., an n dinamakan elemen-elemendiagonal utamamatriksA. Berikut
ini diberikan pengertian dua matriks adalah sama. DibanikatriksA = [a; j] danB = [b; j], ma-
triks A danB dikatakan sama bila kedua ukuran mat#ksanB sama dam j = bj j untuk semua
i danj. Contoh, matriks-matriks berikut

12 x 2 12 3
A:{:a 4}’52{3 4]danc:[3 4 5}

bila x = 1, makaA = B. Walaupun ukura’® danB sama, bilax # 1, makaA # B. Sedangkan

A #C danB # C sebab ukuran matrilk&tidak sama dengan ukuran matri&begitu juga ukuran
B tidak sama dengan ukuréh

2.5 Aritmatika dan Operasi Matriks

Dalam bagian ini dibahas penambahan , pengurangan darigenkeatriks serta dibahas trans-
pose dan trace dari suatu matriks.

2.5.1 Penambahan, Pengurangan Matriks dan Perkalian Matiks

Misalkan, sebuah kota dibagi menjadi dua wilayah Utara dgat&. Banyaknya siswa SMP
dan SMA kelas |, Il dan Il diberikan oleh tabel berikut:

Tabel 2.2: Daftar Siswa Wilayah Utara dan Selatan

Wilayah Utara
Kelas | | Kelas Il | Kelas Il Kelas | | Kelas Il | Kelas Il

SMP | 2234 2105 2001 | SMP | 2105 1866 1509

SMA | 1973 1873 1762 | SMA | 1877 1689 1574
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Maka daftar total siswa SMP dan SMA keseluruhan kota dibarideh tabel berikut

Tabel 2.3: Daftar total siswa SMP dan SMA seluruh wilayah

Kelas | Kelas Il Kelas Il
SMP | 2234+2105=4339 2105+1866=3971 2001+1509= 351(
SMA | 1973+1877=3850 1873+1689= 3562 1762+1574= 3334

Bila daftar keadaan siswa wilayah Utara dan Selatan dkarisebagai matrik, didapat matriks:

U— 2234 2105 200 danS— 2105 1866 150
- |1973 1873 176 - |1877 1689 157

dan matrikdJ + Sdidefinisikan sebagai

U 4+ s 223442105 2105-1866 200L-1509 (4399 3971 351
- |1973+1877 18731689 1762-1574  |3850 3562 333

Terlihat bahwa Tabe2.3bentuk matriksnya diberikan oleh matrids+ S. Hasil pembahasan ini
menjelaskan penambahan dua matriks. Hal yang serupa lgaldin untuk pengurangan dua
matriks.

Berikut ini diberikan definisi secara umum untuk penambatenpengurangan dua matriks.
Penambahan dan pengurangan dua mafiki&an B bisa dilakukan bila kedua matriks mem-
punyai ukuran yang sama dan elemen-elemen AlarB dan A— B masing-masing diberikan
oleh

[A+BJi,j =& j+Dbjjdan[A—Bljj =aj —bj ;.

Bila ukuranA dan B tidak sama, maka penambahan dan pengurangardian B tidak di-
definisikan. Berikut ini diberikan contoh penambahan dangpeangan matriks. Diberikan
matriks-matriks:

1 -2 0 2 3 11 1 -2
A_[o 7 —3}’8_[ 3 —6 4}d“£_{3 —4}

Maka

11 11 3 -5 —11
A+B:[ 3 1 1}’A_B:{—3 13 —7}

sedangkar\+C danB+C tidak terdefinisi, begitu jugA—C danB—C tidak terdefinisi. Untuk
melakukan operasi tambah dan kurang bagi matriks dalamnviabakukan sebagai berikut:

(%5) aA=matrix([1,-2,0],[0,7,-3]);b:B=matrix([-2,3,611],[3,-6,4]);
c:C=matrix([1,-2],[3,-4]);"A+B"= rhs(a)+rhs(b);"A-B"= rhs(a)-rhs(b);
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(%01) A= (1) _72 _O}
(%02) B= _32 _36 141]
(%03) C= é :ﬂ

(%04) A+B= {_31 1 111]
(%05) A—B= _33 Ig __171

Untuk A+ C danB —C tidak terdifinisi, hal ini bisa dilihat hasil output dalam kma sebagai
berikut:

(%9) "A+C'=rhs(a)+rhs(c);"B-C' =rhs(b)+rhs(c);

fullmap: arguments must have same formal structure.
— an error. To debug this try: debugmode(true);
fullmap: arguments must have same formal structure.
—an error. To debug this try: debugmode(true);

Bila A sebarang matriks dengan elemen-elemeR diau diC dank sebarang skalar dt
atau diC, maka hasil kalkA adalah matriks yang semua elemen-elemennya diperoletunela
mengalikark dengan semua elemen-elemen daMatrikskA dinamakarperkalian skalardari
A. Dengan notasi matriks, bila= [a; j], maka

kAl j =kKai j.

Contoh 2.5.1

Diberikan matriks-matriks

0 -1 -3 8 0 6 10 2 -5
A:[z 4 6}’82{4 14 —2}0""‘”(::{1 4 3}

maka

0 1 3] 1. [40 3 30 6 —15
(_1)A:{—2 4 —6]’582[2 7—1]da”3::{3 12 9 }

Perkalian skalar dengan matriks dalam Maxima dilakukaagaiberikut:

(%6) a A=matrix([0,-1,-3],[2,4,6]);b:B=matrix([8,0,6],[4,14,-2]);
c: Cmatrix([10,2,-5],[1,4,3]);"(-1)A"=-1*rhs(a);
"1/ 2B"= 1/ 2*rhs(b); "3C'=3*rhs(c);
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o)) A= |9

(%02) B= :?1 Y —62]

(%03) C= :110 i _35}

(%04) (—1A= [_02 _14 —36]

ow05) 38=|5 5 °)

(%06) 3C = [%O " _ﬂ ’

Untuk lebih praktis, penulisaft-1)A cukup ditulis—A. Bila A1, Ay, ..., A, matriks-matriks
dengan ukuran yang sama danko, .. ., k, adalah skalar, maka bentuk

k1iA1 +koAz + ...+ KnAn

dinamakan suatbombinasi lineardari A1, Az, ..., A, dengan koefisien-koefisida, ko, . . ., kn.
Misalnya pada ContoB.5.1, maka

1 0 1 3] [40 3].[30 6 —15
TATRBHC = [—2 4 —6]*[2 7 —1]*[ 3 12 9 ]
(34 7 -9
= |3 15 2

adalah kombinasi linear da#i, B danC dengan koefisie&l,% dan 3. Selanjutnya diberikan

notasiR™" menyatakan himpunan semua matriks ukumar n dengan elemen-elemen Hi
danR"™! adalah himpunan semua vektor kolom ukunariasanya cukup ditulig".

Sebegitu jauh telah dibahas perkalian suatu skalar dengtike) tetapi perkalian dua ma-
triks belum dibahas. Sebagaimana telah diketahui penaamlddn pengurangan matriks adalah
menambah atau mengurangi elemen-elemen yang bersesBai&alian matriks agak berbeda
dengan penambahan matriks. Untuk mendefinisikan perkdlianmatriksA dan B, sebagai
motifasi diberikan dua sistem persamaan linear

a1,1X1 +a12X2+a13X3 =Y1

2.36
a2, 1X1 + 822X + +az3Xx3 = Y2 ( )

dan

b11z1+b1220 = X1
b2121+ b2 220 = %o (2.37)
b3121 + 03220 = X3
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Bila diinginkany; dany», bergantung pada peubahdanz,, maka didapat sistem persamaan

(ag,1b11+a1 2021 +a13031)21 + (A 1b1 2+ a1 2022 +a1.3032)22 = y1 (2.38)
(ag1b2 1 +a22021 +a23031)21 + (ag 1012+ a2 2022 + a2 303 2) 22 = y2 '
Selanjutnya bila
Cii=aribr1+aiobp1+a13bz1 Cio=ap1b2+ag2002+a13b32
Cor=agibp1+apobo1+ax3bz1 Cop=apibyo+apobro+as3b3o
atau secara singkat
3
6= Y aubej, i=12danj =123 (2.39)
K=t

dan masing-masing matrilés B, C diberikan oleh

b11 b2
a1 ajp a ’ ’ 11 C
A [ 11 a2 a3 ] B— C [ 11 C12 ] ,

b1 bop =
a1 2 a3 b ’ b ’ Co1 Cop2
31 032

dan didefinisikan perkalian matriksB d:efC, dengan elemen-elemen matriRdiberikan oleh
Persamaar?(39, maka Persamaaf.G8 dapat ditulis sebagai perkalian matriks

CZ=Y,dengarz = [ a } danyY = [ 1 } .
4] Y2

Perhatikan bahwa Persamaan3@ mengisyaratkan banyaknya kolom dariharus sama de-
ngan banyaknya bar8 dalam hal ini keduanya sama dengan 3 dan ukuran matriks kedsil
adalah 2banyaknya barig\) x 2(banyaknya kolonB). Jadi syarat dua matriks bisa dikalikan
banyaknya kolom matriks yang pertama sama dengan banyéalangamatriks yang kedua dan
elemen-elemen matriks hasil kali diberikan seperti dalans&#maan.39. Oleh karena itu bila
matriksAn, p dan matriksBp ,, maka perkalian kedua matriks ini diberikan oleh

p
Am7po7n == Cm7n, dengamiJ == Z aj7kbk7j, = :I.7 2, .. .,mdanj == :I.7 2, oo N
k=1

Contoh 2.5.2

Diberikan matriks-matriks
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Elemen baris ke-1 kolom ke-2 dan baris ke-2 kolom ke-1 mapérkalianAB diberikan sebagai
berikut

(1.1)+(2.7)+(3.6) =33
(5.2)+(3.3)+(4.6) =43
Dengan melakukan hal yang serupa didapat

21
123 23 33
o-[123]27]-[% 8]

5 6
dan perkalian matrikBA diberikan oleh

2 1 7 7 10
BA=| 3 7 {égﬂz 38 27 37
5 6 35 28 39
terlihat bahwaAB # BA. Perkalian matriks tsb. dalam Maxima lakukan sebagai berik

(%1) aA=matrix([1,2,3],[5,3,4]); b:B=matrix([2,1],[3,7],[5,6]);
ab: AB=r hs(a).rhs(b);ba: BA=rhs(b).rhs(a);

(%01) A:{l 2 3}

5 3 4
2 1
(%02) B= |3 7
5 6
23 33
[0) —
(%03) AB= 39 50}

O

7 7 10
(%04) BA= |38 27 3
35 28 3

Diberikan dua matriksAm p, dan By, danC = Ay, pBpn, maka matriks baris ke-dari C
diberikan olelCj , = A .B dan matriks kolom kg-dariC diberikan oletC, j = AB, j.

Contoh 2.5.3

Diberikan matriks-matriks

1 -2 0 7
A=| 2 3 2 10|,B=

ON B
o N -

-5 11 1 8

R O1TODN

=

N
|

O
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Bila C = AB, maka baris ke-2 dari matriks diberikan oleh
2 1 1
0o 2 2
Czy*:AZ*B:[Z 3 2 10] 5 0 8 :[24 128 —66}
1 12 -9
dan kolom ke-3 daiC diberikan oleh
1 -2 0 7 ; —66
C.3=AB,3= 2 3 2 10 s | = —66
-5 11 1 8 9 —47

Penghitungan ini dapat dilakukan dalam Maxima sebagakieri

(% 6)

(%01)

(%02)

(%03)

(%05)

kill(all)$ a: A=matrix([1,-2,0,7],[2,3,2,10],[-5,11,1,8]);
b:B=matrix([2,1,1],[0,2,2],[5,0,8],[1,12,-9]);
a2:Al"2,*"]=romrhs(a), 2);

print(C["2,*"],"=",A"2,*"]*B,"=",rhs(a2).rhs(b))$
b3:B["*, 3"] =col (rhs(b), 3);
print(C"*,3"],"= A", B["*,3"],"=",rhs(a).rhs(bh3))$
[1 -2 0 7
A=|2 3 2 10
-5 11 1 8
(2 1 1
0 2 2
B= 5 0 8
1 12 -9
Azy*:[Z 3 2 1q, Czy*:Azy*B:[24 128 —66}
; —66
B 3= , Cka=AB.,3=|—66
’ 8 ’ ’ ]
9 —47

Perkalian matriks dan kombinasi linear sangat pentingdilabungkan dengan sistem per-
samaan linear yang diberikan oleh Persam&a®).( Persamaan ini dapat ditulis dalam bentuk
perkalian matriks sebagai berikut

a1 a2 ... AQn X1 bl
a1 a2 ... an Xo by

(2.40)

8m1l @m2 ... amn Xn bm
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Bila
a1l a12 ... in X1 b1
a1 a2 ... apn X2 b
A= K D , S X=| . danb = 1,
anil @m2 ... 8mn Xn bm

maka Persamaag @40 dapat ditulis sebag#ix = b. Selanjutnya bila
aj
A= azz’j j=12..n
A,
dan sistem persamaaan lineard() mempunyai penyelesaian, maka matikgapat ditulis se-
bagai kombinasi linear berikut
X1A 1+ XA 2+ ...+ XA n=Db. (2.41)

Pembahasan yang lebih mendalam mengenai kombinasi likeaidéberikan pada bagian yang
berikutnya, terutama saat pembahasan ruang vektor.

2.6 Matriks-matriks Khusus

Disini dikenalkan matriks nol, diagonal identitas(safyanatriks segi-tiga dan matriks simetri.
Suatu matriks yang semua elemenya sama dengan nol dinamakiksnol. Berikut ini contoh

contohnya
0
00 0 00O
Perintah dalam maxima untuk matriks nol dapat dilakukamagaiberikut:

(% 21) ol:("1x2"]=zeromatrix(1,2);02:("2x2"] =zeromatrix(2,2);
03: J "3x1"] =zeromatrix(3,1);04: J"2x4"] =zeromatrix(2,4);

(%021) O12=[0 0]

00
(%022) Ogyp = {o 0]

0
(%023) Ogx1 = |0

0

0 d
(%024) Ogyg = {o o}
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Suatu matriks perse@ berukuram x n dinamakan matrikdiagonalbila

(d; 0 0 --- O]
0O d 0 --- 0

D—|0 0 d3 -~ O

O 0 0 - dy
Terlihat bahwa semua elemen dBriyang berada diatas dan dibawah elemen diagonal utama
sama dengan nol yaitlj j =0, untuk i # j. Contoh

10 -1 0 0
0 2| 0 0 0].
0 03
Perintah melakukan matriks diagonal dalam Maxima dapakdkan sebagai berikut:

(% 35) load(diag)$ diag([1,2];diag([-1,0,3]);

1 0
0,
(%036) 0 2}

1 0 0
(%037) | 0 0 O
|0 0 3

Suatu matriks diagonal dengan semua elemen diagonal usamedengan satu dinamakan

matrikssatuan(identitas) Contoh
10 100
0 1l 0 1 0].
0 01

Dengan demikian matriks identithsnempunyai elemeix; = 1, k=1 daniy; =0, k # . Pe-
rintah melakukan matriks identitas dalam Maxima dapakd#tan sebagai berikut:

(% 38) ident(2);ident(3);

1 0

0,

(%038) o 1}
100

(%039) [0 1 0
0 01

Suatu matriks persegi dinamakan matriksegi tiga atasila
a1 a2 -+ @n
ac| O @

0 o ... ann
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terlihat bahwa elemea j = O, untuki > j. Contoh

|
w

1
_26310 0
01’02_5’0

00 4 0

OQONNDN
O wWr b~
» OO

Suatu matriks persegi dinamakan matriksegi tiga bawatbila

a171 0 0
_|a21 a2 - 0
anl a@n2 -°* dnn

terlihat bahwa elemea j = 0, untuki < j. Contoh

1 0 0O
20?281200
—31’604’2—230

0O 7 8 4

Suatu matriks transpose adalah matriks yang diperolehnaatriks yang lain dengan elemen
baris menjadi elemen kolom dan sebaliknya. Matriks trassmiari suatu matrika ditulis AT,
jadi bilaA = [g ], makaA" = [a;]. Contoh

1 0

1 2 -3 4] g |2 -2

A_[o -2 3 5]’A_—3 3|
—4 5

Perintah untuk melakukan matriks transpose dalam Maxikgbkkan sebagai berikut:
(%2) a A=matrix([1,2,-3,-4],[0,-2,3,5]);at: A"("T")=transpose(rhs(a));

1 2 -3 4
0 _
(%02) A_{o 2 3 5]
1 0
2 2
0 T _
(%03) A' = 3 3
4 5

Suatu matriks persedi dinamakan matriksimetribila A= AT. Contoh

017 0
A=|1 2 3|, AT=|1
7 31 7

wWN e
W N
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Suatu matriks persedi dinamakarsimetri miring (skew symmetrybila A= —AT. Contoh
10 1 T |0 -1 |0 1
S R Rl A R R

Diberikan suatu matriks persegi

a1 a12 43 - An
1 A2 A3 -+ An

a1 @n2 a3 - @nn
trace dari matriks\ ditulis tracgA) didefinisikan oleh

n
tracdA) gef Zlau.
i=

Contoh, misalkan matriks

1 1 2
A=1|-3 2 0], tracdA)=1+2+3=6.
2 53

Perintah mendapatkan trace dari suatu matriks dalam Madilaleukan sebagai berikut:

(% 7) load(functs)$ a:A=matrix([1,1,2],[-3,2,0],[2,5,4]);
tra:"trace(A)"=tracematrix(rhs(a));

1 1 7
(%08) A=|-3 2 0
2 4

5
(%09) tracdA)=17.

Bila suatu matriks elemen-elemennya adalah bilangan kelkkepimaka dikenal suatu matriks
dengan nama konjugate transpose atau transpose konjugateni berkenaan dengan suatu
konjugate dari bilangan kompleks. Misalkan suatu bilangampleksz € C denganz = a+
bi, i =+/—1, maka konjugate dariditulis z diberikan olelz = a— bi. Diberikan suatu matriks

A=la ], a;cC,

maka konjugate dari matriks adalah
—~def ___
A= [aj]
dan matriksA* adalah o
A AT Z AT,
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Contoh, diberikan matriks
A 2—1 543 2-7i
| 3 1+40 243

maka

L 2—i 3
ﬂ:{%&'i:z ;ig},AT: 543 114
2-7i 243

dan

2+i =3 o
(A)T = |5—3i 1—4i| =AT =A".
2471 2—3i

Perintah konjugate matiks dalam maxima dapat dilakukaagagtberikut:

(% 1) a A=matrix([2-%,5+3%% ,2-7*%],[3*%, 1+4*%  2+3*%]);

2 543 2-7
0, _
(%01) A"[Si 1+ 4i 2+3J

(% 4) ac:conjugate(rhs(a));

(%04) {H—Z 5—3i 7|+2}

-3 1-4i 2-3i
(% 7) at:transpose(rhs(a));
2—i 3i
(%07) |[3i+5 4i+1
2—7i 3i+2
(% 6) transpose(ac);
i+2 =3
(%06) |5—3i 1—4i

7i+2 2-—3i
(% 8) conjugate(at);
i+2 =3
(%08) [5—3i 1—4i
7i+2 2-—3i

(% 12) AM"*")=conjugate(at);

59
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5-3i 1-—4i
7i+2 2-3i

(%012) A* =

i+ 2 3i]

(% 13) AM("*")=transpose(ac);

(%013) A* = |5—3i 1—4i

7i+2 2-3i

i+ 2 3i]

2.7 Sifat-sifat Aritmatika Matriks

Pada bagian ini dibahas lebih mendalam mengenai sifatagitatatika matriks. Diantaranya
sifat komutatif, sifat assosiatif dan sifat elemen netal genjumlahan dua matriks. Juga diba-
has sifat-sifat berkenaan dengan perkalian matriks baigale skalar ataupun matriks dengan
matriks.

Teorema 2.7.1Bila A, B dan C adalah matriks dengan ukuran yang sama dan elememealeya
adalah bilangan real atau kompleks, maka

(1) A+B=B+A,
(2) A+ (B+C) = (A+B)+C.

Bukti: MisalkanA = [g; j1,B = [b; j] danC = [c; j]

(1) didapat
A+B=lajj+bij =[bij+aj=B+A
(2) dan
(A+B)+C = [aj+bijl+0c
= [(&,+hij)+cjl
= [ai,j—F(bi,j-i-Ci,j)]
= A+ (B+C).

Teorema 2.7.2 Ada dengan tunggal matriks M berukuransn sedemikian hingga untuk setiap
matriks A berukuran nx n berlaku A+ M = A.
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Bukti:
Misalkan matriksM = [m ;] dengamm; j = 0 untuk semua dan j. Maka untuk setiap matriks
A= [a j] didapat

A+M = [g j+m ] =[g,;+0 =[a ;] =A

Untuk menentukan ketunggalan ditj misalkan bahwa matrikB = [b; ;] juga memenuhi +
B = A untuk setiapA, maka khususnya didapslt+ B = M, dilain pihakM + B = B. JadiB = M.

O

Teorema 2.7.3Bila A dan B masing-masing berukuranxm, maka untuk setiap skalar dan

B
1. a(A+B)=aA+aB,
2. (a+B)A=0aA+BA,

3. a(BA) = (ap)A,

4. (—1)A=-A
5. OA: Omxn.
Bukti:

MisalkanA = [g; j] danB = [b; ;] didapat
1. a(aj+bjj) =0a j+abjj = a(A+B)=aA+aB,
2. (a+Blaj=0a j+Baj = (0+PB)A=0aA+BA,
3. a(Baij) = (aP)a,j = a(PA) = (ap)A,
4. (-laj=—a; = (1) A=-A

5. Oau =0= OA:Oan.

Teorema 2.7.4Misalkan matriks A berukuran mn, B berukuran rx p dan C berukuran p q,
maka ABC) = (AB)C.
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Bukti:
Elemen kefi, j) dari matriksA(BC) adalah

5

[ABC)li,j = ajr[

o)
O

]r7j

p
= aj, byc&/-
1 r(szl . J)

p
Za7rbr7s%j-
1s=

Sedangkan elemen Ké-j) dari matriks(AB)C adalah

,
s |l
=

_‘
I

Il
M s

r

p
[((ABICli,j = 5 [ABlisCs

s=1

] n
= Z (Z ai,rbr,s> Cs,j
s=1 \r=1

P n
= Z\Zahrbnso;j
s=1r=1

n

p
_ b .
erS;al,r st

Didapat
[A(BC)Jj,j = [(AB)C];,; untuk semuai, j.

JadiA(BC) = (AB)C. .

Dari hasil Teorem&.7.4 maka matrikg\(BC) dan(AB)C cukup ditulisABC. Juga matriks

sebanyalkn
——
AAA: - - A,

dengam adalah bilangan bulat positip ditulig'.

Teorema 2.7.5Bila matriks A berukuran nx n, matriks B dan C masing-masing berukuran
nx p, maka

A(B+C) = AB+AC
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Bukti:
Elemen[A(B+C)]; j diberikan oleh
n
[AB+C)lij = ) axB+Cl;
K=1
n
= > aik(bej+oj)
K=1
n n
= > abj+ ) &kt
K=1 K=1
[AB]; j + [AC]; j
[AB+AC]; .

Terlihat bahwaA(B+C) = AB+ AC. 0

Hal serupa dapat dibuktikan bahwa bila mat#k8 danC dengan ukuran yang sesuai, maka

(B+C)A=BA+CA

Teorema 2.7.6Bila perkalian AB terdefinisi, maka untuk skabadidapat
A(AB) = (AA)B=A(AB).

Bukti:
Elemen kefi, j) dari tiga hasil kali tsb. adalah

n n
A(Zahkbko Z)\a.kbnj—Zak?\ka)
k=1 k=1

O

Teorema 2.7.7 Ada dengan tunggal matriks M berukurarkm dengan sifat untuk setiap ma-
triks A berukuran rx n, maka

AM = A= MA.
Bukti:
Misalkan matriks berukuran x n
(1 0 0 --- O]
010--0
M=1(0 O 1 .- 0.
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Lebih tepatnya, bila didefinisikan simbi§toneckerd; j oleh

s _J 1 bilai=j,
LT 0 bilai # ],

maka didapabM = [ jInxn. Bila A= [a jInxn, maka

n
AMIij = > aikd
k=1

,101,j +ai 202+ +&,j0jj+ - +a ndnj
= ai,10+ai,20+'"+ai,j1+"'+ai,n0
= a

JadiAM = A dengan cara serupa didapdf = A. Untuk menunjukkan ketunggalan matriis
misalkan bahwa matrik8 berukuram x n juga mempunyai sifat

AP =A=PA, untuk setiap matriksA berukurann x n.

Khususnya didapa¥lP = M = PM, tetapiM juga mempunyai sifaPM = P = MP. Hal ini

menunjukkan bahwik = M. 0

Sebagaimana telah dibahas sebelumnya, mattikslalah matriks identitas (satuan) dan se-
lanjutnya dinotasikan olehxn.

Teorema 2.7.8Bila penjumlahan dan perkalian matriks terdefinisi, maka
(ANT =A (A+B)T=AT+B". AA)T =AAT, (AB)T =ATB'.

Bukti:
Bila A= [g j] danB = [b; j] didapat

(AN = [a,]" = [aj] = A
MisalkanA+B = [a j] + [bi j] = [ci ;] = C, didapat
(A+B)T =CT =[cj,] = [aj;] +[bji] = AT +B".
AA)T =i )T = \aji] =Aaj] =AAT.
MisalkanA = [&; jImxn danB = [bj jlnxp, didapat

n n
(ABJji = Y ajkbei = 3 briajk=BTATj,
k=1 k=1

terlihat bahwa AB)T = BTAT.
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Hasil Teorem&.7.8memeberikan suatu kesimpulan bahwa untuk sebarang mpéikegi
A, maka matrikA+ AT adalah matriks simetri dan matriks— AT adalah matriks simetri miring
(skew symmstric). Sebab

(A+ANT =AT + (AT T =AT +tA=A+AT,

dan
(A—ANT =AT— (AT =AT—_A=—(A—AT).

2.8 Matriks Invers dan Matriks Elementer

Pada bagian ini diberikan pengertian matriks invers damifzgia sifat-sifatnya. Cara memper-
oleh matriks invers dibahas pada bagian berikutnya.

Disini juga dikenalkan ide dari matriks elementer. Matiikisdapat digunakan untuk mem-
peroleh matriks invers.

Definisi 2.8.1 Bila untuk suatu matriks persegi A bisa didapat matriks pgrg/ang lain B
sedemikian hingga memenuhi

AB=BA=1,

maka B dinamakamnvers dari A, dalam hal ini matriks A dinamakan matrikensingulir.
Sebaliknya bila tidak ada matriks B tsb., maka matriks A diakan matriksingulir.

Perluh diperhatikan bahwa pembahasan disini berkaitagashematriks invers hanya untuk ma-
triks persegi. Dalam pengertian matriks invers, maka k&Bjuga nonsingulir dan mempunyai
inversA.

Berikut ini diberikan sifat ketunggalan dari matriks inser

Teorema 2.8.1Misalkan A nonsingulir dan B begitu juga C masing-masingladanvers dari
A, maka B=C.

Bukti:
KarenaB adalah invers dai, makaAB = |. Bila kedua ruas da\B = | dikalikan dengarC
didapat

C(AB) =CI =C.

Tetapi dengan menggunakan sifat assosiatif didapat
C(AB) = (CAB=1B =B.

Terlihat bahwaC = CAB= B atauC = B.
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Matriks invers dari suatu matrik dinotasikan olel 1.

Contoh 2.8.1 Diberikan matriks

1 2
A=l 3
maka
S
2 2
Hal ini bisa dicek sebagai berikut
,1_'1 2| -2 1'_ 1 0]
AA = 3 4 % —%___O 1_—|2><2
dan i i
_ -2 1|1 2 10
AlA=| 1] { = =l2x2
5 3] |18 4 0 1] x
Contoh 2.8.2 Diberikan matriks
0 0 2
B=10 1 2|,
0 31

maka matriks B adalah singulir. Hal ini bisa ditunjukkan aghi berikut: Andaikan B non
singulir, maka ada matriks
Ci11 Ci2 C13
C=|Cc1 Cp2 C23
C31 C32 C33
yang memenuhi CB: I3, 3. Kolom kel dari matriks CB diberikan oleh

Ci1 Ci2 Ci3| |0 0 1
C21 C2 Cp3| [0 =|0| # |0].
C31 C32 Cz3| |0 0 0

Hasil ini cukup menunjukkan bahwa GBl3y3. Jadi matriks B singulir.

CBl.1=CB,1 =

Bila A nonsingulir, maka untuk bilangan bulat positig\ " didefisikan sebagai

A—I’\ — (A—l)n — A—lA—l_ . _A—l
——_———
sebanyakn

Berikut ini diberikan sifat-sifat yang berkaitan dengantnka invers.
Teorema 2.8.2Misalkan matriks A dan B masing-masing adalah matriks rgndin maka

1. AB adalah nonsingulir dafAB) 1 =B 1AL,



2
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4

5
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. A1 adalah nonsi

. Untukn=12,---

ngulir datA—1)~1 = A.
, A" adalah nonsingulir dafA") "1 = A" = (A~1)",

. BilaA # 0, makahA nonsingulir danAA)~1 = tA~L,

. AT adalah nonsingulir dafAT) 1 = (A1),

Bukti:

1.

dan

(AB)(B A ) =ABB HA T=AIA T =AA1 =]

(BA Y AB =B AA )B=B lIB=B1B=|

Terlihat bahwa invers daAB, yaitu (AB) 1 = B1A"1,

2. Invers dariA—! adalah(A~1)~1 dengan demikian

Tetapai juga

A Talo]=Aala ]t

AA 1= =A"1A

Terlihat bahwg A~1)~1 = A.

3. Perluh ditunjukkan bahw&A " =1 = A""A", sebagai berikut
AAT = [ AA-A | [AAL.. AT
—— —_—

sebanyakn sebanyakn

AA---A | (AAYH A AL AL tetapiAAT =1
—_—

——
sebanyakn—1 sebanyakn—1

AA.--A Alal... a1

N——— N——_——
sebanyakn—1 sebanyakn—1

(AA)(ATTATY)

AAA AL juga AA =
AAL

l.
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Dengan cara serupa dapat ditunjukkan baBw2A" = |, dengan demikian invers daAl’

yaitu (A") 1= A"

n
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4. Juga, cukup ditunjukkan bahv®A) (sA~1) =1 = (+A~1)(AA) sebagai berikut
(AA)(EA*) = (AE)(AA*) =1 =1.
A A
Juga
1

1
(}\A )(AA) (}\)\)(A A =1 =1I.
Terlihat bahwa invers daNA yaitu (AA)~1 = tA-1,
5. Cukup ditunjukkan bahwA™ (A1) =1 = (A~1)TAT sebagai berikut
ATAHT = A tA)T =T =1,

juga
(A HTAT = (AA YT =T = 1.

Terlihat bahwa invers daA' yaitu (A7) = (A~1)T,

O

Catatan, hasi(AB)~1 = B~'A~1 dapat diperluas untuk lebih dari dua matriks, misalnya
(ABC)t=c1BlAL

Sebegitu jauh pembahasan sifat-sifat belum membahashsuaim penghapusan atau pem-
faktoran dari suatu matriks nol. Kedua sifat ini diberikamikut.

Teorema 2.8.3Misalkan A adalah matriks nonsingulir dan® dan D matriks yang berukuran
sama seperti matriks A. Maka

1. bila AB=AC, maka B=C,

2. bila AD=0, maka D=0

Bukti:

1. Kedua ruas persamaan
AB=AC

kalikan dari kiri dengam\ ! didapat

A1aB = AlaC
IB = IC
B = C.
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2. Kedua ruas persamaan

AD=0
kalikan dari kiri dengam\—! didapat
AlaD = A0
ID = 0
D = 0.

Perhatikan bahwa Teorema ini disyaratkan undukonsingulir.
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O

Perluh diingat kembali

bahwa perkalian dua matriks tidak komutatif. Oleh karenabita AB = CA tidak ada alasan
menyimpulkanB = C bahkan untuk matrik&\ yang nonsingulir. Hal ini bisa dilihat sebagai

berikut
A1aAB = Alca
B = Alca
atau
ABA1l — caal
ABAl = C

Untuk kedua hal tsb. tidak bisa disimpulkBn=C.

Berikut ini dibahas pengertian matriks elementer. Matikgrat kaitannya dengan Operasi
Baris Elementer (OBE) dan salah satu kegunaannya adalak om@nentukan invers suatu ma-

triks perseqi.

Definisi 2.8.2 Suatu matriks persegi dinamakan matrikkementerbila matriks ini diperoleh
dari matriks identitas dengan melakukan suatu operasidalementer pada matriks identitas

tsb.

Berikut ini beberapa contoh matriks elementer

10 38 [30

ol =Y
100 _ _[LO
010 20 |oo
001 01
1000 1 0
0 100 Beas (O 1
0010 00
0001 00

|
N

o O

= OO
P ooo
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Operasi Baris Elementer dari suatu matriks juga khususrgtaika identits ada tiga macam,
yaitu pertukaran antar baris, suatu baris kalikan dengalastaknol dan tambahkan suatu baris
dengan hasil dari suatu baris yang lain kali dengan skatarah

MisalkanA matriks berukuram x n dane menyatakan suatu baris elementer padiiatriks
hasil dari OBEe padaA ditulis e(A) dan hasil matriks OB pada matriks identitalg,«m ditulis
€(lmxm- Jelas bahwa(ly.m adalah matriks elementer. Sifat berikut menjelaskan hgéneA)
dengare(lmxm-

Teorema 2.8.4Bila E = €(Imxm), maka ¢A) = EA.

Bukti: Misalkan untuki =1,2,---m, A ., adalah baris keé-dari matriksA danl; , adalah baris
ke4 dari matriks identitagm.m, makal; ,A = A ..

1. Misalkane adalah OBE dari pertukaran antara baris kengan baris kg; didapat

-|17*- AL*
|27* A27*
E=ellmxm)=| . danelA)= | .
i« A
_Im7*_ _Amv*_
Jadi ) ) -
Il,* A Al,*
IZ,* A AZ,*
EA=| ", =1 | =elA).
Ii,* A Ai,*
_|m,* A_ _Am,*_
2. Misalkane adalah OBE dari baris kedikalikan dengan skalar taknd] didapat
(11T (A ]

IZ,* AZ,*

E=¢€elmxm) = )\l:i dan e(A) = )\A|

_|m7*_ _Am,*_
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Jadi
[ Il,* Al [ AL* i [ IL* Al -A17*-
2« A Ao 2« A A2,
EA= 1 owoA| = (At A | T [aioal = | =8
L I A L Ams [ Im« A | Ams
3. Misalkaneadalah OBE dari baris kemenjadiA kali baris ket ditambah baris kg-dengan
A # 0, didapat
[ Il,* | [ AL* i
|27>,< A27*
E=ellmm)=| . dan e(A) = X
)\Ii7*+|j7* )\A|7*+A]7*
L Imse L Ams
Jadi
[ Il,* A i [ Al,* i [ AL* i
IZ,* A AZ,* A27*
EA= " - A _ & —e(A)

(Alis+1j4) A Alis A) 41 A AA A«

I« A Am « Am

O

Hasil penting Teorema.8.4adalah suatu operasi baris elementer dapat diganti olefikenat
elementer yang sesuai yaitu
e(A) =EA

pada persamaan ire,menyatakan suatu operasi baris elementer yang dikenakiampatriksA
sedangkart adalah matriks elementer yang sesuai dan memberikan hasikeE dikalikan
denganA yaitu EA sama dengae(A). Hasil-hasil yang telah didapat ini berlaku juga untuk
serangkaian operasi baris elementer, misagael? . .- ekl yang dikenakan pada matriks
yaitu

eelk-1) .. eD)(A),
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bila matriks elementer yang sesuai dengan rangakaiansiends elementer tsb. adalah
E17 E27' o 7EK7

maka
e(k) e(kfl) e e(l) (A) = (EkEk_]_ e El)A

Sebagaimana telah diketahui bahwa metoda Gauss ataupss Gadan untuk menyelesaikan
suatu sistem persamaan linear pada dasarnya mengubah getsamaan ini kebentuk sistem
persamaan linear lainnya yang ekivalen dengan melakukangaian operasi baris elementer.
Berikut ini dibahas lagi Cont¢h2.1yaitu

Xo—X3 = 3
—2X1+4dXo—%X3 = 1,
—2X1+5%—4x3 = —2

tetapi sekarang diselesaikan menggunakan serangkairksnakementer. Matriks diperbesar
dari sistem persamaan linear adalah

© 1 -1| 3
Ab=| -2 4 -1] 1

2 5 —4| -2

Matriks -matriks elementer yang sesuai sebagaimana tdtukan OBE pada Contoh.2.1

adalah
010 1 0O 1 0 O
Ei=|1 0 O|,Epb=|0 1 0O],E3=(0 1 Of.
0 01 -1 0 1 0 -1 1
Didapat
(1 0 O[1 0O 0100 1 -1 3
EsE;E1Ab = |0 1 0|0 1 0/(1 0O (|(—2 4 -1 1
0 -11/|-1 0 11]0 0 1 |[-2 5 4 2
[—2 4 -1 1
= 0O 1 -1 3
|0 0 -2 -6

Dari hasil ini, lakukan substitusi mundur, didapat

—6
X3:_—2:3,

X2:3+X3:3+3:67
xp = —3(1—4x2+x3) = —5(1—24+3) =10.

Terlihat memberikan hasil yang sama seperti telah dibahda Sontoh2.2.1
Berikut ini diberikan sifat dari matriks elementer yangkastan dengan invers matriks.
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Teorema 2.8.5Suatu matriks elementer adalah nonsingulir.

Bukti:

Ada tiga macam operasi baris elementer, pertama OBE yakgiman dengan pertukaran antara
baris ket dengan baris kg-pada suatu matrik8. Misalkan operasi ini dinotasisikan dengan
dan bila dilakukan sekali lagi padae(A) menghasilakn matriké lagi. Bilal adalah matriks
identitas ukuram x n, didapat matriks elementer

-|17*
|27*

lj

|i7*

Ins |

dan
_IL*_
|27*

Ii,*

lj

_|n7*_
tetapie(E1) = e(l )E1 = E1E;. JadiEjE; =1, dengan demikiaﬂil_1 = E; atauE; adalah non
singulir. Selanjutnya, misalkag® adalah OBE pada suatu matriks, yaitu mengalikas 0

dengan baris kédanel? adalah OBE pada suatu matriks, yaitu mengali};(aiengan baris ke-
Bila | adalah matriks identitas ukurarx n, didapat matriks elementer

_ |17* -
|27*

}\li,*

[ In«
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dan
[l ] 11+
IZ,* |2,>|<
@Ea_ | ]|
e (Ey) = = =1,
(Ev) $(Ali) lj «
L |n7* | _|n,*_
tetapi juga

e?(E;y) =e?(1)E;.

Bila €2 (1) = E», makaEsE; =1, dengan demikiaEl*l = E, atauE; adalah non singulir. Ter-
akhir, misalkare!!) adalah OBE pada suatu matriks, yaitu mengalikaA0 dengan baris ke-
ditambahkan pada baris kedane? adalah OBE pada suatu matriks, mengalikandengan
baris ket ditambahkan pada baris KeBila | adalah matriks identitas ukuranx n, didapat
matriks elementer

|17*
|2,>|<
(1) s
Ei1=¢€ (|):
)\Ii,*+|j7*
L |n7* .
dan ) ) -
Il,* Il,*
|2,* IZ,*
(2) II,* II,*
¢?)(E) = ) =] =
. In7* - _In7*_
tetapi juga

e?(Ey) =e?(1)E;.
Bila € (1) = E;, makaE;E; = |, dengan demikiak; * = E, atauE; adalah non singulir. 0

Contoh 2.8.3 Perluh diperhatikan bahwa OBE dari pertukaran diantara isardengan baris |
tidak selalu bahwa i dan j tidak sama. Secara umum boleh sar®dhbidak.Diberikan matriks
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elementer
0 01 1 0 O 1 05
E;1=10 1 0|,Eo=1|0 -2 O,danEgz 0 1 0],
1 00 0O 0 1 0 01
maka
0 01 1 00 1 0 -5
E;'=|0 1 0/,E;*=[0 2 0|, danEg'=|0 1 0.
100 0 01 00 1

Telah dibahas bahwa, bila serangkaian OBE dikenakan pata Sistem Persamaan Linear
(SPL) didapat suatu sistem persamaan linear yang ekivaegath SPL sebelumnya dan dari
SPL yang terakhir ini didapat penyelesaian (bila ada) dati $fang dibahas. Juga, telah dike-
tahui bahwa rangkaian OBE yang dikenakan pada SPL dapattdaleh serangkaian matriks

elementer yang sesuai selanjutnya dikalikan dengan meadifgerbesar dari SPL tsb. Hasil
akhirnya adalah suatu matriks yang tepat sama seperti didsil dari bila serangkaian OBE

dikenakan pada SPL yang ada. Oleh karena itu, tidak bederbihila didefinisikan hal berikut.

Definisi 2.8.3 Bila A adalah suatu matriks berukuremx n dan padaA dikenakan serangkaian
matriks elementeEy, Eo, - - - , Ex, maka dikatakai\ ekivalen-barisdengan matriks

E1Ez- - EXA.
Dalam hal ini bilaA baris-ekivelen dengaB ditulis

A ~baris B.

Teorema2.8.5menjelaskan bahwa, suatu matriks elemeBtexdalah nonsingulir, artinya ada
E~1sehingg&E 1E =1 = EE1, Disini matriksE~! juga merupakan matriks elementer dengan
tipe yang sama seperti tipe dari matriks elemegteBerikut ini ditunjukkan bahwa ekivalen-
baris adalah suatu relasi ekivalen.

Teorema 2.8.6 Ekivalen-baris adalah suatu relasi ekivalen.

Bukti:

MisalkanMp,»(C) adalah himpunan dari semua matriks berukumasn dengan elemen-elemen
di C dan~pgis relasi padavim«n(C). Ditunjukkan bahwavp,is relasi ekivalen. Misalkai, B
danC di Myn«n(C), didapat

1. jelas bahwa matriks identitds= I,,xm juga merupakan matriks elementer. Didapat
A=IA danA=1"1A

Terlihat bahwaA ~paris A.
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2. Bila A ~paris B, makaB = E;1E> - - - ExA untuk beberapa matriks elemenigrdengan =
1,2,--- k. Sebagaimana telah diketatﬁfi1 juga matriks elementer dan
(E1Ep---E) 1= ElzlEIZ—ll‘ .. Efl~
Jadi
—1-—1 1
A=E 'E_,---E; "B
Terlihat bahwaB ~paris A,

3. MisalkanA ~pgaris B dan B ~paris C makaB = E1E;>- - - EpA untuk beberapa matriks ele-
menterE; dengan =1,2,---, pdanC = E;1 Eco - - - E¢gB untuk beberapa matriks elementer
E; dengan =1,2,--- .. Didapat

—1—1 —1
A = E;'Et B 'B
—1-—1 11 —1—1
= Ey'Et B ch ELES Ci

-~

B

Terlihat bahwaA ~parisC.
Contoh 2.8.4 Diberikan matriks

4 3 -2 4 3 =2
A_{_l 5 8] danB_{ }

Perhatikan matriks elementer berikut

1 0] _4 10O
s-lo o sl

dan g g
1 1 [1
Rl R R
Didapat
1 0|1 0][4 3 -2
BEA =13 1] [0 —2] {—1 5 8]
_[1 04 3 -2
~ |3 1|2 —10 16
(4 3 -2
|14 1 —22} =B
dan
i 0][1 0] [4 3 -2
1 1 _
BB B = —%} {—3 1} [14 -1 —22}

I
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Terlihat bahwaA ~par B danB ~par A

2.9 Mendapatkan Matriks Invers

disini dikembang suatu cara untuk memperoleh matriks gver

2.10 DekomposisiLU

disini dibahas suatu cara untuk memfaktorkan suatu mditiks sangkar menjadi suatu produk
dari suatu matriks segitiga bawahdan matriks segitiga atds. Pemfaktoran yang demikian
bisa digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan.

2.11 Peninjauan Ulang Sistem Persamaan

disini ditinjau ulang penyelesaian sistem persamaan dgaiimnana matriks invers dan dekompo-
sisi LU bisa membantu proses penyelesaian sistem persamaan.iJalgastbeberapa ide yang
lain untuk meyelesaikan sistem persamaan.



78



R

Determinan

3.1 Fungsi Determinan

disini diberikan pengertian formal determinan juga dik&ni suatu formula menghitung deter-
minan matriks Z 2 dan 3x 3.

3.2 Sifat-sifat Determinan

disini dibahas beberapa sifat fungsi determinan dianyaradalah suatu formula untuk menen-
tukan determinan dari matriks segitiga.

3.3 Metode Kofaktor

disini dibahas metoda pertama untuk menghitung determretriks.

3.4 Reduksi Baris Untuk Menghitung Determinan

disisni dibahas metoda kedua untuk menghitung determirznks.

3.5 Aturan Cramer

disini dibahas cara yang lain untuk menyelesaikan sistesapgan dengan menggunakan de-
terminan.
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Ruangn Euclide

4.1 \ektor

disisni dikenalkan vektor dalam ruang-2 dan ruang-3 bggga beberapa ide penting mengenai
vektor-vektor ini.

4.2 Perkalian Titik dan Perkalian Silang

disini dibahas pengertian perkalian titik dan perkalidang dari dua vektor juga pemakaian dari
perkalian titik.

4.3 Ruang-h Euclide

disini dikenalkan ide dari ruangEuclide dam beberapa perluasan ide dari pembahasan sebelum
nya.

4.4 Transformasi Linear

disini dikenalkan topik dari transformasi linear dan belper sifat-sifatnya.

4.5 Contoh-contoh Transformasi Linear

disini diberikan beberapa contoh transformasi linear.
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Ruang Vektor

5.1 Lapangan(Field)

Suatu lapangan adalah suatu himpulaa 0 bersama-sama dengan dua opdi@asbah(+) dan
kali (.) sehingga untuk semwab, c € K memenubhi:

e (a+b) € K (tertutup).
e a+b=Db+a(komutatif).
e (a+b)+c=a+ (b+c) (assosiatif).

e Ada O€ K sehingga+ 0= 0+a=a (elemen netral).

Untuk setiapa € K ada suatu-a € K sehingga+ (—a) = —a+a = 0 (invers).

(a.b) € K (tertutup).

a.b = ba (komutatif).

e (a.b).c=a.(b.c) (assosiatif).

Ada 1€ K sehinggaa.1 = 1.a = a (elemen identitas).

Bila a0, maka ada ! € K sehingga.a ' =at.a=1 (invers).

e a.(b+c)=(ab)+(a.c) (distributif).

Contoh-contoh Lapangan

1. Himpunan bilangan rasion&@, himpunan bilangan riiR dan himpunan bilangan kom-
pleksC.

83
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2. Himpunan bilangan bulat modufndinotasikan olelZ,, dengarp bilangan prima.

Contoh 1. adalah lapangan takhingga sedangkan Contohghdap hingga. Dalam Contoh 2.,
bila p bukan bilangan prima, maké, bukan lapangan.

5.2 Ruang Vektor

Suatu himpunak dengan dua operasimbahdankali dikatakan suatu ruang vektor atas lapan-
ganK bila memenubhi:

1. Bilau,v,w eV, makau+v <V dan

- U+v=v+u

- (U+V)+W=Uu+ (V+W)

- Ada0¢cV sehinggvy+0=v=0+v,WeV

- Untuk setiapv € V adaw € V sehinggav +w =w-+Vv =0 (biasanyaw ditulis sebagai
—V).

2. Bilaa,b e K danu,veV, makaav €V dan

- (a+b)v=av+bv
- alu+v)=av+au
- (ab)v=a(bv)

S lv=vV

Contoh-contoh Ruang Vektor

1. HimpunarR? adalah ruang vektor atas lapand®rdengan
() (2 () () e
X2 Y2 X2 +Y2 X2 Y2
a( X1 ) d:ef< ax ) VaeK danv< X ) € R2
X2 axe X2

2. HimpunanR" juga ruang vektor ataR dengan definisi operasi tambah dan kali diberikan
seperti di Contoh 1. Penambahan dalam Contoh 1. dinanmada@ambahan secara kom-
ponen yang bersesuaian

dan
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3. Himpunan matriksn x n dengan elemen elemennya bilangan riil

a1 ... din
Mmn(R) = A ajeR
mi ... Qmn

dan doperasi penambahan matriks diberikan oleh:

a1 ... an bi1 ... b aji+bir ... ain+bin
. : n o . def . . .

mi --- 9mn bt ... DBmn ami+bm1 ... @mn+bmn
sedangkan perkalian skakarc R dengan matriks diberikan oleh:

a1 ... ain aazr ... dain

. . def
a . : =

Bt ... Bmn Oamy .. Gamn
MakaMmn(R) adalah suatu ruang vektor atas lapangan
4. MisalkanF adalah suatu lapangan dan himpunan semua fungsi, yaitu
V={f:F—F}

dengan

(f4+g)(x) £ f(x) +g(x),vxe F

dan

(@f)(x) Eaf(x),acF.

MakaV adalah ruang vektor atds

5. MisalkanF adalah suatu lapangan dan himpunan semua polinomial bgaddwurang atau
sama dengan yaitu

Po(F) = {p(X) = ap+ ayX+... +aX"|a € F}

dengan

(p+9)(x) L p(x) +q(x),vx € F

dan
(ap) () L ap(x),a e F.

MakaP,(IF) adalah ruang vektor até#s
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6. Himpunan
lo = {a= (a1,a2,...) |an € R,suf|an|) < oo}
dengan
a+bd:ef(a1+b1,a2+b2,...)

dan
def
oa = (0ap,0ay,...),a € R.

Makal. adalah ruang vektor atas lapandgan
7. Himpunan fungsi terdifferensial tak berhingga kali padi@rval [a,b], yaitu C*[a,b],

definisi penambahan fungsi dan perkalian skalar dengarsisegerti dalam Contoh 4.
merupakan ruang vektor atas lapanganiiil

8. Himpunan fungsi-fungsi

2
Vz{f:R—HR ﬂ+f:o}

dx2

definisi penambahan fungsi dan perkalian skalar dengarsisegerti dalam Contoh 4.
merupakan ruang vektor atas lapanganiiil

Berikut ini diberikan beberapa sifat dari suatu ruang vektaatas lapangakK. MisalkanV
adalah suatu ruang vektor atas lapanigamaka

(). ov=0, 0 adalah elemen netral didanv € V.
(2). (—1v) +v=0, dengan-1 € K.
(3). a0=0, dengaru € K.

Bukti

(2). v=(1+0)v=v+0v, kedua ruas tambahkan dengan vekigrang memenuhw+v =0,
didapatw+v =w+ v+ 0v atau®= 0+ Ov. Terlihat bahwa @=0.

(2). (—lv)+v=(—1+1)v=0v=0.
(3). a0=0a(00) = (a-0)0=00=0.

5.3 Ruang Bagian (Subspace)
MisalkanV suatu ruang vektor atas lapangénHimpunanSc V (S# 0) dikatakan suatwang
bagianbila S sendiri dengan operasi tambah dan kali sepeii thtap merupakan ruang vektor

ataskK.

Contoh-contoh Ruang Bagian
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X
B= ( y) x+y+20}
z

adalah ruang bagian dari ruang vekivratasR.

1. Himpunan

2. Misalkan ruang vektor dari semua himpunan fungsi yaitu

V={f:R—>R}
danD C V, dengan
D=<¢feV O|2—f+f—0
B dx2 -

makaD adalah ruang bagian dari ruang vektoatasR.

3. HimpunanPs(R) adalah ruang bagian dari ruang vekR(R) atas lapangai® dengan
n>3.

4. Himpunan
s={(a) €l

adalah ruang bagian dari ruang vektprtas lapangaR.

lim an:x,xeR}
n—o0

5. Himpunan

adalah ruang bagian dari ruang vekitdratas lapangaR.
6. Himpunan titik yang melalui garisx3-2y = 0 yaitu
S={(2t,-3t) e R?|t e R}

adalah ruang bagian dari ruang vekitratas lapangaR.

Gambar 5.1: Ruang Bagian

Berikut ini diberikan suatu sifat (pernyataan) yang elevatlengan pernyataan dari suatu ruang
bagian.
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HimpunanSadalah suatu ruang bagian dari suatu ruang véketas lapangal bila dan hanya
bila

X181 +XoS € S
untuk setiap, x2 € K dans;, s, € S,

Bukti
MisalkanSruang bagian dan

X1, % € K jugas;,s, €S

maka
X181 € S dan xos € S

Oleh karena itu,
X181 + X2

juga diS. Sebaliknya, misalkan
X181+ XS € S

untuk setiapxs, X2 € K dans;,s, € S. Akan ditunjukkan bahw& adalah ruang vektor atds.
Sifat 2. dari ruang vektor otomatis diwarisi d&fj begitu juga sifat komutatif, assosiatif di sifat
1., diwarisi darV. Untukx; = X = 1, didapat

1s;+1sp =81+ € S (tertutup.

Untuk x; = X2 = 0 didapat
Os+0s, =0(s;+82) =0€ S
Oleh karena itu, untuk; = xo = 1 dan setiajg € S, didapat

1s+10=5+0=s=0+s=10+1sc S
Selanjutnya untuk; = 1,x, = —1 dan setiag € Sdidapat
1s+(—1)s=(1+(—1))s=0s=0

(s punya invers yaitu-s). O

CatatarPernyataam;S; + XSy € Suntuk setiapc, X2 € K dans, s, € S, dapat diganti oleh
X181 +X0S+...+XSh € S
untuk setiapy, X2, ..., %, € K dans;, sp,...,S € S

Contoh penggunaan sifat ruang bagian
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{3

adalah ruang bagian dari ruang vekioratasR. Sebab, untuk setiap,v» € B, maka

1. Himpunan

x+y+20}

X1 —Y1—241 -1 -1
vi=| y1 | = Y1 =yi| 1 |+z| O ],

V4] Y4 0 1

X2 —VYo—2 -1 -1
Vo= Y2 | = y2 =y2| 1 |+ O

2 2 0 1

Sehingga untul, b € R, didapat:
-1 -1
avy +bwvo = (ay; +by») 1 | +(aa+bz) 0 € B.
~ 0 T 1
eR eR

2. Misalkan ruang vektor dari semua himpunan fungsi yaitu

V={f:R—>R}
danD C V, dengan
D=<feV O|2—f+f—0
N dx2 -

makaD adalah ruang bagian dari ruang vektbatasR. Sebab, misalkari,g € D dan
a,be R, maka

d?(af+bg) d?f d?g
d2f d%g

Jadiaf+bge D.

3. HimpunanPs(R) adalah ruang bagian dari ruang vekR(R) atas lapangai® dengan
n > 3. Sebab, misalkap(x),q(x) € P3(R) dana,b € R, maka
ap(x)+bq(x) = a(ag+aix+ax?+azx) 4 b(bg -+ bix+ bpx? + bax®)
= Eaao+bbo)j+£aa1+bb1)jx+(aa2+bb2)x2
R R R
+ (aag+bbg) .
€R

Jadiap(x) +bq(x) € P3(RR).
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5.4 Pembentang (Span)

MisalkanV suatu ruang vektor atds danS C V. Himpunan pembentang dé8iadalah him-
punan:

<S>d:ef{xlsl+...+xns1\xl,...,xn eK,sy,...,sh €S}

Penulisarxis; +. . . +X:Sh juga dinamakakombinasi linier dari vektor-vektos, .. ., s,. Berikut
ini diberikan sifat dari suats. S> sebagaimana berikut.

BilaV merupakan suatu ruang vektor akaganS c V dengarS=# 0, maka< S> adalah suatu
ruang bagian dak .

Bukti

Misalkan
V=X1S1+...+XSh

dan
W =Xn+1Sn+1+ ...+ XmSm

di < S> dana,b € K, maka

av+bw = a(xiS1+...+XSn) +b(Xn+1Sn+1+ - - . + XmSm)
= (axg)si+...+ (ax))sn+ (DX r1)Shi1+ - .. + (OXm)Sm.

Terlihat bahwaav+ bw €< S>, oleh karena itu< S> adalah ruang bagian dafi

Contoh

1. MisalkanV ruang vektor atak untuk setiapv € V, maka({v}) = {kv|k € K}.
2. Misalkan ruang vektoR?® atasR, maka({e;,e}) = R? dimanae; = (1,0,0)' dane, =

(0,1,0). Sebab,
X
R? = y || xyeR
0
1 0
= x| O |+y| 1 x,yeR
0 0

= {xei+y&|xycR} = ({e1,e}).

3. MisalkanV = R" ruang vektor ata® dan diberikan suatu matriksc M,(R). Didefini-
sikan suatu himpunan
S={xeV|Ax=0},
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makas$S adalah ruang bagian davi. Sebab bila untuk sebaramzgy € S dan sebarang
a,b € R didapat
A(ay+bz) =a(Ay)+b(Az) =a-0+b-0=0.

Jadiay+ bz € S, maka dari ituSmerupakan sub ruang dafi

Ruang bagiarS) dari suatu ruang vekt® juga dinamakamnuang vektor yang dibangun oleh
S. Berikut ini diberikan sifat dari suatu himpunan pembegtan

MisalkanV suatu ruang vektor atdas dan (S) adalah suatu himpunan pembentang &alan
veV, maka

(9 = (Su{v})
bila dan hanya bila € (S).
Bukti
Misalkan (S) = (SU{V}), jelas bahwar € (SU{v}). Jadi jugav € (S). Sebaliknya misalkan

bahwav € (S), akan ditunjukkan bahwés) = (SU{v}). Jelas bahw& C (SU{v}). Tinggal
menunjukkan bahw&Su {v}) C (S).Tulis

V=2apSp+...+anSh

dan misalkan
we (SU{v}).
Didapat

W = boV+ani1Snri+...+amSm
(boao)so + .- - + (Poan)Sh + @n+1Sni1+ - - - + AmSm.

Terlihat bahwaw € (S). Jadi
(Su{vh) c (S

dan karena
(S C (SU{v}),

oleh karena itu haruslah

(9 =(Sufvh).

|

ContohMisalkan dalanik3, vektor-vektor
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Didapatvs = 2v1 + 3vp, jadivs € ({v1,V2}). Maka dari itu

({v1,v2}) = ({v1,V2,V3}).

Hasil bentangai{vy,v,}) adalah bidang dalam ruaiit} yang diberikan oleh gambar berikut.
z
A

X

Sifat dari suatu himpunan pembentang (span) yang dibabatusenya, menyatakan bahwa
suatu vektow di Shisa dihapus untuk memperoleh himpunan &dengan himpunan pemben-
tang yang sama yalt(5> S bila dan hanya bila adalah kombinasi linear dari vektor-vektor
di S. Jadi dengan pengertlan ini, suatu himp&an V adalah minimal bila dan hany&tidak
memuat vektor-vektor yang merupakan kombinasi lineardsdior-vektor yang lainnya dalam
himpunan tersebut (vektor-vektor 8lyang demikian ini nantinya dinamakan bebas linear). De-
ngan demikian bila hasil bentang&uliinginkan lebih luas dari bentang&yaitu

(S) C (SU{v}) =(S).

maka haruslah dipilikr ¢ (S).

Pereduksian banyaknya vektor-vektor bergantungan lyfaieg membanguw dapat dinya-
takan ulang oleh sifat berikut:

Misalkanwvy,...,v, adalah vektor di suatu ruang vektor atas suatu lapakgaan misalkan
= ({V1,...,Vn}). Bila vektorv, adalah suatu kombinasi linier dai, . . .,Vn—1, maka

={w1,...,Vn-1}) -

Bukti
Bila diberikan sebarange ({v1,...,Vn—1}), maka dapat dipilih skalds, . .., k,—1 yang memenuhi

V=KiV1+---+Kn-1Vp-1

sehingga didapat
V=KVi+- -+ Kn-1Vn—1+ O.Vp.
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Terlihat bahwav € ({v1,...,Vn}). Jadi

({va,..;Wn-1}) € ({va,...,Vn}) - (5.1)

Sebaliknya, bila diberikansebarawng ({v1,...,Vn}), maka dapat dipilih skalaay, ... ,a, di K
yang memenubhi
V=aVy +- - +anvn.

Tetapi karena&, adalah suatu kombinasi linier dari vektor-vekigr. . . ,vh—1, maka dapat dipilih
skalarby, .. .,b,_1 di K yang memenuhi

Vn=bivi + -+ Dbn_1Vp-1.
Sehingga didapat

V = a1+ --+an-1Vn-1+anVn
V1 + -+ +an-1Vn—1+an (b1va + - + bn-1Vn-1)
(a1 +anb)va+- -+ (anh—1+anbn—1) Vn-1.

Terlihat bahwav € ({v1,...,Vp—1}). Jadi
({v1,....vn}) € ({W1,...,Vn-1}) - (5.2)
Dengan demikian darb(1) dan 6.2) didapat

W=({v1,....,Vn}) ={{va,... . Vp1}).

5.5 Bebas Linear

Berikut ini diberikan suatu pengertian mengenai bebasiinvektor-vektowvy,vs, ..., v, di su-
atu ruang vektoW atas lapangaK dikatakanbebas linierbila vektorv;, i =1,2,...,n bukan
merupakan suatu kombinasi linier dari vektor-vektor yaaigrya. Bila tidak demikian, maka
vektor-vektow;, j =1,2,..., ndikatakanbergantungan linier

Misalkan Vektor-vektors,...,s, € SC V, dengarV suatu ruang vektor atds, vektor-vektor
S,i=1,2...,nbebas linier bila dan hanya bias; +. .. +XS, =0, X € K dipenuhi hanya untuk
X1=...=X,=0.

Bukti
Misalkans € S i =1,2...,n bebas linier dan andaikas; + ... + X,Sy = 0 tetapi untuk bebe-
rapai, x; # 0. Didapat

X1 Xi—1 Xi+1 Xn
= (-2 )s ...+ (-2 )s g+ (22 Fo4+ (=2 ) s
S<Xi)1 <m)$1(m>s+l (m)s“
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Terlihat bahwes; merupakan kombinasi linier dari vektor-veksyr j #i. Hal ini bertentangan
dengan kenyataan bahwai = 1,2,...,nbebas linier. Jadi haruslah

X1S14+...+XSh =0
dipenuhi hanya untuk; = ... = x, = 0. Selanjutnya misalkan
X1S1+...+ XS =0, x € K
dipenuhi hanya untuk; = ... = X, = 0, maka jelas bahwa
s,i=12...,n
bebas linier. Bila tidak berarti bahwa untuk bebergpa
§=0CS1+...+C-1S-1+C+1S+1+ ... +CnSn

atau
O0=ciS1+...+C-1S—1+GCS +Cir1S41+...+CnSh

dengarc; = —1. Ini bertentangan dengan kenyataan bahwa
O0=ciS1+...+C-1S 1+GCS +Ci11S 11+ ... +CnSn

dipenuhi hanya unug =0,i=1,2,...,n.

O
Komentar:Pernyataan vektor-vektor
s,i=12...,n
dalam ruang vektov atask bebas linier ekivalen dengan
X1S1+...+ XS =0, x € K
dipenuhi hanya untuk; = ... = x, = 0. Bila
V=R" dan K =R,
maka vektor-vektos, i = 1,2...,n dalam ruang vektoR" atasR bebas linier mempunyai arti

bahwa sistem persamaan linier homogin
X1S1+...+X:S =0

mempunyai penyelesaian trivial, yaiku= 0,i = 1,2,...,n. Bila persamaan homogin ini mem-
punyai jawab non trivial, yaitf # 0 untuk beberapa maka hal ini berarti bahwa vektor-vektor
s tsh. tidak bebas linier atau bergantungan linier. Bila ekt 0 di ruang vektoiR" dan
memenuhi

S=X1S1+ ...+ XnSn,
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yaitu vektors merupakan kombinasi linier dari vektor-vek®r . ..,s,. Hal ini berarti bahwa
sistem persamaan linier tak homogin

S=X181+ ...+ XnSn,

mempunyai jawalt = (xq,...,Xn)’".
Contoh

1. DalamR* vektor (1,4,—2,6)" adalah kombinasi linier dari dua vekt¢t,?2,0,4) dan
(1,1,1,3)/, sebab:
(17 47 _27 6)/ - 3(17 27 07 4)/ - 2(17 17 17 3)/

Sedangkan vektdi2, 6,0,9)" bukan kombinasi linief1,2,0,4) dan(1,1,1,3)’, sebab bila
(27 67 07 9)/ - X1(17 27 07 4)/ + X2(17 17 17 3)/
ekivalen dengan sistem persamaan linier

X1+ X2
2X1+ X2 =
Xo =
X143 =

O O ooN

mudah diselidiki bahwa sistem persamaan linier ini tidakpenyai jawab.

2. Misalkan ruang vektor = { f : R — R} atasR, maka fungsi cos2merupakan kombinasi
linier dari fungsi-fungsi co’x, sint? x dan cosfRx, sebab

cos X = 2cog x+ sinkfx— cosltx,

ingat bahwa
cos X =2co$x—1

dan
cosHx— sinkfx = 1.

3. Misalkan tiga vektovy = (1,2,3)",v> = (3,2,1) danvs = (3,3,3)’ di R3. Maka

({v1,V2,v3}) = {X1V1+XoV2+ XaV3|X1,%2,X3 € R}
= {(X1—|—3X2—|-3X3,2X1—|—2X2—|—3X3,3X1—|—X2—|—3X3)/}

Tulis (x,Y,2)" = (X1 + 3%2 + 3X3, 2X1 + 2%z + 33, 3X1 + X2 + 3x3)’. Didapat:

X 1 3 3 X1
y |=12 2 3 Xo |,
Z 313 X3
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X 1 3 3 X1
1-21)|ly|=1-21D 2 2 3 X2 | =0,
z 313 X3

ataux—2y+ z=0. Catatan @, + 3v, —4vz = 0 dan juga

133
det| 2 2 3 | =0.
313

Terlihat bahwa vektor-vektos , V2, v3 bergantungan linear. Jadi persamaan homogin :

X1V1 + XoV2 + X3v3 =0

1 3 3\ /x 0
2 2 3| [x]|=(0],
3 1 3 \x 0

mempunyai jawab non-trivial. Salah satu jawabannya adalah

atau dalam bentuk matriks :

X1 =3,X0 =3 danxz=—4.

Dengan demikian himpunan
S={v1,V2,v3}
bukan himpunan minimal.

. Dua vektowy = ( 40 15 )’,vz =(—-50 25 )' e R? adalah bebas linear sebab

X1V1 +XoVo =0
dipenuhi hanya untuk; = xo = 0, hal ini bisa diselidiki sbb:

40x1 —50x, = O} 15 401 —50x, = O

15X]_+25X2 = 0 _EBl_FBZ lT7SX2 _ O}:> X2:0,X1:0.

. DiberikanSc R2 dengan

B E)

Perhatikan persamaan berikut:

() () () (2) )
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Himpunan penyelesaiannya adalah:

X1 -1 -3

Xo —1 ~3/2

X3 = X3 1 + X5 0 X3,X5 € R
X4 0 0

X5 0 1

Hal ini menunjukkan bahwa semua vektor&isaling bergantungan linier. Untug =
0,xs = 1, didapat bahwa vektor ke-5 dalé&@merupakan kombinasi linier dari dua vektor
pertama. Gunakan sifat yang ada untuk menghapus vektodidapat:

(G E (=

Vektor ke-3 dalan$; merupakan kombinasi linier dari dua vektor yang pertamangga
vektor ke-3 ini bisa dihapus dan didapat:

SOIAIET

Juga, dalam hal in[S;) = (). Jadi(S) = ().
. Misalkan tiga vektow; = (1,1,0),vo = (5,1,—3)’ danvz = (2,7,4) di R%, maka

({vi,v2,v3}) = {XaV1i+XoVo+X3V3| X1, %2, X3 € R}
- {X1(17 17 O)/ +X2(57 17 _3)/ +X3(27 77 4)/ | X17X27X3 S R}
= {(X1+5%2+ 2X3, X1 + X2 + 7X3, —3X2 + 4X3)’ X1, X2, X3 ER}.
Tulis (X,Y,2)" = (X1 + 5% + 2X3, X1 + X2 + 7X3, —3%2 + 4X3)’, didapat:

X 1 5 2 X1

yl|l=11 1 7 Xo |.

z 0 -3 4 X3
Sehingga diperoleh:

—25 26 —33 X —25 26 —-33
4 —4 5 y | = 4 —4 5
3 -3 4 z 3 -3 4
0O X1 X1

= 10 X2 = X2 .
0 01 X3 X3

Terlihat bahwa, untuk setiap,y,z)’ € R3 selalu bisa diperoleky, xo, X3 € R sehingga
(%,¥,2)" = XxqV1 +XoV2 +XaV3 € ({V1,V2,V3}).
JadiR3 c ({v1,V»,v3}), dilain pihak({v1,V2,v3}) C R3. Maka dari ituR® = ({v1,V2,V3}).
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5.6 Basis dan Dimensi

MisalkanB = {by,by,...} CV dengarV adalah ruang vektor at#s Bila ({b1,bo,...}) =V dan
vektor-vektorby, by, ... bebas liniemakaB dikatakan suatibasisdariVV. Banyaknya anggota
dari B dinamakardimensidari ruang vektow .

Contoh:

1.

DalamR?, By = {(2,4),(1,1)'} adalah suatu basis dak?, basis yang lainnya adalah
B> ={(1,0),(0,1)'}. Secara umurBgz = {(ai11,a21)’, (a12,a22)'} adalah suatu basis dari

R2 bila
det( alz)%o.
ap1 ax

Diberikan ruang vektov = {x; cosB+ x2sinB| x1, x> € R} atasR, maka suatu basis dari
V adalah

{cosB,sinB}.
Sebab

X1c090) +xsin(@) = 0
—x1SiN(0) +x2c0948) = O

atau dalam bentuk persamaan matriks
cogB) sin(@)) (x1\ (O
(—sin(e) cos(e)) (xz> o (O) '
X1\ (cogB) —sin(B)) [0\ (O
x2) \sin(@) co90) 0/ \0/°

Jadi co$0), sin(6) adalah bebas linear dan juga

Didapat

V = ({cog8),sin)}),
maka{cog08),sin(6)} adalah suatu basis d&fi

Dalam ruang vektoPs(x), maka{1,x,x% x3} adalah suatu basis da®(x). Sedangkan
{1,x,x%,x3,x*...} adalah suatu basis dari ruang vekarx).

Dalam ruang vektoM;»(RR), yaitu himpunan matriks berukuranx22 dengan elemen-

elemen diR, maka
10 0 1 00 00
oOo0/)’\0OO0O/)’\V1 0/)’\0 1
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adalah suatu basis davip »>(R). Sebab bila
x10+x01+x00+ 0 0y (0O
1o 0o/ ™2\o o) 7% 1 0o/ 7\0o 1) = \o o)
Xy X\ (0 0
x3 X4/ \0 0/’

Terlihat bahwax; = Xo = X3 = x4 = 0. Jadi

(00 (6 0)- (7 o) (0 2

adalah bebas linear. Selanjutnya untuk sebarang

ail aip
' < € Moa(R
<az,1 az,z) ’ (R)

didapat

didapat

a1,1a1,2_a 1O+a 01+a 00+a 0 0
a1 apz) Mt\0 0 1210 0 21{1 0 22\ 1)

e e 600 .69)
) =({(56).(5 8- 8- 9)):

Berikut ini diberikan beberapa sifat dari suatu basis.

DiberikanB = {v1,...,vs} adalah suatu basis dari suatu ruang vekt@tas suatu lapangdt
dank adalah suatu skalar taknolldi Maka

Bk - {kV]_,VZ, .. 7Vn}
adalah suatu basis dafi

Bukti
Bila v sebarang vektor &7, maka karend adalah suatu basis dafi dengan demikian dapat
dipilih skalarks, ..., k, di K yang memenuhi

V=KV + KoV + - - - + KnVp.
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Tetapi karen& £ 0, maka didapat

k
V= %(kv1)+k2vz+-~-+knvn.

Terlihat bahwa sebarang vektwdi V adalah suatu kombinasi linier dari vektor-vektorByi
Jadi(By) = V. Selanjutnya, untuk menunjukkan bahBgadalah bebas linier, tinjau persamaan

ai(kva) +asva+---+apvph =0.
Persamaan tersebut dapat ditulis ulang sebagai
(azk)va +apva+---+anvn =0.
KarenaB adalah bebas linier, maka haruslah
ank=0,a=0, ... ,a,=0.

Karenak # 0, makaa; = 0. Dengan demikiaBy adalah bebas linier, jadiy adalah suatu basis
dariV.
O

Contoh.
MisalkanW adalah ruang bagian davi;.»(R) yang merupakan himpunan matriks-matriks den-
gan trace sama dengan nol. Selanjutnya bila

s={[s 3B 3.0 I}

maka tunjukkan bahw& adalah suatu basis daN. Pertama ditunjukkan bahwe) = W.
Diberikan sebarang matriks

a b
o
mempunyai trace sama dengan nol bila dan hanyaabild = 0, jadi
A [a b}
c —a

Sehingga didapat
Al |2 b —al 0 +b0 1+CO 0
~|c —al 7|0 —1 00 1 0
Terlihat bahwa sebarang matriksdi W adalah kombinasi linier dari matriks-matriks&li Jadi

(S) =W. Selanjutnya ditunjukkan bahw#&adalah bebas linier sebagai berikut. Tinjau sistem
persamaan linier berikut

alg 5 relo o vy <o o)
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Persamaan tersebut ekivalen dengan
0 0 [k ko
0 0 |ke —ki|’

Hal ini memberikan penyelesaian trivied = ko = k3 = 0. JadiS adalah bebas linier. Karena
(S) =W dan vektor-vektor d5 adalah bebas linier, mal&adalah suatu basis d&u.

Sifat MisalkanV suatu ruang vektor atas dan{vs,...,vy} adalah suatu basis dari, maka
sebarang elemanc V dapat diungkapkan secara tunggal sebagai kombinasi:linier

V=X1V1i+...+XVh, dimana X,...,X, € K.

Bukti
Misalkan vektowv dapat diungkapkan sebagai dua kombinasi linier

V=aqVi+...+ayVp
dan
V=X1V1+...+ XnVn,

didapat:
(X1 —a1)Vi+...+ (Xn—an)Vh =0,
karena vektor-vektovy, ... ,v, bebas linier, maka haruslah —a; =0,...,x,—a, = 0. Den-
gan demikian didapat; = as,...,X, = a,. Jadi pengungkapan sebarang vektoli V sebagai
kombinasi linier
V=XVi+...+XVn, dimana xi,...,xn € K

adalah tunggal.

Komentar:
Pernyataan
V =X1V1 +XoV2 + - - - + XnVn,

dapat ditulis secara tunggal mempunyai arti yang ekivatgedn sistem persamaan linear tak-
homogin
V=X1V1 +XoV2+ -+ XnVn

mempunyai jawab tunggal. Misalnya, pada contoh sebeluryaiya dalamR?,
B={(24),(11)}

adalah suatu basis dak?. Misalkan diberikan sebarang= (a, b) € R?,v # 0, maka dengan
basisB, vektorv dapat ditulis sebagai kombinasi linear

V=x1(2,4) +%(1,1)
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atau dalam bentuk sistem persamaan linear tak-homogin

(5) (&) ()

dan dalam bentuk matriks

(-7 2)@)-(Z2)

Nilai x; = —3 +% danx, = 2a— b adalah tunggal. Jadi, untuk sebarang (a, b)’ # 0 ada
dengan tunggal; = —5+ g danx, = 2a—b yang memenuhi

Didapat

!

V=x1(2,4) +%2(1,1)

Berikut ini, diberikan suatu sifat untuk ruang veki®'t atasR, yaitu misalkan
vicRNi=12..m
Bila m > n, maka vektor-vektow;, i =1,2,...,mbergantungan linier.

Bukti Untuk setiapj = 1,2,...,m, tulis vektorv; = (aij,azj,...,anj)’, sehingga persamaan
X1V1+ . .. +XmVm = 0 dalam bentuk matriks adalah:

ajl ... Aim X1 0

a1 ... amm Xm 0

Terlihat bahwa, persamaan homogin terdiri agplersamaan dengan variabel yang takdiketahui
sebanyakm. Karenam > n, maka persamaan mempunyai suatu solusi yangrivial, yaitu
ada beberapa, k=1,2,...,myang tidak semuanya sama dengan nol. ¥adj =1,2,....m
bergantungan linier. O

Contoh
Dalam ruang vektoR? atasR, Misalkanv; = (a11,821)',Vo = (a12,a2,)’ € R2. Bila vektor-
vektorvy, Vo, bebas linier, maka persamaaav; + xov2 = 0 atau dalam bentuk matrikéx =0

dengan
an (2% ) e () aano- (O
a1 az X2 0
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mempunyai jawab trivial hanya bila dét) # 0. Secara geometris, hal ini menyatakan bahwa
luas daerah jajaran genjang yang dibentuk oleh dua veitdianv, sama dengandet A)|.
Sebaliknya bila déA) = 0, maka luas daerah ini sama dengan 0. Hal ini menunjukkawdah
dua vekton; danv, terletak pada satu garis yang sama atau dengan kata lairekitoaw; danv,
bergantungan linier. Jad;,v,} adalah suatu basis d&? dengan dimensi 2. Hal ini dijelaskan
dalam gambar berikut.

AY Ty Vi
Vi

V2

V2
0 X 0 X

4

Sifat MisalkanV suatu ruang vektor ata¢ dan{vi,...,vy} suatu basis daW. Bila vektor-
vektoruy, .. .,u, dengamm > n, maka vektor-vektom,, . . . ,u, bergantungan linier

Bukti

Karena{v,...,V,} suatu basis dak, didapat:
U = anVi+...+amVn
Un = ammVi+...+amvn,

dengargjj € K, i=1,2,...,ndanj=1,2,...,m. Vektor-vektor{vy,...,v,} bebas linier, untuk
X1,...,Xm € K didapat:

0 = XU +...+XmUm
= Xi(aaVi+...+amVn) +... +Xm(@1mV1+ . .. + anmVn)
(@11X1+ ... +amXm)V1i+ ...+ (@nXe + . . . + 8nmXm)Vn

dan haruslala;1x1 + ...+ aimXm =0,...,an X1+ . .. + anmXm = 0 atau dengan notasi matriks:
a1 ... AUm X1 0
adnl ... dnm Xm 0

Persamaan homogin diatas mempunyai jawab non-trivialaseb> n). Jadi vektor-vektor
us,...,Un bergantungan linier.

O

KesimpulanMisalkanV suatu ruang vektor atds dengan dimensi hingga. Maka setiap dua
basis yang berbeda dafiharus mempunyai banyak elemen yang sama
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Contoh

1. Dalam ruang vektoPs;(R) atasR, B = {1,x,x?,x%} adalah suatu basis baku d&i(RR).
Basis yang lainnya adald®p = {1,1+ X, 1+ x4+ X2, 14+x+ x> +x3}.

2. Persamaan homoghx = 0, diberikan oleh :

1351 5 1 0
147321121 (o
15-95 -9 151 o
03 -6 2 -1 X4 0
X5
Himpunan penyelesaiannya adalah:
1 1
2 3
({vi,w2}) =< x=a| -1 |+b| O abeR
0 5
0 1

merupakan suatu ruang vektor aRagengan dimensi dua.

Sifat

MisalkanV suatu ruang vektor ata§ berdimensi hingga. Maka setiap himpunan hin§gaV
yang terdiri dari vektor-vektor bebas linier i tetapi S bukan merupakan suatu basis déri
dapat diperluas sampai merupakan suatu basid/dari

Bukti. MisalkanS= {vi,...,vim} denganv;, i = 1,...,madalah vektor-vektor yang bebas linier.
Karena(S) #V, maka pilih vektovm;1 € V sehinggav, 1 bukan kombinasi linier dari vektor-
vektorvj, j =1,2,...,m. Selanjutnya namakah = {V1,...,Vm,Vm¢1}, bila (T) =V, makaT
adalah basis dan sudah tidak bisa lagi diperluas menjadbore&ktor yang bebas linier. Bila
(T) #V, lakukan lagi cara perluasan seperti sebelumnya sehiripgeoteh himpunan vektor-
vektor yang bebas linier di yang memenuhiU) =V.

O

Kesimpulan MisalkanV ruang vektor atak berdimensn, maka setiap himpunan darivektor
yang bebas linier adalah suatu basis ¥ari
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Contoh
Misalkan
S: {(17 17 1)/7 (07_17 O)/} C RS?

jelas bahwa vektor-vektor @bebas linier dan
<S> = {X(l7 17 1)/+Y(O,_l, O)/ = (va_y7 X)/ | X7y € R}?

jelas bahwa bila
(x1,%2,%3)" € (S),

makaxz = x;. Oleh karena itux,y,z)’ ¢ (S) bila x # z Pilih vektor (1,0,0) sehingga dida-
patT = {(1,1,1)’,(0,—1,0)’,(1,0,0)'} dimana vektor-vektor dT bebas linier, maka dari it
merupakan suatu basis d&.

Jumlahan Langsung

MisalkanU danV adalah ruang bagian dari suatu ruang vek¥aatasK dengan
dimensi hingga, maka difd +V) = dim(U) +dim(V) —dim(U NV), dimana
U+V ={u+vjueU,veV}.

Bukti. Misalkan{z,...,z} suatu basis dat) NV perluas basis ini masing-
masing menjadi
{217"‘ 7z|'7u17"‘ 7um}

adalah suatu basis d&fidan
{z1,...,Z,V1,...,Vn}
suatu basis daw. Terlihat bahwa,
dmUnNV)=r,dmU)=r+m dan dimV)=r-+n.
Selanjutnya, ditunjukkan bahwa
{z1,...,Z,U1,...,Un,V1,...,Vn}
adalah suatu basis d&fi+V. Sehingga, dalam hal ini didapat

dmU+V) = r+m+n=(r+m)+(r+n)—r
= dim(U)+dim(V)—dim(U NV).
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Misalkan sebarang € U +V, makaw = u+Vv untuk beberapa € U dan bebe-
rapav € V. Dengan kenyataan bahwa

U=ayz21+...+az +bu; +... +bmum
untuk beberapa skalar,b; dan

V=CiZ3+...+CZ +div1+... +dmVn
untuk beberapa skalag, d;, didapat:

W = u+v
= (a1+c)z1+...+(ar+¢ )z +bur + ... + byUm+divy + . .. + dmVi

terlihat bahwa
we ({z1,...,2,Ug,...,Un,V1,...,Vn}).
Maka dari itu didapat
({z1,...,z;,u1,...,Un,V1,...,Vp}) =U + V.
Diberikan
X1Z1+ . X Ze + XepUn + A XeemUm Xepmy Vit XermenVn =0
untuk beberapa skalay. Tulis
W=X1Z1+... t XZ + X 41U1 + ... + Xr+mUm,

didapat
W= —Xitm+1V1+t...—Xr+m+nVn.
Terlihat bahwav € U danw €V, jadiw e U NV. Tetapi{z, ...,z } adalah suatu
basis darl NV, jadi
W=bz1+...+ bz

untuk beberapa skalléy. Sehingga didapat
b1zg +... + bz = X ymiaVi+ ... — X 4minVn

atau
b]_Z]_ +...+ err +Xr_|_m_|_1V1 +... +Xr+m+nVn - 0
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Tetapl
{z1,...,,v1,...,Vn}

adalah suatu basis daf] maka dari itu haruslah

bi=...=br=X%m1=... =%tmn=0,
sehingga persamaan
X121+ ...+ XZ + X g+ X emUm X ymp VL X mynVn =0
menjadi

X121+ .+ %Z XU+ . X mUm = 0.

Tetapi
{z1,...,2z,Ug,... ,Um}

juga adalah suatu basis dai Jadi haruslah
X1=...=X%=X11=... = X+m=0.
Sehingga didapat
xk=0,k=12,....r+m—+n.

Jadi vektor-vektor
Z,...,4,Uy,...,UnVy,...,Vp

bebas linier.

Contoh
Misalkan

W — IR47u:|. — (17 17 07 O)/7u2 — (_37 77 27 1)/7U — <{u17u2}>

dan
V = {(x1,%2,%3,0)' | X € R},

Vektor-vektor
Uz, Uy
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bebas linier, sebab bila
aju; +aou, =0

atau
al(17 17 07 O), + a2(_37 77 27 1), =0

didapata; = a» = 0. Jadi dimiU ) = 2. Suatu basis davl adalah
e: = (1,0,0,0),e, = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0)’.
Jadi dimV) = 3. Perhatikan bahwa
e; = (0,0,0,1) =(-3,7,2,1)+3(1,0,0,0) —7(0,1,0,0)' —2(0,0,1,0)’
= Upx+3e;— 7ex—2es.

Jadies € U +V. Karena
€,€2,€63
juga diU +V, maka
{e1,e,€3,€4}
adalah suatu basis dafi+V. Jadi dimU +V) = 4. Sehingga didapat:

dim(U NV) =dimU) +dim(V) —dimU +V) =2+43—-4=1.

Bisa diselidiki secara langsung bahwa vektor-vektoJdnV adalah vektor-
vektor diU dengan komponen ke-empat sama dengan nol, yaitu vektor

byug + boup = (bg — 3bp, by + 7by, 2by, by)’
dengarb; = 0. Jadi
unv = <{U1}>
Terlihat bahwa dirfU NV) = 1.

Catatan Bila U,V ruang bagian berdimensi hingga masing-masing dengan ba-
sis{uy,...,um} dan{vy,...,vh}. MisalkanW =U +V dan sebaranw € W.
Didapat

W=Uu+V=au+...+amUm-+bvi+...+ by,

atau
W = ({ug,...,Un,V1,...,Vn}).
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Selanjutnya reduksi vektor-vektor
u1, . e ,Um,v:L, . e 7\/n

menjadi vektor-vektor yang bebas linier (sampai minimal dimpun kedalam
himpunanS, sehingga didapal = ({S}). Jadi dimensi dafWW sama dengan
banyaknya vektor-vektor @.

BilaU danV adalah ruang bagian berdimensi hingga dengarv = {0}, maka
U +V dinamakanumlahan langsunglariU danV.

Contoh
Himpunan
U = {(x1,%2,0)" | x,%2 € R}

dan
V ={(0,0,x3)"| x3 € R}

adalah ruang bagian dari ruang vekisratasR dengard NV = {0}. JadiU +V
adalah jumlahan langsung daridanV, sedangkan

U+V = {(x1,%,0) +(0,0,x3)" = (X1,X2,X3)’ | X1,%2,X3 € R}
= {x1(1,0,0) +%2(0,1,0)’ +x3(0,0,1)' | x1, %, X3 € R} =R?,
terlihat bahwa dirfU +V) = 3. Perhatikan bahwa
U = {(x,%,0)"|x1,x € R}
= {x1(1,0,0)' +x2(0,1,0)' | x1,% € R}
— <{(17 07 O)/7 (07 17 O)/}> 9
terlihat bahwa dirflJ ) = 2. Juga,
V = {(0,0,x3)"|x3 € R}
= {x3(0,0,1) |xz € R}
= ({(0,0,1)'})

dan dimV) = 1. MaknaU +V merupakan jumlahan langsung déridanV
tampak dari dimensi, yaitu

dim(U+V)=dimU)+dim(V)—dimUNV)=24+1—-0=3=dim(U)+dim(V)
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Hal ini juga bisa dilihat dari pengertian basis yaitu, himao{(1,0,0)’,(0,1,0)'}
adalah suatu basis dadi dan himpunar{(0,0,1)’'} adalah suatu basis dafi
sedangkan himpundgi1,0,0)’,(0,1,0)’,(0,0,1)'} sudah bebas linier (tidak bisa
lagi direduksi lagi sehingga bebas linier). Jadi, dari giga langsung didapat
bahwa dinfU +V) =dim(U) +dim(V).

Kesimpulan Dimensi dari suatu ruang jumlahan langsung sama dengdahum
dari masing-masing dimensi ruang.

]

Berikut ini diberikan suatu sifat yang lain dari ruang juhda langsung. Setiap
weW =U +V dengard NV = {0} mempunyai penulisan tunggel=u-+v,uc

U,vev.

Bukti
Misalkan

maka

Tetapi

danU NV =

dan

atau

dan

W=U+V=U+V,

u—-u=v—Vv.
u—ucu,
V—VvVeE

{0}. Maka haruslah
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Koordinat. Misalkan
{vi,...,vn}

adalah suatu basis dari suatu ruang vektor litaadi setiaw € V dapat ditulis
secara tunggal oleh
V=X1V1+...+XnVn

untuk beberapa skalat, . .., x, € K. Dalam hal ini skalar-skala4, . .., X, dina-
makankoordinatdari vektorv relatif terhadap basidvy, ..., vn}.

Contoh

MisalkanV = R dengan basis bakie; = (1,0,0)’,e;=(0,1,0)’,e3=(0,0,1)’}
dan misalkan sebaramy= (x,y,z)’ € V, makav = xe; + ye, + ze3. Jadi koordi-
nat dariv relatif terhadap basige;,e,,e3} adalah skalax,y danz. Tetapi untuk

basis yang lain dai, misalkan

{vl - (07 17 1)/7v2 - (17 07 1)/7v3 - (17 17 O)/}7

[ —Xty+z X—y+2 X+y—2
_<72 >V1-|-< 5 >V2+< 5 )VB-

Koordinat dari vektow relatif terhadap basis

maka

{v1,V2,Vv3}

adalah skalar I YLZ XYtz Xt y_2

> , > dan >
Terlihat bahwa vektov terhadap dua basis yang berbeda dari ruang vaktor
mempunyai dua koordinat yang berbeda pula.

Basis terurut

Adalah perlu dijamin bahwa suatu vektor dikaitkan dengaatiswektor basis
yang sesuai, cara baku untuk melakukan hal ini adalah meagiga penyajian
terurut untuk koordinat dan vektor basis. Bila urutan dari vektekter dalam
suatu basis dipersoalkan dalam hal ini dinamakasis terurutdan basis ini




112

ditulis sebagai suatarisan Bila urutan dari vektor basis takdipersoalkan, ba-
sis tersebut ditulis sebagai suatu himpunan, dalam hakinékanan mengenai
diskusi dari suatu vektor basis, urutan tidak bergantunig pautan. Tetapi, bila
koordinat dari suatu vektor disajikan sebagai baris atdonka@lalam suatu ma-
triks, maka secara esensi penyajian bergantung pada weksor-vektor basis.
Begitu juga, bila suatu pemetaan linier disajikan sebagaiusmatriks, maka
sangatlah penting menggunakan vektor basis terurut. iRilkeajg penulisan ko-
ordinat dari suatu vektor relatif terhadap basis terurutbebkan basis teru-
rut B =wvp,Vo,...,Vp dari suatu ruang vektdy atas suatu lapangdf. Misal-
kan sebarang vektor di V, maka dapat dipilih dengan tunggal skalar-skalar
ki,ko, ..., kn di K yang memenuhi

V=Kkvy +koVa + - - - + knVn.

Dalam hal ini skalar-skaldq, ko, .. . .k, dinamakarkoordinat dariv relatif ter-
hadap basis teruri& dan ditulis

Ky
k
Vg= || €K"
kn

sebagai vektor koordinat darrelatif terhadap basis terurBt

Contoh 1
MisalkanV = R?2 danB adalah basis terurut

o=} (4]

E relatif terhadap basiB. Penyelesaian-

nya sebagai berikut. Koordinki danky didapat melalui menuliskansebagai
kombinasi linier dari vektor-vektor d8, yaitu menyelesaikan sistem persamaan

linier takhomogin
1 —1 1
k1[1]+k2[1] = [5]

Dapatkan koordinat dari vektar=
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Penyelesaiannya adal&h = 3 dank, = 2. Dengan demikian didapat vektor
koordinat darw relatif terhadap basiB adalah

Vg = B] :

Contoh 2
MisalkanV = P>(R) = {ag+aix+ anx? |ag,a1,a2 € R} danB adalah basis teru-
rut

B=1x—1 (x—1)°

Dapatkan koordinat= p(x) = 2x>— 2x+ 1 relatif terhadap basB. Persoalan ini
dijawab sebagai berikut. Kita harus mendapatkak, danks yang memenunhi

ki(1) +ko(x— 1)+ kg(x—1)% = 2x* — 2x+ 1.
Dengan melakukan penghitungan bagian kiri persamaanalidap
kax2 + (Ko — 2k3) X+ (Kg — ko + K3) = 2% — 2x+ 1.
Dengan menyamakan koefisien kedua ruas persamaan didapat persamaan

linier
ki—ko+ks = 1
ko —2ks = —2
ks = 2

Didapat penyelesaian tungdal= 1,k, = 2 danksz = 2, jadi

Contoh 3
Diberikan ruang bagiaW/ himpunan dari semua matriks simetri dalam ruang
vektorMo,»(R). MisalkanB adalah vektor-vektor terurut

*=lo o i o Lo o)
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Tunjukkan bahwd adalah suatu basis untuW« dan dapatkan koordinat dari
v 2 3
B ER

relatif terhadap basiB. Untuk menjawab persoalan ini pertama ditunjukkan
bahwaB membanguiW. Sebarang matriks sime#idi W adalah

ab
A=[5 J

a10+b01+000_ab_A
00 10 01 |b c|
Terlihat bahwa sebarangy di W juga di (B). Jadi(B) =W. Selanjutnya di-

tunjukkan bahwd adalah bebas linier W sebagai berikut. Tinjau persamaan
homogin berikut

10 01 00 00
kl[o 0]+k2[1 0]+k3[0 1]2[0 0].

ki k| [0 O
ko k3| |0 O|°
Dari persamaan terakhir didapat= k, = k3 = 0. JadiB adalah bebas linier.

Dengan demikiarB adalah basis terurut &/. Perhatikan matriky terhadap
basis teruruB dapat ditulis sebagai kombinasi linier:

=[5 =200 o3[z o 5lo 3]

Jadi vektor koordinat davi relatif terhadaB adalah

didapat

didapat
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5.7 Perubahan Basis

Banyak masalah dalam matematika terapan menjadi lebih mondalui pe-
rubahan suatu basis dari suatu ruang vektor ke basis yamyé&ai Sebagai ilus-
trasi yang sederhana ditinjau suatu ruang vektdserdimensi dua atas suatu
skalarK. Diberikan ruang vektov berdimensi dua atas suatu lapang¢fadan
misalkan

B=wvi,vo dan B =ug.u

adalah dua basis terurut d&i Misalkan sebarang vekterdi V terhadap basis
B vektor koordinatnya adalah

X1 .
Vg = lx ] yaitu Vv = X1Vq + XoVa.
2

Untuk menentukan vektor koordinat dsmielatif terhadap bas®’. Tulisvy dan
V> dalam suku-sukus danup. KarenaB' adalah suatu basis dafi maka dapat
diplin skalaray, ap,b; danb, di K yang memenuhi

Vi = ajlh+aplp
Vo = biug + bous.

Makav dapat ditulis sebagai

V = X1 (a1us + azlz) +Xz(b1us + bouz).
Kumpulkan koefisien dati danup didapat

V = (Xga; + Xob1 )us + (X182 4 Xob2)up.
Jadi vektor koordinat davi relatif terhadap basB’ adalah

Vg — X181 + Xob1
B X182 +Xobo | -

Dengan menulis ulang bagian kanan sebagai perkalian matidipat

|ag by| [xq]  |ag by
Ve = [az bz] [Xz} B [az b2] Vie.
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Perhatikan bahwa kolom dari matriks
a1 bl
a2 bz
adalah vektoivq]g dan[v2]g. Dalam hal yang demikian matriks tersebut dina-
makanmatriks transisidari B ke B’ dan dinotasikan olefi]E. Jadi

Contoh 1
DiberikanV = R? dengan basis terurut

o= o} [5] s o= 5] 1]

a. Dapatkan matriks transsisi d&rke B'.
b. Misalkan[vlg = [_32] , maka dapatkafv]g.

Jawab

a. Dinotasikan vektor dB dengarvi,v» dan diB’ dengarnus,up. Maka vektor
kolom matriks transisi adaldit g dan(va]g. Koordinat dari vektor tersebut
didapat dari menyelesaikan persamaan

s R e B B R R

yaituc; = 2,¢, = 3 dand; = 0,d> = —1. Jadi matriks transisi adalah

g |2 O
b. Karena

maka
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Perhatikan bahwa vektor yang sama relatif terhadap basig garbeda
adalah diperoleh dari vektor koordingls dan[v]g . Yaitu

o) -2 =g e[ A+l

Prosedur untuk mendapatkan matriks transisi diantara asia dari suatu ruang
vektorV berdimensi dua atas suatu skdfadapat digeneralisasi ke ruang vektor
R" atasR. Hal ini dinyatakan sebagai berikut.

MisalkanV adalah suatu ruang vektor berdimengstas suatu lapangdf de-
ngan basis terurut
B=Vi,V2,....Vp dan B =us,W,... up.

Maka matriks transisi daB ke B’ diberikan oleh

B B B
Lagipula, vektor perubahan koordinat diberikan oleh

Vg =118 Ma.

Contoh 2
Misalkan ruang vektoy = P»(x) dengan basis terurut

B=1xx> dan B =1,1+x1+X+X°.
a. Dapatkan matriks transisig .
b. Misalkanp(x) = 3—x+ 2x2 € P»(x), maka dapatkafp(x)]g'.

Jawab

a. Untuk memperoleh vektor kolom yang pertama dari matrikesisa harus
dipilih skalara;,a, danaz yang memenuhi

a1(1) +ax(14+x) +ag(l+x+x%) =1,
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didapata; = 1,a, = 0 danaz = 0. Jadi

1
[1lg = |0] .
0

Vektor kolom kedua dan ketiga dari matriks transisi masimasing diper-
oleh dengan menyelesaikan persamaan

by (1) 4+ bo(1+X) +bs(1+x+x%) =X

dan
Cc1(1) 4 Co(14X) + ca(1+ X+ X°) = X°.

Penyelesaiannya diberikan olelp = —1,b, = 1,b3 = 0 dancy; = 0,co —
1,c3 = 1. Jadi matriks transisi adalah

1-10
g =0 1 —1f.
0 0 1

b. BasisB adalah basis terurut baku, maka vektor koordinat dagj = 3—x+
2x2 relatif terhadaB adalah

Jadi

1 -1 0 3 4
[p(X)]B/: 0O 1 -1 -1 =|[-3].
0O 0 1 2 2

Perhatikan bahwa-3x+ 2x% = 4(1) —3(1+X) + 2(1 4 x+ x2).

Contoh 3

Diberikan basis baku terurdt= ey, & untuk ruang vektoR? atasR, sedangkan
basis teruruB’ diberikan oleh

/_ _ _1 1
B —ue— | [}
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dan misalkawv = [i] )

a. Dapatkan matriks transisi d&ike B'.

b. Dapatkanv]g.

c. Tulis vektorv sebagai kombinasi linier dagy dane; dan juga sebagai kom-
binasi linier daruy danus.

d. Tunjukkan hasil dari bagian (c) secara grafik.

Jawab

a. Matriks transisi darB ke B’ dihitung dengan menyelesaikan peersamaan

o [(ff] ] om o[ -afi -}

Penyelesaian tunggal persamaan tersebut adatah-3,c, = 2 dand; =
3,02 = 3. Dengan demikian matriks transisi diberikan oleh

b. KarenaB adalah basis baku, maka vektor koordinat ¢aelatif terhadaB

adalah|vlg = B] Jadi vektor koordinat dawn relatif terhadap basib’

~1 19713 1
ve= 5 4 -1}
2 2 2
c. Dengan menggunakan koordinat daterhadap dua basidanB’, didapat
1 0 1(-1] 7|1
olof oo =343l

d. Gambar berikut menunjukkan bahwa lokasi titik akiBr4) dari vektorv
relatif terhadap sumbeye; dan sumbu Us.

adalah
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Invers dari suatu Matriks Transisi

Fakta yang akan bermanfaat bahwa matriks transisi diabtesia teruruB dan
B’ dari suatu ruamg vektor berdimensi hingga atas suatu lapéhgdalah mem-
punyai invers. Lagi pula, matriks transisi d&fike B adalah invers dari matriks
[I]E’. Untuk menyelidiki fakta ini misalkan ruang vektdr berdimensin atas
suatu lapangaK dengan basis terurut

B=Vi,Vo,....Vy dan B =ug,Up,.... Up.
Untuk menunjukkan bahwid E’ mempunyai invers, misalkatc R" memenubhi
1Ex =0.
Perhatikan bahwa bagian kiri persamaan dalam bentuk va#tdah
X1Valg + - - + Xn[Vnlp'-

KarenaB adalah basis, maka vektgruntuk 1<i < n adalah bebas linier. Juga
dengan begitu vektor-vektiw g, ..., [Vnlg adalah bebas linier. Jagi = x, =
.-+ =Xy = 0. Karena penyelesaian persamaan homb@ix =0 hanyalah mem-
punyai penyelesaian trivial, maka matri[tﬁ' mempunyai invers. Lagi pula,
karena

/ A —1
Vg =11 Vg dan bahwa <[|]§> Vg = Mg,

maka
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Apa yang telah dibahas ini diringkas dalam sifat berikut.
Sifat
MisalkanV suatu ruang vektor berdimensatas suatu lapangdhdengan basis

terurut
B=Vvi,Vo,....Vy dan B =ug,up,..., Un.

Maka matriks transis[i]E’ mempunyai invers dan

g = (0g)

5.8 Ruang Bagian Fundamental

Diisini dibahas ruang bagian fundamental dari suatu matrdag mencakup ru-
ang null, Range, ruang baris dan ruang.

5.9 Ruang Hasil Kali Dalam

disini dibahas suatu ruang vektor khusus dan diberikan gqéiag hasil kali
dalam.

5.10 Basis Orthonormal

disini dikembangkan dan digunakan proses Gram-Schmidkunéngkonstruksi
suatu basis orthogonal/orthonormal dari suatu ruang kakilalam.

5.11 Kuadrat Terkecil (Least Square)

disini diberikan suatu aplikasi dari beberapa ide yang akiaahas.



122

5.12 DekomposisiQR

disini dibahas dekomposi€IR dari suatu matriks dan bagaimana dekomposisi
Ini digunakan dalam proses kuadrat terkecil.

5.13 Matriks Orthogonal

disini dibahas pengertian matriks orthogonal.

5.14 General Invers

disisni dibahas general invers dari suatu matriks.
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Nilai-Karakteristik dan Vektor-Karakteristik

6.1 Sekilas Mengenai Determinan

disini secara ringkas diulang lagi determinan.

6.2 Nilai-Karakteristik dan Vektor-Karakteristik

disini dibahas konsep dari nilai karakteristik dan vektardkteristik.

6.3 Eksistensi Nilai-Karakteristik dan Vektor-Karakteristi k

disini dibahas eksistensi dari suatu nilai karakteristik siektor karakteristik.

6.4 Sifat-sifat Nilai-Karakteristik dan Vektor-Karakterist ik

disini dibahas beberapa sifat nilai karakteristik dan eekarakteristik.

6.5 Kesimilaran dan Pendiagonalan

disini dibahas kesimilaran pendiagonalan matriks.
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Transformasi Linear

Bila V danW adalah ruang vektor atas suatu lapangamaka suatypemetaan
T dariV keW adalah suatu fungsi mengaitkan setiap vekteV dengan tung-
gal kesuatu vektow € W. Dalam hal ini dikataka memetakaVv kedalamwV
dan ditulisT : V — W. Untuk masing-masing € V, maka vektow = T (v) di
W adalahmagedariv oleh pemetaai.

Contoh 1.
Didefinisikan suatu pemetadn: R* — R? oleh

Tl =55
a. Dapatkan image dari vektor koordieatdaney oleh pemetaaii .
b. Berikan suatu uraian dari semua vektoRdiyang dipetakan ke vektor nol.
c. Tunjukkan bahwd@ memenunhi

TUu+v)=TU)+T(Vv) (mempertahankan penjumlahan ruang vektor)

dan
T (kv) = KT(V) (mempertahankan perkalian skalar)

untuk semua vektas danv di R?2 dan semua skaldre R.

Jawab.

125
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a. Karenagy = H danex; = m , maka didapat

e[ <l s Tei=lohy =[]

b. Untuk menjawab bagian ini, diselesaikan persamaan

r(b) 551l
y X—y 0
atau dalam bentuk sistem persamaan linier

X+y =0
x—y =0

Didapat penyelesaian tunggal= 0,y = 0. Jadi hanya satu vektor &
(domain) yaitulgl yang dipetakan olef ke [8] :

c. Untuk menunjukkan bahw@& mempertahankan jumlahan ruang vektor, mis-
alkan sebarang vektoardanv di R?

u= {ull dan v= [V1] .
Uz Vo

Tu+v) = T ( —U1] + [V1D
U2 V2
o(r)
- U2+ V2
_(U1+V1)+(U2+V2)]
—

(U +V1) — (U2 +V2)

'ul + U2 n V1 +V2-
ur—uz V1—V2)

= 7 ((ua)) (1))

= T +T(v).

Maka
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Juga didapat untuk sebarakg R, maka

e = 7))

K +Kw
 |kup —kw

_ k[u1+uz]
Ui —u
= KkT(u).

Contoh yang baru saja dibahas adalah suatu pemé&tdan ruang vektow ke
ruang vektolV atas suatu lapangdhyang memenuhi dua sifat

Tu+v)=TUu)+T(v) dan  T(ku) =KkT(u),

untuk semuau,v di V dan semu di K. Dua sifat ini digabung menjadi satu,
maka diperoleh pengertian berikut.

MisalkanV danW adalah ruang vektor atas suatu lapanganPemetaar :
V — W dinamakan suattransformasi linier bila dan hanya bila

T(ku+Vv) =KkT(u)+T(v),

untuk semua, v di V dan semu& di K. Dalam haV =W, makaT dinamakan
operator linier.

Contoh 2
Diberikan matriksA berukurarmx n. Didefinisikan pemetaah: R" — R™ oleh

T(X) =Ax, ¥ e R".
a. Tunjukkan bahwd& adalah suatu transformasi linier.

b. MisalkanA adalah matriks 2 3

1 2 -1
A_[—13 2]'
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Dapatkan bayangan dari

oleh pemetaait : R — R? dimanaT (x) = Ax, Vx € R3.
Jawab
a. Untuk semua vektan danv di R" dan semua skal&rdi R berlaku
A(ku-+v) = kAu-+ Av.

Jadi
T(ku+v) =A(ku+V) = kAu+ Av=KT(u) + T(v).

b. KarenaT didefinisikan oleh perkalian matriks, maka didapat

()
-

Diberikan suatu transformasi linié@r: R3 — R2 oleh

()-8

a. Diskusikan tindakan dalli pada suatu vektor d&2 dan berikan suatu in-
tepretasi geometri dari persamaan

(b)) ()

dan
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b. Dapatkan image dari himpunan

1
S=<¢k|[2]|keR
1
c. Dapatkan image dari himpunan
.
S = yl [ xyeR
_3_
d. Uraikan himpunan o
X
S = 0] |x,ze R
_Z_

dan dapatkan imagenya.
Jawab

a. Transformasi linieT adalahproyeksidari suatu vektor dalam ruam®p ke
imagenya dalam bidangy. Misalkan

1 0 1
vi= |0, vo=|1 dan vg=wvi+wv=|1].
1 1 2

Image dari vektows diberikan oleh gambar berikut.
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1
b. HimpunarsS, adalah suatu bidang dalam ruaRtdengan vektor ara?|i ] :
1
Dengan definisi daiT didapat

- e

adalah suatu garis dalam bidaR§ melalui titik asal dengan gradien sama
dengan 2.

c. HimpunanS, adalah suatu bidang dalam ruaR§ diatas 3 satuan sejajar
dengan bidangy. Dalam hal ini

=]

Jadi image dars, adalah seluruh bidangy hal ini sesuai uraiai sebagai
suatu proyeksi sebagai mana yang diharapkan.

xyeR}.

d. HimpunanS; adalah bidangz dalam ruandR3. Dalam hal ini didapat

o= (e

yang merukan sumbx-Lagi, hal ini sesuai uraiah sebagai suatu proyeksi
sebagai mana yang diharapkan.

Contoh berikut digunakan turunan dari suatu fungsi untukdeénisikan suatu
transformasi linier diantara ruang vektor dari polinomial

Contoh 4
Didefinisikan suatu pemetadn: P3(R) — P»(R) oleh

T(p00) = W0 o) < ().

a. Tunjukkan bahwa adalah suatu transformasi linier

b. Dapatkan image dari polinomip(x) = 3x3+ 2x%> —x+ 2.
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c. Uraikan polinomial dalan?;3(R) yang dipetakan ke vektor nol db(R).

Jawab
Perhatikan bahwa sebarapfx) € P3(R) mempunyai bentuk

p(x) = a + bXC + cx+d,
jadi
T(p(x)) = —;‘ — 32+ 2bx+-C.

Karenadg(;) di %(R), makaT adalah suatu pemetaan d&s(R) ke P»(IR).

a. Untuk menunjukkan bahwh adalah suatu pemetaan linier, misalkan se-
barangp(x) danq(x) di P3(R) dan sebarang < R, Didapat

T(kpO) +a(¥) = - (kp()+q0x)

d d
= d—x(kp(X)Hd—X(OI(X))
_,dp(x) dq(x)
= K dx + dx
= KT(p(x))+T(a(x)).

Jadi pemetaam adalah suatu pemetaan linier.

b. Image dari polinomiap(x) = 3x3+ 2x2 —x+ 2 adalah

_d

dx(3>c°’+2x2—x+ 2) = 9x° 4+ 4x— 1.

T(p(x))

c. Polinomial diP3(R) yang mempunyai derivatif sama dengan nol adalah
polinomial konstarp(x) = k, dimanak € R.

Proposisi 1
Misalkan suatu transformormasi liniér: V. — W, makaT (Oy ) = Ow.

Bukti
Karenal adalah transformasi linier didapat

T(Ov)=T(Ov+0v)=T(Ov)+T(Ov).
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Kedua ruas persamaan tambahkan dergh(0y ) didapat

Ow=—T(Ov)+T(0v)=(-T(Ov)+T(Ov))+T(Ov)=T(Ov).

Contoh 5
Didefinisikan suatu pemetadn: R* — R? oleh

(5 =[] ¥l ==

Tentukan apakal suatu pemetaan linier.

re) =7 (] ) - [2] = [3]

maka dengan menggunakan Proposisi 1 pemelabukan suatu transformasi
linier.

Jawab
Karena

Contoh 6
Didefinisikan suatu pemetadn: Mpxn(R) — Mnpxm oOleh

T(A) :Ata \V/AE men(R)a
dimana tandd adalah transpose. Tunjukkan bahWaadalah suatu pemetaan

linier.

Jawab
Sebagai mana diketahui untuk seti®B € Mm«n(R), maka(A+B)t = Al +B.
Dengan demikian didapat

T(A+B)=(A+B)!=A'+B' =T(A)+T(B).
Juga
T(KA) = (KA)' = kAl =KkT(A),VA € Mmxn(R) dan keR.

JadiT adalah suatu transformasi linier.
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Contoh 7
MisalkanV adalah suatu ruang vektor atas suatu lapakgdengan dinfivV) =n
dan

B=wv1,Vo,...,V

adalah suatu basis terurut unvdk MisalkanT :V — K" adalah pemetaan yang
memetakan suatu vekterdi V ke vektor koordinatnya dk" relatif terhadap
basisB. Yaitu

Pemetaan ini terdefinisi dengan baik sebab vektor koordiaatv relatif ter-
hadap basiB adalah tunggal. Tunjukkan bahwa pemetaadalah suatu pemetaan
linier.

Jawab

Misalkanu danv sebarang vektor &f dan sebaranige K. KarenaB adalah su-
atu basis terurut, maka dapat dipilih dengan tunggal skalar. ,c, dands, ..., d,
di K yang memenuhi

U=CV1+...+CVn dan v=adiv1+...+ dyVn.
GunakanT pada vektoku+ Vv didapat

T(ku+v) = T((kcg+di)va+...+ (kch+dn)va)

_kC1 + dz_
ke 4+ do

_kCn—I-dn_
_Cl_ _dl_
C d
- :2 N .2

— KT(u)+T(V).

Terlihat bahwa pemetadnadalah suatu transformasi linier.
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Sebagaimana telah disebutkan bllaV — W adalah suatu pemetaan linier,
maka struktur dar dipertahankan ketika dipetakan W& Secara khusus, im-
age dari suatu kombinasi kombinasi linier dari vektor-eekérhadap pemetaan
linier ini sama dengan kombinasi linier dari vektor-vektoagenya dengan koe-
fisien yang sama. Untuk menunjukkan hal ini, misalkadanW adalah ruang
vektor atas suatu lapang&danT :V — W adalah suatu transformasi linier.
Maka dengan pengulangan definisi transformasi linier,gatla

T(ciVi+CVo+---+CVn) = T(cava) +T(cov2) +---+T(CnVn)
= ¢ T(v1)+CT(V2)+---+CnT(Vn).

Fakta bahwa suatu transformasi linierdiantara ruang vektdv dengan ruang
vektorW atas suatu lapangah mempertahankan kombinasi linier adalah suatu
yang berguna dalam perhitungan ketikdertindak pada vektor-vektor dari su-
atu basis daV diketahui. Hal ini dijelaskan dalam contoh berikut.

Contoh 8
DiberikanT : R® — R2 adalah suatu transformasi linier dan misallBadalah
suatu basis terurut baku unti®3. Bila

Tle = |1 Tlea)= | ;] dan  Tle)= 7).

Jawab
Untuk mendapatkan image dari vekiotulis vektor tersebut sebagai kombinasi
linier dari vektor-vektor basis terur@; didapat

V=e +3e+ 2e3.

GunakanT pada kombinasi linier tersebut dan gunakan sifat kelinielari T,
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didapat
T(v) = T(e1+3ex+2e3)
= T(e1)+3T(ex)+2T(v3)
1 -1 0
- [ +2[2] -2l
B 2
= o]
Contoh 9

Misalkan T : R3 — R3 adalah suatu operator linier ddhadalah suatu basis
terurut untukR?3 diberikan oleh

T
(BB = ()-8

maka dapatkan
2
T=11(3]|].
6
Jawab

KarenaB adalah suatu basisunt@i, pilih skalarks, ko, danks yang memenuhi

persamaan
1 1 1 2
ki [1] +ko |2| +ks [1]| = [3].
1 3 2 6

Selesaikan persamaan ini, didakat —1, ko, = 1 danks = 2. Jadi

(B =)
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Dengan menggunakan kelinieran dardidapat

) = ) () ()

Operasi dengan Transformasi Linier

Transformasi linier dapat dikombinasikan dengan menggamaambah biasa
dan perkalian skalar untuk menghasilkan transformasedibaru. Misalkan
ST :R? — R? didefinisikan oleh

u (5) B e B () g ]

Kemudian didefinisikan

def

(S+T)V) E'sv)+T(v)  dan  (kT)v) E'k(TV), weRZkeR.

Untuk mengilustrasikan definisi ini, misalk&n= _21] , maka
(S+T)(V) = SIV) + T(v) = {”_(;1)] + {252 5((—_1%)] — [_63] .

Untuk perkalian dengan skalar, misalkdaa: 3. Maka didapat

5 15
(3T)(v) = 3T(v) =3 [_1] - [_3] .

Dalam teorema berikut ditunjukkan bahwa operasi-operasgytelah dibahas
menghasilkan transformasi linier.
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Teorema 7.0.1MisalkanV danW adalah ruang vektor atas suatu skddagdan
ST:V — W adalah transformasi linier. Pemetegan T yang didefinisikan oleh

(S+T)(V) E'sv)+T(v), weV
adalah suatu transformasi linier dsrkeW. Bila ¢ adalah sebarang skalarKij
maka pemetaaadT didefinisikan oleh

cT)(v) EeT(v), we v

adalah transformasi linier davi ke W.
Bukti Misalkan sebarang,v € V dan sebarang skalkre K. Maka

(S+T)(ku+v) = Sku+v)+T(ku+v)
= Sku)+SV)+T(ku)+T(v
= kSu)+9V)+KT(u)+T(v
= k(S +T(u)+SVv)+T(v)
= Kk(SH+T)U)+(S+T)(v).

— —

Terlihat bahweé+ T adalah suatu transformasi linier. Juga, untuk sebarang
didapat

(cT)(ku+v) = c(T(ku+v))
= C(T(ku)+T(v))
= c(kT(u)+T(v))
= (ck)T(u)+cT(v)

= k(cT)(u)+(cS(v).

Jadi,cT adalah suatu transformasi linier. q

Dengan menggunakan jumlah dua transformasi linier danaparkdengan
skalar yang didefinisikan dalam Teorem#.1, himpunan dari semua transfor-
masi linier diantara dua ruang vektor yang diberikan atasuslapangan yang
sama adalah suatu ruang vektor dinotasikan algh,V ).

Sebagaimana telah dibahas dalam Contoh 2, setiap mAthksukuranm x
n mendefinisikan suatu pemetaan linier défi ke K™. Juga, bila matrik8
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berukuram x p, makaB mendefinisikan suatu pemetaan linier daf ke K",
Maka perkalian matriké&B berukuramm x p mendefinisikan suatu transformasi
linier dari KP ke K". Pemetaan ini berkaitan dengan komposisi dari pemetaan
yang didefinisikan melaluh danB.

Teorema 7.0.2MisalkanU,V danW adalah ruang vektor atas suatu lapangan
yang sama. Bilal :V — U danS:U — W adalah transformasi linier, maka
pemetaan komposiSo T :V — W, didefinisikan oleh

(SoT)(v) E'S(T(v)), WweV

adalah suatu transformasi linier (lihat gambar berikut).
\Y U wW

Bukti

Untuk membuktikarSo T adalah suatu transformasi linier, misalkan sebarang
vektorva danv, di V dan sebarang skalare K. GunakanSo T padakva + Vo,
didapat

(SoT)(kvi+v2) = S(T(kv1+V2))
S(KT(v1) +T(v2))
S(kT(v1)) +S(T(v2))
KS(T(va)) + S(T(v2))

= K(SoT)(v1) +(SoT)(vz).

Terlihat bahweSo T adalah suatu pemetaan linier.
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7.1 Ruang Null dan Range

MisalkanV danW adalah ruang vektor atas suatu lapangak/ntuk suatu trans-
formasi linierT :V — W ruang null dari T atau disebut jugkernel dinotasikan
olehN(T) adalah

N(T) ={veV|T(V)=0n}CV.

Sedangkamange dari T dinotasikan oletfR(T ), didefinisikan oleh
R(T)={T(v) eW|veV} CW.

Ruang null dari suatu pemetaan linier adalah himpunan sgetaar-vektor dv
yang dipetakan ke vektor nBj\Q sedangkan range adalah himpunan dari semua
Image dari pemetaan sebagai mana diberikan oleh gambhuberi

T T

v© w VY
I

Teorema berikut menyatkan bahwa ruang null dan range adadalg bagian.

Teorema 7.1.1MisalkanVV danW adalah ruang vektor atas suatu lapangan
danT :V — W adalah suatu transformasi linier. Maka

(1) Ruang NullN(T ) adalah ruang bagian dafi
(2) RangeR(T) adalah ruang bagian d&{T).
Bukti

(1) Diberikan sebarang danv, di N(T ) dan skalac € K, maka dengan meng-
gunakan kelinieran didapat

T(cva+Vv2) =cT(va) +T(v2) = cOy +Ow = Ow.



140

Jadicvg + V2 di N(T) dengan demikialN(T) adalah subruang davi.

(2) Diberikan sebarangsy danw. di R(T), maka dapat dipilihvy danwv> di
V yang memenuht (vq1) =wjp danT(v2) =ws. Sehingga untuk sebarang
c € K didapat

T(evp+Vo) =cT(vq) +T(V2) = cwy +Wo.

Jadicwy +Ws € R(T) dengan demikiak(T) adalah ruang bagian dari ru-

ang vektow. q

Contoh 1 Diberikan suatu transformasi linidr: R* — RS oleh

a

a-+b
T 2 = {b—c] )
q a-+d

(a) Dapatkan suatu basis daiT) dan dimensinya.
(b) Berikan gambaran daiR(T ).

(c) Dapatkan suatu basis d&(T ) dan dimensinya.
Jawab

(a) RuangN(T) adalah didapat dengan menjadikan komponen dari imagenya
sama dengan nol. Dengan demikian didapat sistem persamgsuibmo-

gin:
a+b =0
b—c =0
a+d =0
Sistem persamaan linier homogin ini mempunyai banyak gesg&n diberikan
oleh

—t
t
S= t teR

t
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Jadi
-1
1
N(T) = < ! > |
1
Suatu basis d\(T) hanya memuat satu vektor
-1
1
1
1

akibatnya , diniN(T)) = 1.

(b) Perhatikan bahwa sebarang vektadi range bisa ditulis sebagai

34

untuk beberapa bilangan reab, c dand. Dengan demikian

({8 B[] )

(c) KarenaR(T) adalah suatu ruang bagian d&f, maka dimfR(T)) < 3. Ak-
ibatnya, empat vektor yang dihasilkan dalam (b) adalahdmdugpgan linier
dan tidak membentuk suatu basis diT ). Perhatikan bahwa tiga vektor
pertama dari vektor-vektor tersebut adalah bebas lingeh. J

ST

adalah bebas linier. Dengan demikidradalah suatu basisi dd®{(T ) dan
dim(R(T)) = 3. Perhatikan jug® membangurR3, jadi R(T) = R3.
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Contoh 2 Didefinisikan suatu transformasi liniér: P4(R) — P3(RR) oleh

_dp(x)

T(p¥) ==

DapatkarN(T) danR(T).

, VP(X) € P4(R).

Jawab Perhatikan bahwa semua polinomial kongtéx) = a untuk semua € R
didapat% =0, maka

N(T) = {p(x) =alac R}.
Ditunjukkan pemetaaih adalah pada sebagai berikut. Diberikan sebagaxig=
ax +bx2 +cx+d € P3(R) dapat dipilihp(x) € 24(R) yaitu

_ _ _aas b cp
0(X) _/q(x)dx_/(ax3+bx2+cx+d)dx_4x4+3X3+2x +dxte

yang memenuhi

Dengan demikian

R(T) ={T(p(x)) [ p(x) € P4(R)} = P5(R).

Dalam pembahasan sebelumya telah ditunjukkan bahwa insaigeetbarany €
V bisa dihitung bila imagéd (v;) diketahui untuk masing-masing vekigrdalam
suatu basis dak. Hal ini juga ditunjukkan dalam teorema berikut.

Teorema 7.1.2Bila V danW adalah ruang vektor berdimensi hingga atas suatu
lapangarK dan

B=1{v1,Vva2,...,Vn}

adalah suatu basis untik Bila T : V — W adalah suatu pemetaan linier, maka

R(T) = <{T(V1)7T(V2)7"' 7T(Vn)-}>

Bukti Untuk menunjukkan bahwa dua himpunan sama adalah masismgna
merupakan himpunan bagian dari yang lainnya. PertamawBd&(T ), maka
dapat dipilih suatu vektor € V yang memenuhTl (v) =w. Selanjutnya, karena
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B adalah suatu basis davi, maka juga dapat dipililey,cy,...,c, di K yang
memenuhi

V=CV1+CV2+---+ChVp.

Sehingga didapat
T(V)=T(civi+CoV2+ -+ +CpVn).-

Dengan menggunakan kelinieran darididapat
W=T(V) =c1T(v1)+CoT (V2) +---+CnT (Vn).
Terlihat bahwa sebaramge R(T ) merupakan kombinasi linier dari vektor-vektor
T(v1),T(v2),...,T(Vn).

Jadiw € ({T(v1),T(v2),...,T(Vn).}). Dengan demikian

R(T)C ({T(v1),T(v2),...,T(vn).}).
Sebaliknya, misalkan bahwa sebarang vektor

we {T(wv1), T(v2),....,T(va)}).

Maka dapat dipilih skalar-skal&g, ko, ..., k, di K yang memenubhi

W = KT(v1)+koT (Vo) +---+KknT(Vn)
= T(kva) +T(kov2) + - +T(knVn)
= T(kivp +KkV2+ -+ KknVn).

Terlihat bahwaw adalah image dari kombinasi linier
Kiva +kiva + - - - +knVn
yang merupakan suatu elemen dariJadiw € R(T ), dengan demikian
{T(w),T(v2),...,T(va)}) CR(T).

AkibatnyaR(T) = ({T(v1), T(V2),...,T(Va) }).
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Contoh 3MisalkanT : |R® — R adalah suatu operator linier dBa= {vq,V2,v3}
adalah suatu basis untié yang memenuhi

1 1 2
Tvi)={1|, T(v2)=]0]|, T(va)=|1].
0 -1 -1

1
a. Apakah [2] diR(T)?
1

b. Dapatkan suatu basis untlKT ).

c. Dapatkan ruang nuN(T).

Jawab
1
a. Dari Teorem&.1.2vektorw= | 2| di R(T) bila ada skalaky, ko, danks di
1

R yang memenuhi

N

kiT(v1) +koT (V2) +-kaT (v3) = {

|
S RERE

Himpunan penyelesaian dari sistem persamaan linier ieirdgién oleh

S={(2—r,—1—rr)|r e R}.
Khususnya bila = 0, makak; = 2,ko = —1 dank3 = 0. Jadw € R(T).

=

yaitu

b. Untuk mendapatkan suatu basis dRi{if ), lakukan operasi baris elementer
matriks

1 1 2 101
1 0 1 untuk memperoleh 011j.
0 -11 000
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Karena koefisien pivot dalam kolom ke-1 dan ke-2, maka suadisluntuk
R(T) diberikan oleh

B

Perhatikan bahwa kare®&T ) dibangun oleh dua vektor yang bebas linier,
makaR(T) adalah suatu bidang dalaR? (lihat gambar!).

. KarenaB adalah suatu basis unti®é, maka ruang null adalah himpunan
semua vektokivy + koo + k3vg yang memenuhi

0
kiT (v1) +koT(v2) + k3T (v3) = |:O] .
0

Dengan menggunakan operasi baris elementer didapat syegréduksi

101
011f.
00O

Sehingga didap&i = —ks, ko = —k3 danksz sebarang dR. Dengan demikian
ruang null adalah
N(T) = (—Vv1—V2+V3)

yang merupakan suatu garis dal&h(lihat gambar!).
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Teorema 7.1.3DiberikanV danW adalah ruang vektor berdimensi hingga atas
suatu lapangan yang sama yaitu Bila T : V — W adalah suatu transformasi
linier, maka

dim(V) =dim(R(T)) +dim(N(T)).

Bukti Misalkan bahwa dinfV ) = n. Untuk pembuktian teorema ditinjau tiga ka-
sus. Pertama, untuk dif(T) = dimV = n. Dalam kasus ini, bayangan (image)
dari setiap vektor dV adalah vektor nd@ € W, dengan demikiaR(T) = {0y }.
Sehingga didapat

n=dimV =dimR(T)+dim(N(T)) =0+n.

Selanjutnya, untuk ¥ r =dimN(T) < n. Misalkanvy,V»,...,v; adalah suatu
basis untulN(T). Perluas basis ini d&f sehingga dapat dipilih vektor-vektor di
V

Vr+1,Vr42;---,Vn
yang semuanya bukan Ni(T ) dan memenuhi

V1,V2,...,Vr,Vri1,Vri2,...,Vn
adalah suatu basis dafi Ditunjukkan bahwa himpunan
S={T(Vr+1),T(Vr+2),...,T(Vn)}
adalah suatu basis B(T). Menurut Teorem&.1.2didapat
RT) = ({Tv), T(v2),.... T(W), T(Vra), T(Vrg2),- .., T (V) }) -

KarenaT (v1) = T(wo) = --- = T(v; = Oy, maka vektor-vektor dR(T) meru-
pakan kombinasi linier dari vektor-vektor

T(Vria), T(Vrg2),..., T(Vn).

Jadi
S=({T(Vr11), T(Wr42),...,T(va)}) =R(T).

Untuk menunjukkan bahw@bebas linier, tinjau persamaan

K1 T (Vrga) +Kep 2T (Veg2) + - +Kn T (V) = Ow.



©Subiono,Jurusan Matematika-ITS: Aljabar Linear sebagai pintu masuk memahami Matematika 147

KarenaT adalah transformasi linier, maka didapat
T(KryaVrr1+KeoVrp2+ - +kavn) = Ow.
Hal ini menunjukkan bahwa
KrtaVr+1+KepoVri2+ -+ kavn € N(T).

Tetapi {v1,V2,...,V} adalah suatu basis dN(T), maka dapat dipilih skalar
ki,ko,...,k di K yang memenuhi

Ket1Vr1 -+ KepoVrp2+ - + KoV = KV + KoV + -+ - + KV
Sehingga didapat
—kivi —kovp — - —KeVr +KepaVrp1 + Ko oVr 2 + - - + KoV = Ow.

Karena{vy,Vo,... ,Vr,Vr+1,Vr12,...,Vn} a@dalah suatu basisdi maka bebas lin-
ler dan

kg =kg =+ =k =kj1=k2="=ky=0.
Khususnya didap# 1 = k1o =--- =k, = 0. Jadin—r vektor
T(Vrga), T(Vr42),-.., T (Vn)
adalah suatu basis B{(T ). Akibatnya
dmV)=n=(n—r)+r=dim(R(T))+dim(N(T)).

Terakhir, untukN(T) = {Oy }, maka diniN(T)) = 0. Bila{v1,Vv,...,v,} adalah
suatu basis d¥, maka dengan menggunakan Teorefifa2didapat

R(T) = ({T(v1),T(V2),..., T(Vn)})-
Dengan argumen yang sama sebagaimana dilakukan sebeldidapat bahwa
{T(V]_),T(Vz), <o aT(Vn)}

adalah bebas linier. Jadi did(T)) +dim(R(T)) =0+n=n=dim(V).
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Contoh 7.1.1Didefinisikan transformasi linieT : Z4(R) — ?R) oleh

def d%p(X)
T(p(X) = v

Dapatkan dimensi dari rangedan berikan diskripsi dari range.

Jawab MisalkanB = {1,x,x%,x3,x*} adalah basis baku untuk(R). Karena
p(x) di N(T) bila dan hanya bila mempunyai derajad 0 atau 1, maka ruamg nul
adalah runag bagian dafy(R) yang terdiri dari polinomial berderajad kurang
atau sama dengan satu.. Dengan demil@an,{1,x} adalah suatu basis untuk
N(T) dan dim{N(T)) = 2. Karena dini®?4(R)) = 5, maka berdasarkan Teo-
rema7.1.3didapat

2+dim(R(T))=5, jadi dim(R(T))=5—2=3.
Kemudian sebagaimana bukti dalam Teoréhia3didapat
{TOA),TOO), T(xY} = {2,6x,12¢)

adalah suatu basis unttT ). Perhatikan bahw(T ) adalah?>(IR) yang meru-

pakan subruang da#;(R). 0

7.2 Isomorpisma

Banyak ruang vektor yang sudah dibahas deri pandangaraahalalah sama.
Dalam bagian ini ditunjukkan bahwa suatomorpismayang merupakan su-
atu transformasi linier khusus dapat digunakan untuk nfeeskan hubungan di-
antara dua ruang vektor. Secara esensi pembahasan bede&tiigan pemetaan
satu-satu(injektif) danpada(surjektif).

Definisi 7.2.1 MisalkanU danV adalah ruang vektor atas suatu lapani§atan
T :U — V adalah suatu transformasi linier.

1. Pemetaaf adalahsatu-satu(injektif) bila u = v berakibat bahwa (u) #
T (v). Yaitu, elemen-elemen yang berbedddharus menghasilkan elemen-
elemen image yang berbedawi
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2. Pemetaam adalahpada (surjektif) bilaT(U) = V. Yaitu range daril
adalahv.

PemetaanT dinamakansatu-satu padabijektif) bila T adalah satu-satu dan

pada. q

Ketika untuk menunjukkan bahwa suatu pemetaan adalatsaaiysuatu perny-
ataan ekivelen dapat digunakan. Yaifuadalah satu-satu bila(u) = T(v) be-
rakibat bahwas = v. Untuk menunjukkan bahwa suatu pemetaan pada, haruslah
ditunjukkan bahwa bila sebaramgli V, maka ada beberapa elemea U yang
memenuhil (u) =v.

Contoh 7.2.1MisalkanT : R? — R? adalah pemetaan yang didefinisikan oleh
T(u) = Au, Yu € R? dengan
1 1
N

Tunjukkan bahwda adalah pemetaan bijektif.

Jawab Pertama ditunjukkan bahwiaadalah satu-satu., misalkan

U = {gﬂ dan  up= {gﬁ] :

Maka,

dan

Jadi, bilaT (uy) =T (up), maka

a1 +bq
a1

I
—
S
_|_
o
N
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Sehingga didapat; = a» danb; = by. Dengan demikian; = u,. Jadi, T adalah
satu-satu. Selanjutnya ditunjukkan bahWadalah pada. Misalkan sebarang

V= [V1] € R2. Pilhu= Bl] € R? yang memenuhi
2

V2
o 1 1| |u 1
o= of i = )

Kedua ruas persamaan kalikan dengan invers dari matrtkdapat
Uy _ 0 —-1| |»1 N uz _ —\V2 .
U 1 1| |w uz Vi+V2

—\V>
u= .
[Vl + V2]

Dengan demikial adalah pada. Karenk adalah satu-satu dan pada, mdka
adalah bijektif. Suatu argumentasi alternatif adalah mgrkkan bahwa vektor
kolom-kolom dariA adalah bebas linier, jadi merupakan suatu basis &ari

Oleh karena itu, range dari adalah ruang kolom da# adalah semua vektor di
R?.

Jadi

O

Berikut ini diberikan suatu kegunaan dari ruang nul untukiomgukkan bahwa
suatu transformasi linier adalah satu-satu.

Teorema 7.2.1Suatu transformasi linief : U — V adalah satu-satu bila dan
hanya bila ruang nul terdiri dari hanya vektor noldi

Bukti Misalkan bahwal adalah satu-satu. Maka ditunjukkan bahM@ ) =
{Oy}. Untuk menunjukkan hal ini, misalkan sebarang vektati N(T), jadi
T(u) =0y. Juga,sebgaimana telah diketaf@0y ) = 0y. KarenaTl satu-satu,
maka hanyalah vektor nal = 0y dipetakan menjadd@ JadiN(T) = {0y }.
Sebaliknya, misalkan bahvw&(T) = {0y } danT (u;) = T (uz). Didapat

T(uy) —T(up) =0y = T(up—up) =0y.
Jadiu; —u; € N(T) = {0y }, sehingga didapat; —u, =0y atauu; = up. dengan

demikianT adalah pemetaan satu-satu. q
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Contoh 7.2.2 Didefinisikan suatu operator linidr: R> — R? oleh

(X)) = 2X— 3y
y| ) |5x+2y
Tunjukkan bahwd adalah satu-satu.

Jawab Sebarang vektom di N(T) bila dan hanya bila

2x—3y=0
X+2y=0

Sistem persamaan linier homogini ini mempunyai jawabadrxi= 0,y = 0. Jadi
N(T) = {0}. Dengan menggunakan Teorefh&.1 makaT adalah satu-satu.

O

Telah diketahui bahwa bild : U — V adalah suatu pemetaan linier dan
B={up,up,...,un}
adalah suatu basis untuk maka
R(T) = ({T(u1), T(up),..., T(un)}).
Suatu pertanyaan adalaah apa syarat baggipaya
{T(uw),T(u2),...,T(un)}
adalah juga suatu basis untaKT )? Teorema berikut menjawab pertanyaan ini.
Teorema 7.2.2MisalkanT : U — V adalah suatu pemetaan linier dan
B={ug,uy,...,uy}
adalah suatu basis untuk Bila T adalah satu-satu, maka

{T(ug), T(uz),..., T(un)}
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adalah suatu basis untéT ).

Bukti Dari Teorema/.1.2 maka
R(T) = ({T(u1), T(up),..., T(un)}).

Jadi, cukup ditunjukkan bahwa

{T(uw), T(u2),...,T(un)}
bebas linier dR(T). Tinjau persamaan

C1T(ug) +caT(up) +---4cpT(un) =0y
atau ekivalen dengan
T(Cqu1+ Coup + - - - + Cup) = Ov.
Karenal adalah satu-satu, makT) = {0y}, jadi
C1U; + CoUp + - - - 4+ Cpupy = 0y

KarenaB = {uz,uy, - - - ,u,} adalah besas linier, maka=c; =--- = 0. Dengan
demikian

{T(ug), T(uz),..., T(un)}

adalah suatu basis unt&T ). q

Definisi 7.2.2 MisalkanU danV adalah ruang vektor atas suatu lapani§adan
T :U — V adalah suatu transformasi linier dimahadalah satu-satu dan pada,
makaT dinamakarisomorpisma Dalam hal ini ruang vektdd danV adalah

isomorpik dan dinotasikan oleb = V. 0

Proposisi 7.2.1Misalkan A adalah matriks berukuramx n danT : R" — R"
adalah suatu pemetaan linier yang didefinisikan @lef) = Ax, vx € R". Maka
T adalah sautu isomorpisma bila dan hanya bila ma&ikgempunyai invers.

Bukti MisalkanA mempunyai invers dah sebarang vektor dR" (kodomain).
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Makax = A~1b (di domainT) preimagedarib. Jadi, pemetaaf adalah pada.
Untuk menunjukkan bahwéa pada, perhatikan bahwa persamaan= 0 hanya
mempunyai penyelesaian trivie= A~10=0. JadiN(T) = {0}, dengan demikian
T adalah satu-satu. Jadliadalah satu-satu dan pada. Sehinggadalah iso-
morpisma. Sebaliknya, misalkan bahwaadalah suatu isomorpisma. Maka
T :R" — R" adalah pada, maka vektor kolom danmembangurR" dan karena
R" berdimensn, makavektor-vektor kolom dafi adalah bebas linier. Akibatnya

detA) #£ 0, jadiA punya invers. q

Teorema berikut merupakan hasil utama bahasan pada bagyamg berkaitan
dengan ruang vektor brdimensi hingga.

Teorema 7.2.3Bila V adalah ruang vektor atas suatu lapanigarerdimensn,
makaV danR" adalah isomorpik.

Bukti MisalkanB = {v1,V>,...,vy} adalah suatu basis terurut uniikMisalkan

T :V — R" adalah transformasi koordinat didefinisikan oletv) = [vig. Di-
tunjukkan bahwda adalah isomorpisma. Pertama ditunjukkan bafwadalah
satu-satu. Misalkan bahwiav) = Orn. KarenaB adalah suatu basis, dapat dip-
ilih dengan tunggal skalar, ¢y, . .., Cc, yang memenuhi

V=CV1+CVo+ - -+ ChVp.

Jadi, o o
C1 0
C 0
TV =M= |.|=].].
Cn 0
terlihat bahwec; = cp = --- = ¢, = 0. Dengan demikialN(T) = {0y}, jadi T
adalah satu-satu. Selanjutnya mislkan bahwa
o
k
w= |2
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sebarang vektor dk". Pilih vektorv € V diberikan olehv = kyvi +koVo + - - - +
kavh. Perhatikan bahwa (v) =w, jadi T adalah pada. Dengan demikidn

adalah suatu isomorpisma ddre R". q

Definisi 7.2.3 MisalkanU danV adalah ruang vektor atas suatu lapani§atan
T :U — V adalah suatu transformasi linier satu-satu. Pemetaan

T 1:RT)>U,
didefinisikan oleh
TY(v) =u bila dan hanyabila T(u) =v,

dinamakaninvers dari T. Bila T pada, makal — didefinisikan pada semua

vektor diV. 0

Proposisi 7.2.2MisalkanU danV adalah ruang vektor atas suatu lapangan
danT :U — V suatu pemetaan linier satu-satu. Maka pemetadn R(T) — U
adalah juga suatu transformasi linier.

Bukti Misalkanvy,vo € R(T) dan skalarc € K. Pilih vektoruq,u; € U yang
memenuhv, = T (u7) danv, = T (Up). KarenaT adalah suatu pemetaan linier
maka

T(cup+Up) =cT(ug) +T(Up) = vy +Vo.

Jadi
T_l(CV]_ +Vo) =CUp+Up = CT_l(V]_) -I-T_l(Vg).

AkibatnyaT ~1 adal suatu pemetaan linier. 0

Kesimpulan 7.2.1 MisalkanA adalah suatu matriks berukumamx nyang mem-
punyai invers daff : R" — R" pemetaan linier didefinisikan ol&h(x)Ax, VX €
R". MakaT 1(x) = A~ 1x.

Bukti Bisa digunakan sebagai latihan.
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Teorema 7.2.4Bila U danV adalah ruang vektor berdimensitas suatu lapan-
ganK, makaU danV adalah isomorpik.

Bukti Dengan menggunakan Teorem&.3ada isomorpisma; : U — R" dan
T, :V — R" sebagaimana diberikan oleh Gamfak Misalkan

Ty RN

U

¢
T

\Y

Gambar 7.1p=T, 2o T:U =V

P=T, 10T :U = V.

Untuk menunjukkan bahwa@ adalah pemetaan linier, ingat bahW@1 adalah
pemetaan linier (Proposigi2.2. Dengan menggunakan Teoremd.2 maka
komposisiTZ_loTl adalah suatu pemetaan linier. Pemet@adalah satu-satu
dan pada sebab berdasarkan Gambamaka@ = T;. Jadi@ adalah suatu iso-
morpisma, akibatnyd = V. q

Contoh 7.2.3 Diberikan ruang vektof»(R) dan ruang vektor mariks simetri

Seal®)={ [} ]

Dapatkan secara langsung suatu isomorpismajéai) ke S,.»(R).

@chR}.

Jawab Misalkan basis terurut baku @b(R) dan$.»(IR) masing diberikan oleh

- a5 {[0 909 [ 9.

Misalkan masing-masing; danT, adalah pemetaan koordinat dati(R) dan
S.2(R) keR3. Maka

a - a
Ti(a+bx+c¥) = |b| dan T2<[b CD: bl .
c c
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Perhatikan bahwﬁ{1 :R3 — S..»(R) memetakan vektor

a
b
C

Jadi, isomorpisma yang diharapkan adalah

ke matriks simetri [a b].
b c

Tz_lOTl : Po(R) = Sx2(R)
yang didefinisikan oleh

ab

(T2_10T1)(a+ bx+ cxX) = [b c] . Va+bx+c¥ € P(R).

Misalnya,

(T, 2oT)(14+2x4+3%%) = T, Y(Ta(1+42x+3%%)

i

7.3 Matriks Representasi dari suatu Pemetaan Linier

Diberikan matriksA dengan elemen-elemenRidan berukuram x n. Kombi-
nasi liner dari vektor-vektor kolom da#i di R™ dinamakarruang kolom dari
A dinotasikan oleh k@R\). Juga, didefinisikan ruang nul dari matriksadalah
himpunan semua vektarc R" yang memenuhix = Ogm. Selanjutnya dibahas
matriksA dalam kenteks transformasi lini@r: R" — R™ adalah suatu transfor-
masi linier yang didefinisikan oleh

T(v) =Av, WeR"
Persamaan ini, dapat ditulis dalam bentuk vektor sebagai

T(V) = V1AL + VoA + - - - + VRAR,
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dimanaA; adalah vektor kolom daA danv; adalah komponen kiedari vektorv
untuk 1<i < n. Dalam hal yang demikiaiR(T) yang merupakan ruang bagian
dariR™ adalah sama dengan ruang kolom dgryaitu

R(T) = kol(A).
Dimensi dari ruang kolom dinamakarrank kolom dari A. Juga dapat
N(T) ={ve R"|Av=0grm} = N(A).

Dimensi dariN(A) dinamakamullitas dari A dan menggunakan Teoreridl.3
didapat

rank kolonA) + nullitas(A) = n.
Suatu ruang bagian yang lain d&fl dikaitkan denga adalatruang baris dari
A, dinotasikan oleh b&A) dan merupakan hasil bentangan dari vektor-vektor
baris dariA. Karena operasi tanspose memetakan vektor-vektor barig\de

vektor-vektor klom darA, ruang baris darh adalah sama dengan dengan ruang
kolom dariA! (tanda' adalah transpose), sehingga didapat

bar(A) = kol(A!).

Dengan demikian suatu basis dariapat diperoeleh dengan melakukan reduksi
baris. Kususnya, basis-basis ini adalah vektor-vektas baknol dari hasil pere-
duksian baris. Sebagai kesimulan adalah

Kesimpulan 7.3.1rank baris dan rank kolom dari suatu matrkadalah sama.
0

Selajutnya didefinisikamank dari suatu matriksA sebagai dirtbar{A)) atau
dim(kol(A)) ditulis ranKA), lagi dengan menggunakan Teorerma.3didapat

rank(A) + nullitag(A) = n.

Matriks sudah memainkan peranan penting dalam kajianaaljatier. Dalam
nagian ini dijelaskan keterkaitan diantara matriks derigarsformasi linier. Un-
tuk mengilustrasikan ide ini, misalkan diberikan sebanaragriks A berukuran
mx n, dapat didefinisikan suatu transformasi linferR" — R™M diberikan oleh

T(v) =Av, WeR"
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Dalam Contoh 8, telah ditunjukkan bahwa suatu transformasi lifieiR 3 — R?
adalah secara lengkap ditentuknan oleh image dari vekidderkoordinae,,e»
Vi
Vo | bisa ditulis
V3

danes di R3. Kuncinya adalah menegenali suatu velter

sebagai
V =V1€; + V€2 + V3€3,

sehingga didapat
T(v) =viT(e1) +VoT (€2) + V3T (e3).

Dalam contoh iniT telah didefinisikan, sehingga didapt
1 -1 0
Tley = |1 Tle = | ;| dan Tie 7],

Selanjutnya,matrik®adalah berukuran:23 yang mempuyai kolom adaldrie;, T (e
danT (e3. Maka untuk sebarange R3 didapat

T(v)= E _21 (ﬂv:Av.

Terlihat bahwa transformasi linief diberikan oleh suatu perkalian matriks.
Umumnya,bilarl : R" — RMadalah suatu transformasi linier, maka adalah memu-
ngkinkan untuk menulis

T(V) =Av,

dimanaA adalah matriks berukuran x n yang mempunyai vektor kolom kg-
adalahT (ej) untuk j = 1,2,...,n. Matriks A dinamakarrepresentasi matriks
dari T relatif terhadap basis bakudi R" danR™.

Dalam bagian ini akan ditunjukkan bahwa setiap transforfimasr diantara
ruang vektor berdimensi hingga dapat ditulis sebagai peakalian matriks. S
ecara umum, misalkavi danW adalah ruang vektor atas suatu lapankjashan
mempunyai dimensi berhingga dengan masing-masing basrsitéetapB dan
B'. BilaT :V — W adalah suatu transformasi linier, maka ada suatu mariks
yang memenuhi

[T(v)]lg =AlV]s. (7.1)



(©Subiono,Jurusan Matematika-ITS: Aljabar Linear sebagai pintu masuk memahami Matematika 159

Dalam kasus inV = R" danW = R™;, dan masing-masing danB’ adalah basis
baku diR" danR™. Persamaaii.1 ekivalen dengan

T(u) =Awv.

Berikut ini secara rinci dibahas representasi matriks slzaitu pemetaan linier.
Misal V danW adalah ruang vektor berturut-turut dengan basis terurut

B={v1,Vo,...,Vn} dan B ={wi,w;, ..., Wn}.

Selanjutnya, misalkam : V — W adalah suatu transformasi linier. Berikutnya,
diberikan sebarang vektwrdi V dan misalkan

C1
C2
Vis=| .

Cn

adalah vektor koordinat davirelatif terhadap basiB. Jadi
V=CV1+CoVo+ -+ CnVp
Pada persamaan ini kedua sisi kenakatidapat
T(v) = T(civi+Cova+---+CnVn)
= 1 T(V1)+CoT (Vo) +---+CnT(Vn). (7.2)

catatan bahwa untuk masing-masing 1,2,...,n vektorT(v;) di W. Jadi ada
dengan tunggal skalar j dengan I< i < mdan 1< j < nyang memenuhi

T(vi) = apiWi+agWo+ -+ am1Wm
T(v2) = agoWyp+agoWo+ -+ amoWm

T(Vn) = aynWi+agaWo+-- -+ amnWm.

Jadi, vektor koordinat relatif terhadap baBigliberikan oleh

apj
ayj

T(vi)lg = untuk i=12,...,n

Y

_a.rn’i_
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Dengan demikian vektor koordinat dari vekioiv) pada Persamaah2 menjadi

_81,1_ _81,2_ _al,n_
Tl =cr | 2| 4o | 22| 4o tcn | 2 (7.3)
| am,1 | Am.2 | | ampn |
atau dalam bentuk persamaan matriks
_81,1 a2 ... al,n_ _01_
TWlg = |2t %2 0 o) (7.4
|8m1 8m2 ... @mn| |Cn

Matriks sebelah kanan Perasamdafdinotasikan oIeHjT}E', sehingga didapat
T = [Tv)lg TVlg - [TVa)g.]

Matriks[T]E dinamakamnatriks dari T relatif terhadap basisB danB'. Dalam
kasusT :V — V adalah suatu operator linier d&adalah suatu basis terurut
tetap untukv representasi matriks untuk pemetdadinotasikan olehT ]g.

Apa yang telah dibahas ini diringkas dalam kesimpulan brik
Kesimpulan 7.3.2MisalkanV danW ruang vektor bedimensi hingga dengan
masing-masing basis terurut
B={vi,Vo,...,vn} dan B ={w;,w;, ..., Wy}

dan misalkarT :V — W adalah suatu transformasi linier. Maka matrik$g
adalah representasi matriks darirelatif terhadap basiB danB’. Lagipula,
koordinat dariT (v) relatif terhadap basB’ diberikan oleh

T(V)]g =TS Me.
O

Misalkan dalam Kesimpulan.3.2ruang vekto =W BdanB’ adalah dua basis
terurut yang berbedauntidkdanT :V — V adalah suatu operator identitas yaitu
T(v) =v, forallveV. Maka[T]E adalah suatu matriks perubahan b4g§
(matriks transisi) yang telah dibahas dalam Bagiah
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Contoh 7.3.1 Didefinisikan suatu operator linidr: R® — R3 oleh

()12

a. Dapatkan matriks dafi relatif terhadap basis baku unti2.
b. Gunakan hasil (a) untuk mendapatkan

(i)

a. MisalkanB = {e;,e,,e3} adalah basis baku untl®e. Karena

1 0 0
[T(ey)lg=|0]|,[T(e)lg= —1] dan [T(es)ls= 0],
0 0 1
maka
1 0 O
Tlg = {O -1 0]
0O 0 1
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Berikut ini diberikan ringkasan proses untuk memperolgirasentasi matriks
dari suatu transformasi linidr : V — W relatif terhadap basiB danB'.

1. Untuk basi®B = {v1,vo,...,Vp}, dapatkar (v1), T (V2),..., T (Vn).

2. Dapatkan masing-masing koordinat dBfvy), T (V2),..., T (vy) relatif ter-
hadap basis
B = {wy,Wa,...,Wn}.

Yaitu, dapatkan
[T(va)le, [T(v2)lg, ..., [T (Vn)lg-

3. Hitungvig.
4. Hitung koordinat dart (v) relatif terhadap basB’ melalui

C1
C2

5. MakaT (V) = CciWy + CoWo + - - - + CWn .
Contoh 7.3.2Misalkan T : R2 — R3 adalah transformasi linier didefinisikan

oleh T(v) = (ED - {Xiy]

X—y
dan misalkan masing-masing

o~ () o o={3 B )

adalah basis terurut unti®é danR?3,

a. Dapatkan(T]E.
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::23] . DapatkanT (v) secara langsung dan kemudian gunakan
matriks dari hasil (a).

b. Misalkanv =

Jawab

a. KenakanT pada vektor basis d8, didapat

2 1
T(H): 3| dan T(ﬁ]): al.
—1 2
Selanjutnya dapatkan masing-masing koordinat dari vektsebut relatif
terhadap basiB'. Yaitu mendapatkan skalar-skalar yang memenubhi

Bl -1
-l

Penyelesaian pada sistem perasamaa linier yang pertahah ada

dan

ap=—-1la=4 dan az=-1
dan peyelesaian pada sistem perasamaa linier yang kedah ada

b1:—3,b2:2 dan bz =2.

o [-1-3
e =14 2
1 2

Jadi

b. Dengan menggunakan definislangsung, didapat

(EINEERE
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Berikutnya, untuk menggunakan matriKg E’ pada bagian (a) diperlukan koor-
dinat dariv relatif terhadap basiB. Perhatikan bahwa, penyelesaian dari per-

—'— pum— p— ——’ = .

Jadi, vektor koordinat davi = [_2

] relatif terhadap basiB adalah

Selanjutnya dapat dihitunf menggunakan perkalian matriks sehingga didapat

—1 —3]

Ty = [ _41 ; [:g] _ F4].

L

terlihat hasilnya sama dengan hasil perhitungan langsung.

Jadi

Contoh 7.3.3 Didefinisikan suatu transformasi liniér: %(R) — P3(R) oleh

d?p(x) dp(x)

2

T(P(x)) =X — 2= +XP(x), Vp(x) € L2(R).

Dapatkan representasi matriksdanielatif terhadap basi baku unt@(R) dan
P3(R) .

Jawab Karena basis baku untuk(R) adalahB = {1,x,x°}, maka pertama di-
hitung

T(L) =x T(X)=xX%—2,T(x?) =x(2) —2(2X) + X(X%) = x° + 2% — 4x.
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Karena basis baku untuks(R) adalahB’ = {1,x,x%,x3}, maka koordinat dari
vektorT (1), T(x), T (x?) relatif terhadap bas®’ adalah:

0 —2 0
TWs = [o| TXIe=| ;| dan &= |7
0 0 1

Jadi representasi matriks ddrirelatif terhadap basiB danB’ adalah

0 -2 0
|1 0 —4
m5201 2 |-

00 1

Sebagai suatu contoh, misalkpfx) = x4 —3x+ 1. Karenap'(x) = 2x— 3 dan
p”(x) = 2, maka didapat
T(p(x)) = x2(2)—2(2x—3) +x(x*—3x+1)
= X>—x?—3x+6.

Untuk menggunakan representasi matriks darelatif terhadap basiB’ diten-
tukan dulu

Sehingga koordinat dari image d(ix) oleh pemetaaii relatif terhadap basis
B’ diberikan oleh

0 -2 0 1 6
TPl = MKl = |5 = P#i
oo 1|L1 1

Sehingga didapat
T(p(X)) =6—3x— x>+,

hasil ini sesuai dengan penghitungan langstfg(x)).
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Sebagai akibat dari beberapa pembahasan diberikan séleaudgait.

Akibat 7.3.1 MisalkanV danW adalah ruang vektor berdimensi hingga dengan
msaing-masin basis teruBtdanB’. Bila SdanT adalah transformasi linier dari

V keW, maka 1[S+TI8 =[98 +[T]E

2. [KTIE =KI[TIE, untuk sebarang skalare K.

Akibat 7.3.2 MisalkanU,V danW adalah ruang vektor berdimensi hingga den-
gan masing-msing basis teruf3tB’ danB”. BilaT:U — V danS:V — W
adalah transformasi linier, maka

[SoTIE = [SETE.

Kesimpulan 7.3.3MisalkanV adalah ruang vektor berdimensi hingga dengan
basis tereuruB. Bila T adalah suatu operator linier padamaka

[T"g = ([TIg)"

Kesimpulan 7.3.4 MisalkanT adalah suatu operator linier yang mempunyai in-
vers pada suatu ruang vekiberdimensi hingga dad adalah suatu basis teru-
rut untukV. Maka

7.4 Similaritas

Sebagaimana telah dibahas bahwa Bilav — V adalah operator linier pada
ruang vekto®V danB adalah suatu basis terurut untuk makaT mempunyai
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suatu representasi matriks relatif terhadap bBsisMatriks yang tertentu un-
tuk T bergantung pada pilihan basis yang ditentutkan. Sebagaatakatriks
yang berkaitan dengan suatu transformasi linier tidakgahgApapun hal ini,
tindakan dari operatdr padaV tampa memperhatikan representasi matriks ter-
tentu adalah selalu sama. Hal ini dijelaskan oleh contoifkinter

Contoh 7.4.1MisalkanT : R? — R? adalah operator linier didefinisikan oleh

T X|\ | xX+y
y| ) |—2x+4y|
Juga, misalkan diberikan dua basis terurut uitékaitu basis bak®; = {e1,e0}

danB; 1 , ; . Selidiki bahwa tindakan pada vekw& [:23
T adalah sama terhadap pilihan bajsataupun basiB, dari representasi ma-
triks T yang digunakan.

oleh operator

Jawab Representasi matriks dafi relatif terhadap basiB; dan B, masing-
masing adalah

0 3|

—2 4

o= |1 3 dan Me=|5 3

Perhatikan bahwa

Vg, = E] dan  [Vlg,= H :

Gunakan representasi dari operatorelatif masing-masing terhadap baBis

danBy didapat
TWle, = Moe, = | % 4! 13 = |3

T(V)ls, = [Tls, Ms, = [g g] H _ ﬁ] |

Untuk melihat hasil-hasil ini sama sebagai berikut:

rw-aff 8- [ awra-of] f§ - [§

dan
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Teorema berikut memberikan hubungan diantara matriksteaintuk suatu
operator linier relatif terhadap dua basis yang berbeda.

Teorema 7.4.1MisalkanV adalah suatu ruang vektor berdimensi hindgajan
B> adalah dua basis terurut yang berbeda umMulanT :V — V adalah suatu
operator linier. Misalka® = [I]E; adalah matriks transisi daBp ke B1. Maka

Tls, =P '[Tlg,P
Bukti Misalkanv sebarang vektdv, didapat
[T(V)]B, = [T]B,[VlB,.

Cara lain untuk menghitunffvig, sebagai berikut: KarenR adalah matriks
transisi dariB, ke B, maka
Vg, = PIVg,.

Jadi koordinat darT (v) relatif terhada®B, diberikan oleh
[T(V)lg, = [T]g,Vlg, = [T]g,PIVlg,.

Kedua ruas persamaan kalikan dari kiri dengart yaitu merupakan matriks
transisi dariB; ke By, didapat

P T (v)lg, = P [T]g,PVlg,,
tetapiP [T (v)]g, = [T (V)]g,. Jadi
[T(V)lg, = P }[Tlg,PVg,. (7.5)
karena dalam Persama@m berlaku untuk semua vekturdi V, maka

[Tlg,=P ![Tlg,P.  (Lihat Gambai7.2)
O

Contoh 7.4.1 Misalkan bahwarl,B; dan B, adalah operator linier dan basis-
basis terurut sebagaimana dalam Conteghl Maka

o= | % 4
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[T(V)g,
[V] By [T]Bl ( )B
P p-t
[Tlg,
Vi, [T(V)lg,

Gambar 7.2: Diagram Perubahan Basis

Gunakan Teorema.4.1luntuk menyelidiki bahwa

2 0
[Tlg, = [O 3] :
Jawab KarenaB; adalah basis baku untii?, maka matriks transisi daB, ke
B1 adalah
11
P=lllg; = [1 2] ’
sehingga didapat
1 |2 -1
pl_ [_1 .
Jadi,

4 [2 —1][1 111 [20
P 1Tle,P= {—1 1] [—2 4] [1 2] - lo 3] = [Tl
O

Contoh 7.4.2MisalkanT : R? — R? adalah operator linier didefinisikan oleh
T(B) =[] vl
y 3X+Yy y
2 1 1 0
{5 ol oo == {1 )

adalah basis terurut unti&?. Dapatkan matriks daff relatif terhadamB; dan
gunakan Teorema.4.1untuk mendapatkan matriks ddrirelatif terhadaB,.

Misalkan
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Jawab Karena

didapat

=[5, [3].]=[% 3]

matriks transisi darB, ke B; adalah

P=[I]g: = ”—11] . [_31] Bj B {—11 _21]

Gunakan Teorema.4.1didapat

T, = P-l{TlaP= {2 1] {_5 _3] [1 _1]

116 5||-1 2
_[-3 2
~ -1 3"

O

Secara umum, bil& dan B matriks persegi adalah representasi untuk opera-
tor linier yang sama, maka kedua matriks tersebut dinamakailar. Den-

gan menggunakan Teoreriat.1dapat didefinisikan similaritas untuk matriks-
matriks persegi tampa merujuk pada suatu operator linier.

Definisi 7.4.1 Misalkan A danB matriks berukuram x n. Dikatakan bahwa
similar dengarB bila ada suatu matrik8 yang punya invers sedemikian hingga

_p1
B=P "AP. 0

Pengertian dari similaritas menjelaskan suatu relastaliamatriks persegi yang
mempunyai sifat:

1. Similar dengan dirinya senditi= | ~*Al untuk sebarang matriks perséyi
dan matriks identitakyang sesuai ukurannya.
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2. Simetri, BilaA similar dengarB, makaB similar dengamA. Sebab bila
B= P 1AP, makaA=PBP 1 =Q!'BQdimanaQ =P L.

3. Transitif, BilaA similar dengarB, danB similar dengarC, makaA similar
dengarC. Sebab bild8 = P~ 1APdanC = Q 1BQ maka

C=Q }P'APQ=(Q P HAPQ) = (PQ 'A(PQ =R AR

dimanaR = PQ. Terlihat bahwa similaritas diantara matriks-matrikslada
relasiekivalen.

Pada pembahasan berikut ini digunakan notasi(T,B,B’) yang menyata-
kan representasi matriks dari dimanaT :V — W adalah suatu transformasi
linier dengarlv danW berdimensi hingga dan masing-masiBglanB’ adalah
basis terurut untuk’ danWw.

7.5 BENTUK NORMAL DIAGONAL SATUAN

Diberikan pemetaan liniélr : V — W terhadap basis terurBtuntuk ruang vektor

V dan basis teruruB’ untuk ruang vektoW, bagaimana cara memilih basis
terurutB untuk ruang vektov dan basis terurd® untuk ruang vektow supaya
representasi matrik8 = (T,B,B’) mempunyai bentuk normal diagonal satuan
yang sederhana, yaitu matriks:

dengan; adalah matriks satuan berukumar r danr < min{dim(V),dim(W)}.
Untuk memperoleh cara yang dimaksud ini digunakan sifakber

SIFAT Misalkan pemetaan linief : V — W, masing-masing dimensi danW
adalahm dann dengan difim(T)) = r. Maka ada basis teruri& dariV dan
basis teruruB’ dariW sehingga representasi matriks darberbentuk normal
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diagonal satuan, yaitu

B ¢ 0 ) r
A=(fBC)= | .. ... ..
0 : 0 I n—r
r m-—r

Bukti Dari sifat dimensi pemetaan linier didapat,
dim(N(T)) =dim(V) —dim(R(T)) = m—r.

Misalkanv;1,...,Vm adalah suatu basis terurut d&{T). Perluas basis ini
sampai diperoleh basis terurut

B=V1,...,Vr,Vr41,...,Vm
dari ruang vekto¥ . Dari pengertian kernel didapat
T(Vry1) =0w,..., T(vm) =0w.
Selanjutnya pilih vektor-vektor
Wi,....W; € R(T)

yang memenuhi

T(Vy) =Wy,..., T(V) =W,
Jelas bahwa vektor-vektow,, ... ,w, adalah suatu basis terurut d&(iT). Se-
lanjutnya perluas basis ini sampai diperoleh basis terurut

B =Wi,...,Wr,Wry1,...,Wn

dari ruang vektoW. Jadi, terhadap basis teruBitlari ruang vekto¥ dan basis
terurutB’ dari ruang vektowW, pemetaai didefinisikan oleh

T(Vl) :W17' .- 7T(VI’) :WryT(VH—l) :0\N7' .- 7T(Vm) :O\N
Dari definisi ini terlihat bahwa representasi matmiks: (T,B,B’) adalah:

B ¢ O ) r
A=(T,BC)= | ... ... ...
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Contoh 7.5.1 Misalkan representasi matriks dari suatu pemetaan liarbatap
basis baku terurut, diberikan oleh:

12 3
A=]12 31
3 54

Dapatkan basis-basis terurut ddrilanW supaya dengan basis-basis ini pemetaan
linier mempunyai representasi matriks berbentuk nornegainal satuan.

Jawab Pertama, tentukan kernel dd&idengan menyelesaikan persamaan=
Ogs, didapat:
ker(A) = {x(?, —51) |xe R}

ker(A) = <{(7, 5 1)’}>.

Perluas basis dari kernel sehingga diperoleh basis terurut

atau

B— {(1, 0,0),(0,1,0), (7,—5, 1)’} .

Selanjutnya dapatkan basis terurut dari ImAgebagai berikut:

123 1 1 123 0 2
2 31 O|l=12]|,[]2 31 1|=13
3 54 0 3 3 54 0 5

Perluas basis terurut ini sehingga diperoleh:
B={(123,235),(1,00'}

adalah basis terurut dari ruang vekidr Selanjutnya selidiki dengan basis-
basis teruruB danB’, matriks representasi berbentuk normal diagonal satuan
sebagaimana berikut ini. Persamaan-persamaan yang mkamoetriks

P~1=(T,B,B)

dengarB basis terurut baku adalah:
lv(va) =v1 = (1,0,0),
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lv(v2) =v2 =(0,1,0)

dan
IV (\73) = \73 - (77 _57 1)/
Sehingga didapat:

10 7
Pi=|01-5].
00 1

Dengan cara serupa, persamaan-persamaan yang membedidks @1 =
(T,B’,B) dengarB’ basis terurut baku adalah:

lw(Wp) =Wy = (1,2,3),
lW(WZ) :WZ = (27 37 5)/

dan
lw(Ws) =Wz = (1,0,0)".
Sehingga didapat:
121 0O 5 -3
Ql{z 3 o] ;»Q[o -3 2]
350 1 1 -1

dan matriksA = QAP diberikan oleh:

[0 5 —31[123][10 7 0
A=|0-3 2 ||231|]|01-5]|= 0l.
11 -1|[354]|00 1 0

7.6 \Vektor-Karakteristik dan Ruang-Karakteristik Tergenar-
alisir
MisalkanT : U — U suatu pemetaan linier pada ruang vektbberdimensin

atas lapangaR. Bilau € U danA € F memenuhil (u) = Au, makau dinamakan
suatu vektor-eigen dafi yang bersesuaian dengan nilai-eigen
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Misalkan A suatu matriks ukuran x n dengan elemen-elemennya di suatu
lapangarF. Bila ada vektor tak nok € F" dan skala\ € F yang memenuhi
Ax = AXx, makax dikatakan suatu vektor-eigen dari matriksgang bersesuaian
dengan nilai-eigen.

Misalkan matriksA = (T,B,B) adalah representasi dari pemetaan lidier
U — U terhadap basis terurtdari ruang vektotJ. Selanjutnya bilgpg adalah
pemetaan koordinat dati ke F", makaA = pBTpIg1 danx = pg(u). Jadi

AX=Ax & (ppTpgt)(pr(u)) =App(u)
< pp(T(u) = pg(Au)
< T(u)=Au

Teorema 7.6.1Bila T : U — U suatu pemetaan linier dan masing masing matriks
A= (T,B,B) danA = (T,B,B) adalah representasi daridengan basis terurut
yang berbeda, maka nilai-eigen dArsama dengan nilai-eigen dai

Bukti MisalkanP = (Iy,B,B) matriks perubahan basis dari baBike basis
B, makaA = PAPL. Bila Ax = Ax didapat(PAP~1)(Px) = A\(Px). Sehingga
diperolehAx = Ax dimanax = Px. Terlihat bahwa matriké danA mempunyai

nilai-eigen yang sama. q

Cara Menghitung Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Misalkan A suatu matriks berukuramx n dan Ax = Ax dengarx == 0 danx €

F", maka(Al —A)x =0, dengan adalah matriks identitas berukuran ukuran
n x n. Persamaan homog{il — A)x = 0 mempunyai jawab nontrivial bila dan
hanya bila dgi\l —A) = 0. Persamaan detl — A) = 0 dinamakan persamaan
kharakteristik dari matrik#\ yang merupakan persamaan polinomial dakam
dengan derajad.

Contoh 7.6.1Diberikan matriks

0 1 A -1
A=[_2 3]:>det([2 A_3])=A2—3A+2=(A—z)o\—l).
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Untuk A = 2 didapat:

£ 4)[2)-[2]-nemene 2]

sedangkan untuk = 1 didapat:

2 2] =[o]mmmerei]

7.7 Pendiagonalan Matriks Persegi

Pendiagonalan matriks persegi merupakan suatu alat yaggri@ebagi matriks
yang bisa didiagonalkan dan banyak aplikasinya. Berikudilverikan sifat me-
ngenai pendiagonalan suatu matriks persegi.

Teorema 7.7.1Suatu matriksA berukurann x n dengan elemen-elemen Hi
similar dengan matriks diagonal bila dan hanya bila eigkioresigenvektornya
membentang ruang" (spanf™").

Bukti Misalkanxy,Xo,...,X, adalah vektor-eigen dari matriksdengan
(X1,X2,...,Xn) =F".
Jadi matriks
Q=1[x1|X2] ... [Xn]
mempunyai invers, misalka@ ! = P. Sehingga didapat
AQ = Alxy|X2] ... |Xn]
= [AX[AXp] ... | A%

= D\le‘)\ZXz‘...‘)\an]
(AL .. . 0 |
: A
= [X1|X2| ... |Xn] 2 .
o ... ... An

— QA A=Q AQ=A=PAP L
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O
Contoh 7.7.1 Selidiki apakah matriks dibawah ini bisa didiagonalkan!
0 1
SIEH
Dalam pembahasan sebelum didapat bahwa
AX1 = )\1X1 danAXz = )\2X2
dengan
M=2 Xi— | 1| damo=1, Xo= |
1— 9 1— 2 2— 9 2 — 1 .
Untuk matriks
Q=X1Xd = | - 1
didapat
~ 1.~ |1 1 O 1|11 |20
A=Q AQ_[Z —1||-2 3|21 |01}
Terlihat bahwa matriké dapat didiagonalkan menjadi matriks 0

Teorema 7.7.2Bila matriks A berukurann x n mempunyain eigenvalue yang
berbeda satu dengan yang lainnya, maka eigenvektor-agemaya bebas li-
nier.

Bukti MisalkanA1,Ao,..., Ay adalah eigenvalue-eigenvalue yang berbeda satu
dengan yang lainnya daXy,Xo,..., X, adalah eigenvektor-eigenvektor. yang
bersesuaian. Dengan menggunakan induksi dibuktikan beigeavektor eigen-
vektor tsb. bebas linier. Misalkan bahwa

X1,X2,..., Xk
bebas linier dan untuk

ayX1+apXo+ ... +aXk+aks 1 Xkr1 =0. (7.6)
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Sehingga didapat
AlasX1+aXo+ ...+ aXk+ak: 1 Xkr1) =0

atau
A1 X1+ aoAoXo + ...+ ahikXk + &k 1Ak 1 Xk 1 =0. (7.7)

Kalikan Ay, 1 pada Persamaan.6 selanjutnya hasilnya kurangkan pada Per-
samaary.7 didapat:

a1 (A1 —Akr1) X1+ a2 — A1) X+ ..+ ak(Ak— Ak+1) Xk =0.
KarenaXy,...,Xy bebas linier danj # Aj,Vi # j, maka haruslah
apa=a=...—=a=0

. Sehingga Persamadn6 menjadiay, 1 Xk 1 = 0 dan karen&Xy. 1 # 0, maka
haruslahay 1 = 0. Terlihat bahwa bila dari kenyataan Persama&menjadi
a1 1Xkr1 = 0 dan karena dipenuhi maka berakibat

p=L@=..==a&1=0,
hal ini menunjukkan bahwa vektor-vektor
X1,X1,. .o, Xk, Xkr1

adalah bebas linier.

Kesimpulan 7.7.1 Bila matriksA berukuram x n dengan elemen-elemen di la-
panganf mempunyai eigenvalue-eigenvalue yang berbeda, makaksAtda-
pat didiagonalkan.

Bukti Dengan menggunakan dua hasil sebelumnya didapat bahwayelkgor-
eigenvektor yang bersesuaian dengan eigenvalue-eigenvarupakan vektor-
vektor yang bebas linier. Sehingga vektor-vektor ini mentélegkan keselu-

ruhan ruang™. Akibatnya matriksA dapat didiagonalkan. q
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Contoh 7.7.2Diberikan matriks

N

Polinomial kharakteristilA adalah

o O O
R O Pk
o~ O

A -1 0
N 0 -1
pA)=| 0 A -1 =)\‘ - ‘+1‘_ R ‘
6 11 6 11 A—6 6 A\—6

PA) =AAN°—6A)+1IA—6=A3—6N°+1IN—6=(A—3)(A—2)(A—1).

DidapatA1 = 3,A2 = 2 danA3 = 1. Sehingga didapat pasangan eigenvalue-
eigenvektor:

1 1
A =3X1= |:3] iAo =2,Xo = |:2] i A3=1,X3= |:

9

dan

111 1 -3 3
Q=X1X2X3]=|321|=Q!=|-3 4 —1].
941

Matriks A = Q1AQ adalah matriks diagonal dengan elemen-elemen diagonal

)\1=3,)\2:2dan)\3=1. O

MATRIKS INVARIAN

Suatu matriks persegi invarian adalah suatu sifat dariiksatang tidak berubah
bila matriks ditransformasi dengan suatu cara tertentgerisalue-eigenvalue
dari suatu matriks adalah invarian dibawah suatu transsrkesemilaran, be-
gitu juga trace dan determinannya. (Trace suatu matr&dalah jumlah keselu-

n
ruhan eleme-elemen diagonalnyia(A) = 3 a; ).
i=1
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Teorema 7.7.3Bila A adalah eigenvalue dari matriks makah juga eigenvalue
dari suatu matrik®AP 1

Bukti Misalkan
AX=AX dan Y =PX

dengarP matriks yang punya invers, ja¥i= P~1Y. Sehingga didapat
APY) =A(PYY) = (PAP L)Y =Y.

Terlihat bahwa\ juga eigenvalue dari matrikRAP 1.

O
Teorema 7.7.4Bila ABC adalah hasil kali matriks persegi, makg ABC) =
tr (BCA).
Bukti
n n
(ABC)i| = ( aj jbj ka|>
k=1 \ j=1
Didapat
n n n n
tr (ABC) = (ABC)j i = aj,jbj kCk,i
i= i; kZl ;1
n ( n ( n
= bchk,a* i —=tr (BCA)
APAPA
O

Teorema 7.7.5Trace dan determinan dari suatu matriks persegi adalahanva
dalam suatu tranformasi similar. Lagi pula bila matrikslapat didiagonalkan
dengan eigenvalug,i =1,...,n, maka

n n

tr(A):_;)\i dan det(A):D)\i.
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Bukti Dari hasil sebelumnyar (PAP1) =tr (P~1PA) =tr (A). Sehingga dida-
pat

det(PAP 1) = det(P)det(A)det(P1)

I

Q.

@D
f—\r:/—\/—\

>

Jelas bahwa bilRAP1 = A_\dengané_\matriks diagonal dengan elemen-elemen
diagonali,i =1,...,n, maka

n n

tr(A):_;)\i dan det(A):D)\i.

Contoh 7.7.3 Diberikan matriks matriks

0 1 0
A=|0 0 1|=M=3A=2A3=1
6 —11 6

Sedangkan trace dari matriksadalah

tr(A)=0+0+6=6

AM+A2+A3=3+2+1=6 } = 1r (A) =A1+A2+As.

Sehinggadidapat

=6

det(A) :6‘ é (1) ‘
~ det(A) = Ahoha.

AMAAz=3(2)(1) =6
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MULTIPLISITAS GEOMETRI dan ALJABAR

MisalkanA adalah suatu eigenvalue dari pemetaan lifiietU — U. Himpunan
semua eigenvektor-eigenvektor yang bersesuaian denganvalueA beserta
vektor nol dinamakan ruang eigen (eigen space)datinotasikan olett) (U).
Ruang eigerk, (U) adalah ruang bagian dari ruang vekithrsebab merupakan
kernel dari pemetaan

(Aly —A).

Dimensi dari subruang, (U) dinamakarmmultiplisitas geometridari A dan ba-
nyaknyah yang sama (kembar/rangkap) dinamakauitiplisitas aljabardariA.
Misalkan multiplisitas geometri daN adalaha dan multiplisitas aljabar dan
adalahb, makaa <b

Contoh 7.7.4Diberikan matriks

2 -1 -1
A=|0 3 1 |=detA\l—A)=A—-4) A-2)7>2
01 3

Sehingga didapat

2 1 1 1
E4(R3)ker([0 1 —1])<{—1]>
0 -1 1 —1
01 1 1 0
EZ(R?’):ker([Ol 1]):<{0],{ 1]>
0 -1 -1 0 —1

Terlihat bahwa untuk = 4 ataupurh = 2, multiplisitas geometri = multiplisitas
aljabar. Jadi matriké dapat didiagonalkan.

dan

O

Contoh 7.7.5Diberikan matriks

210
A=|0 2 0| =detA\l —A)=(A—4) (A—2)2
00 4
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Sehingga didapat

dan

0 -1 0 1
Eo(R%) =ker(| 0O 0 O )=< 0 >

0O 0 -2 0

Terlihat bahwa untulk = 4 multiplisitas geometri= multiplisitas aljabar, tetapi
untuk A = 2 multiplisitas geometri multiplisitas aljabar. Dengan demikian

matriksA tidak dapat didiagonalkan. 0

Teorema 7.7.6Bila det(Al —A) =A"+c_1A" 1 +...+co=p(A), maka
A"+ A"l =0

Bukti Bila PAP~! =D dimana matrik® adalah matriks diagonal dengan elemen-
elemen diagonah;,i = 1,...,n adalah eigenvalue-eigenvalue dari matriks
Maka didapat :

An—f—Cn_lAn_l—I— oo 4+C = P_l(Dn+Cn_an_1+ .- 4col )P

p(A) ... O
=Pt =
i 0 P(An)
0 ... 0
_ p1: . P
0..0
-0
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Contoh 7.7.6 Diberikan matriks

0 1 0
A=|0 0 1| =detA\l—A) =A3—6\2+11\—6.
6 —11 6

Didapat matriksA® — 6A% + 11A— 6l adalah:

6 —-11 6 0 0 6
36 —60 25| —-| 36 —66 36

150 —239 90 216 —360 150

0O 11 O 6 00
+1 0 O 11|—-|106 0| =
66 —121 66 006

[ (6—6) (—11+11) (6—6) ]

(36— 36) (—60-+66—6) (25— 36+ 11)
| (150—216+66) (—239+360—121) (90— 150+ 66— 6)

HH

7.8 Orthogonal

—

O O o
o O o
o O o

MisalkanV suatu ruang vektor atas lapangan Kil Hasil kali dalam riil (real
inner product) juga dinamakan bilinier adalah fungsi §axiV ke R dinotasikan
oleh(u,v) yang memenuhi

® (riug+roup, V) =rq (U, V) +ro{uz,v) danry,ro € R (Linier).
® (u,v) = (v,u) untuk semua.,v € V (Simetri).

® (u,u)y > 0 untuk semua € V dan(u,u) = 0 bila dan hanya bila =0 (semi
definit positip).
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Bila
X = (X]_, - ,Xn)/, y: (Yl; .. ,yn)/ & Rn,
maka hasil kali dalam baku diberikan oleh

def
Xy) =Y XV
2,7

(juga dinamakan dot product dalam geometri Euclide). Bektor-vektorx dan
y disajikan dalam vektor kolom, maka

<X7 y> — X/y

Suatunorm dari ruang vekto®V ke lapangan riilR adalah suatu fungsi dino-
tasikan oleh| - || yang memenuhi

@ ||v|| > 0 untuk semua € V dan||v|| = 0 bila dan hanya bila = 0 (Definit
positip).

d ||rv|| = |r|||v]| untuk semua € V.r ¢ R

@ ||lu+v| < |ju]|+ V|| untuk semua,v € V (Pertaksamaan segitiga).

NORM EUCLIDE

Untuk setiapu € R" norm Euclide diberikan oleh

1
n p
def
Jullp (_;|uip)
|=

dalam hal ini dinamakan norm- Khusus untukp = 2 cukup ditulis

Jul = (iiuiz)%

MisalkanV suatu ruang vektor atas lapand&n

® Dua vektom,v € V dikatakanorthogonalbila (u,v) = 0.
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® Suatu himpunan dari vektor-vektor adatatthogonalbila setiap dua pasang
vektor orthogonal.

® Suatu vektou € V adalahternormalisir bila |ju|| = 1.
® Dua vektom,v € V dikatakanorthonormal bila

juf=[v[[=1 dan {uv)=0.
. : : - u
Setiap vektou € V bisa dinormalisir kedalam bentbmj—u.

Contoh 7.8.1 Himpunan vektor-vektor

{(3,0/,(0,1)'}

adalah orthonormal, tetapi

{(17 1)/7 (_17 1)/}

adalah orthogonal. Himpunan yang terakhir ini dapat dianiorthonormal se-
bagai mana himpunan berikut ini

((57) ()

Perhatikan bahwa norm= (x,y)’ diberikan oleh:

lul] = v/ xx* +yy*

dimanax® adalah konjuget dawx bila x adalah bilangan kompleks. Suatu basis
orthonormal dari suatu ruang vektor mempunyai beberapaktatan dan basis
baku dari ruang vektdR" adalah orthonormal, yaitu basis baku dari ruang vektor
RR3 adalah himpunan

{(1,0,0),(0,1,0)",(0,0,1)"} .
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Diberikan matriksA berukuranmn x n, matriks A dikatakan matriks simetri bila
A = A’ dan dikatakan anti-simetri (skew-symmetric) bAa= —A’. Matriks
simetri bermaanfaat dalam bentuk kuadrat, misalnya

(X y] a1 a2 || X| _ ag 1X° + 287 Xy + ap oy
ai2 az2 y 7 | |

Masalah bentuk kuadrat akan dibahas pada pembahasan arepdaérikut ini
diberikan dua sifat penting dari matriks simetri yang samgaguna pada pem-
bahasan mendatang, khususnya pada pembahasan masatapaskospektral,
faktorisasiQR dan dekomposisi nilai singular.

Teorema 7.8.1Bila matriksA simetri dengan elemen-elemen riil dan berlaku
AX = AX

dengarx £ 0, makaA selalu merupakan bilangan riil.

Bukti Digunakan tanda untuk menyatakan komplek sekawan (complex conju-
gate). Kedua ruas dari
AX = AX

kalikan dengax* didapat
X AX = \(X*'X). (7.8)

Persamaah8kedua ruas ditranspose-konjuget didapat
X" AX = A\* (X X). (7.9)
Persamaaii.9 dikurangi Persamaang8didapat
0=(A*—A)(X"X) =0=A*"—A (sebabx#0).
JadiA* = A, maka dari ituk adalah bilangan riil.
Teorema 7.8.2MisalkanA matriks simetri berukuran x n dengan elemen-ele-

men riil. Bila A danp adalah sebarang dua eigenvalue dari matldgengan
masing-masing eigenvektor adabaany danA # p, maka(x,y) = 0.
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Bukti Kedua ruas persamaan

Ax=Ax kalikan dengan y
didapat
YAX = A(YX). (7.10)
Kedua ruas persamaan
Ay =y kalikan dengan x/

didapat

X Ay = p(Xy). (7.11)
Kedua ruas Persamadrilditranspose didapat

yAX = p(yx). (7.12)

Persamaaii.12dikurangi Persamaan10didapat
0= (U—A)(YyXx) = 0=yXx=(xy) (sebabA # ).

Contoh 7.8.2 Diberikan matriks simetri
6 —2 —1
A=|(-2 6 -—-1].
-1 -1 5
Nilai eigen dariA didapat dari polininomial karakteristik matrilésyaitu p(A)
dengan menyelesaikan et —A) = 0, didapat
p(A) = A3—17A%>490A—144
= (A—8)(A—6) (A—3).

Terlihat bahwa nilai-eigen daA berbeda, yaitl\1 = 8, A» = 6 danAz = 3.
Vektor-eigen darA yang bersesuaian dengan nilai-eigen adalah:

N

,A\3=3 = V3=
0 2

1 _
AM=8=wv= [1] A2=6 = Vo= |:—

dan
(v1,v0) =0, (v1,v3) =0 dan (wp,v3) =0.

Terlihat bahwa vektor-vektan, v, V2 saling orthogonal.
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MATRIKS ORTHOGONAL

Matriks A berukuram x n dikatakanorthogonalbila AA' = | = A'Ayaitu

A l—p.

Teorema 7.8.3Bila Bj danK; masing-masing menyatakan barisik#an kolom
ke-j dari suatu matriks orthogonAlberukuram x n, maka

{Bi,i=1,...,n} dan {Kj,j=1,...,n}
adalah himpunan dari vektor-vektor orthonormal.

Bukti Dari elemen perkalian matriK#\A); j = (B;,B;) dan faktaAA' =1 dida-
pat

py_J1i=]
(Bi.Bj) = { 0 yang lainnya
terlihat bahwa baris-baris dati adalah orthonormal. Bil& orthogonal, maka

A juga orthogonal, jadi kolom-kolom da#ijuga orthonormal. 0

Contoh 7.8.3Bila matriksA diberikan oleh
010

A=(00 1],
100

010 001 100
AAN=|00 1 100|=(010|=I
1 00 010 001
A

. Juga dapat dicek bahwéA = |. JadiA adalah matriks orthogonal.

maka
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Contoh 7.8.4Bila matriksA diberikan oleh

o —-1L L
V2 V2
A=|1 0 0|,
o L L
V2 V2
maka
_1 1
N ARV, o 190 100
AN=11 0 0|59 5|=|010]=I.

o L L1 < 0L 001

V2 V2 V2 V2

Juga dapat dicek bahw@A = |. JadiA adalah matriks orthogonal. q

Teorema 7.8.4Suatu pemetaan linier yang direpresentasikan oleh sudtikena
orthogonal adalah mempertahankan jarak dari suatu vekddy bila A suatu
matriks orthogonal, makpAx|| = ||x|| untuk semux € R".

Bukti Dari persamaan
x| =+xx)  dan (XX =XX,

didapat
1X]|2 = X'x.

Oleh karena itu

1A =X AAx=xx = ||x||* = [|AX]| = |X]|.

Contoh 7.8.5Diberikan matriks orthogonal

ot 1
V2 V2 X1
A=|1 O 0 dan sebarangx= | x | € R",
0 11 X3
| V2 V2]
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maka dapat ditunjukkan bahw&x|| = ||x|| sebagai mana berikut ini:

1 1
0 —— — ——Xp+ —=X
V2 V2 [« V22l
1 1 X 1 1
0 — — 3 ——Xo+ —=X
V2 V2 | | V2V

1 1 1 1
\/(——x2+ —=X3)2 -+ Xe + (=X + —=X3)2 =

V2T V2 V2T V2

1 2 1 2 2 1 2 1 2

\/ X+ X5 +%5 = ||X]|.

KOMENTAR:

Karena matrikA mempunyai eigenvalue-eigenvalue yang berbeda, maka dapat
didiagonalkan menjadi matriks

Q*AQ
dengan matriks
Q= [Xi[Xz|...|Xn] dengan x;,i=1,...,n

adalah eigenvektor-eigenvektor daryang sesuai dengan eigenvaluenya. Berdasarkan
hasil sebelumnya vektor-vektor

Xi, i=1...,n
saling orthogonal. Bila vektor-vektor ini dinormalkan naaidapat matriks or-
thogonal
X X X
[ 3 |- |
Xl | [[%zl] [%n]]

dengan demikian matrik® AP juga matriks diagonal.
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Contoh 7.8.6 Diberikan matriks simetri

Al [ L V2] |[A0] [ L V2] _|[r-1 V2
V2 2 0 A v2 2 || |l -V2 A-2]|
Sehingga didapat polinomial kharakteristik dari matkadalah

PA)=A—1)A—-2)—2=A2—3A=A(A—3).

Untuk eigenvalue\;1 = 0 danA, = 3 didapat masing-masing eigenvektor yang
sesuai adalah:

[ e ne[B)

V2
Sehingga diperoleh
X1 \/é X2 \/é
— = dan — =
[q|| 1 [%z|] NG,
L V3 ] | V3
Bila matriks

X X
[ &)
[Paf| [

maka pendiagonalan dari matriksadalahP’ AP dan hasilnya diberikan sebagai
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berikut
[ V2 17 [ V2 17
\@\@[1 \@] \@\@:
ERR ARG Y
[ v2 v2 2 2 [ _v2 1]
V3 V3 V3 V3 V3 V3
12 vz 1 vl
_ T V2 1]
R N v v [oo]
3 32 — |0 3
EE 1IN
O
CATATAN:

Berkaitan dengan matriks simetri dengan elemen-eleneSebagaimana telah
diketahui matriks simetri pasti semua eigenvaluenya adalatetapi tidak men-
jamin bahwa semua eigenvalue-eigenvalue ini berbeda sagad yang lainnya,
bila semuanya berbeda maka pasti matriks simetri ini bdiagionalkan.

Bila ada yang rangkap, maka hal ini ada dua kasus. Yang patisamasing-
masing multiplisitas geometri = multiplisitas aljabar, kagpendiagonalan ma-
triks bisa dilakukan. Kedua, bila masing-masing multifdis geometri multi-
plisitas aljabar, maka pendiagonalan tidak dapat dilakuka

Pada khasus yang kedua tentunya hanya beberapa eigeneakgoorthogo-
nal satu dengan yang lainnya, yaitu yang berkaitan denganwalue-eigenvalue
yang saling berbeda satu dengan lainnya. Tetapi untuk\egenyang rangkap
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walaupun memberikan eigenvektor-eigenvektor yang sddelgas linier tetapi

tidak menjamin bahwa eigenvektor-eigenvektor ini orthego Oleh karena itu

matriks yang kolom-kolomnya merupakan eigenvektor-aigktor bukan ma-

triks orthogonal. Tetapi dengan beberapa modifikasi natsk. bisa dijadikan

matriks orthogonal, cara pengorthogonalan ini mengarahyapg dinamakan
prosesPengorthogonalan Gram-Schmidt Contoh berikut memberikan keje-
lasan mengenai pengorthogonalan suatu matriks.

Contoh 7.8.7 Diberikan suatu matriks simetri
1 -1 —1 A—1 1 1
A= -1 1 —-1|=AN-A= 1 A2—-1 1 )
-1 -1 1 1 1 A-1
Polinomial kharakteristik davh diberikan oleh
Pp(A) =detAl —A) = (A—2)’(A+1).
Pasangan eigenvalue eigenvektor diberikan oleh

1 0
A1=2,X1={ 0 ]; A2=2,X2={ 1 ]; A3=—-1x3=

—1 —1

|

Terlihat bahwax;,X3) = (X2,X3) = 0 tetapi(X1,X2) = 1 # 0. Penormalan daxp

danxs didapat :
0 1.3
X X 3
=" [%ﬁ dan pg= > {éﬁ].

e 1 %] 3
12 13

Untuk memperoleh suatu veki® supaya(Xa,X2) = 0, sebagai berikut. Mis-
alkanxy + axo = Xq, didapat

XoX1 + aXoXp = XpX1

atau
(X1,X2)

(X2,%2)

(X1,X2) +a(X2,X2) = (X1,X2) = a=
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Sehingga didapat

Jadi

195

R
_ 31 2
X1 3
Pi=r=7 =| 3V2
[
1
| 3 V2
Jadi matriksP? = [p1 | p2 | ps] diberikan oleh:
[ 2 /3 1 /3]
3Vz 0 3Vv8
P= _%\@ %\/é %\/é = PP =1 = PP (P matriks orthogonal
3
33 328
Sehingga didapat :
2 /3 1 /3 |
N I S | A A A
PAP=1 o 13 -12 “ b ~34/3 3V2 3V3
1 1 1 -1 —
3V3 3V3 33 %\@ —3v2 33|
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7.9 PROSES ORTHOGONAL GRAM-SCHMIDT

Dalam bagian ini dibahas proses pengorthogonalan @BAM-SCHMIDT .
Diberikan himpunan vektor-vektor yang bebas linier

S: {Xl,xz, e ,Xn},
dari Sdibentuk himpunan vektor-vektor orthormal
T={T1,To,...,Th}

sebagi berikut:

t
t1=X1:>T1=—1
[te]]
(X2,X1) to
to=Xo— t1=Tr=—=
T XLX) T P |
(Xn,t) Xn,t2) (X tn1) t,
th=Xn— t;— tp—... 2wl T =
O g t) ! (to,t2) : th ntn1) ! " tnl]

Didapat matriks orthogonal

T=[T1|T2|...|Tnl.

Contoh 7.9.1 Diberikan matriks dengan kolom-kolom merupakan vektdteoe
yang bebas linier, yaitu

MisalkanX1,X> danX3 adalah vektor-vektor kolom da#i, maka
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1 t 1
t1=X1=10 :>T1=—1 =10
L] [ta] L]
1 0
thb=11 _<<)t(27tt1> th=1|1 iTZZt—Z =11
O 1, 1> O HtZH 0
1
1

0
(X3,t1) (X3,t2) ts
oty T Mt) 0| | il

Terlihat bahwa matrik§ = [T, T» T3] adalah matriks orthogonal.

o O

|
|

|

PROYEKSI dan GENERAL INVERS

Proses orthogonal Gram-Schmid erat kaitannya dengan apa diaamakan
proyeksi sebagaimana akan terlihat dalam pembahasambigiikAda kalanya
sistem persamaan linidx =y tidak mempunyai penyelesaian secara analitik
(eksak). Tetapi bila model linier yang dikaji ini merupalaratu problem nyata
yang dijumpai, maka diperlukan suatu alternatif penyedesantuk menjawab
problem yang ada sehingga penyelesaian yang didapat cuttuk mnenjawab
problem. Suatu contoh berikut menjelaskan hal ini: Dikanikistem persamaan

linier Ax=:
6 3| | x| |2 713
23] 2] 719

Jawab eksak dari persamaan ini tidak ada. Dalam hal iniJusblaa dida-
pat penyelesaian pendekatamelalui penggantiag dengan vektoy di ruang
kolom dalamA yang dekat dengay dan sebagi penggantinya selesaikan per-
samaarfx =Y.

Untuk kasus yang diberikan dalam Persamad@ruang kolom darA adalah

I U2

Dengan demikian dipilily = r [ i ] sehingga panjang




198

v3i=5] 3

sekecil mungkin. Gambar berikut secara geometri menjatagilinan dari
vektory.

35F
3F
2.5k
[ r
2:_ l}f:fggj
15} :
= |_‘%1f|
1h
0.5+ y = Provyu{y)

I Il 1 1 1 1
0.5 1 1.5 2 2.5 3

PEMBAHASAN MASALAH :

Sebelum menyelesaikan masalah yang ada diberikan pergberikut. Misal-
kanW suatu ruang bagian daki" dan tulis

yeR"=WaW-
sebagai
y=Yyit+Yy>,

dengary; € W dany, € W, makay, dinamakan proyeksi dayi padaw dan
dinotasikan olely; = Proy,(y). Selanjutnya diselesaikan masalah persamaan

(B!

Berikutnya pilih ruang bagiaw = < [ 3 > sehingga didapat ruang bagian

1_

w=([3])

orthogonal
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HE B!

Untuk meminimumkan panjang

-9l — [ﬁl—r[fﬂ

el

dan karen{ ﬂ dan[ 3 ] orthogonal, maka haruslab= g Dengan demikian

Jadi

Y

didapat

B HE

Terlihat bahwa penyelesaian pendekatan adalahO danx, = g

Teorema 7.9.1MisalkanW suatu ruang bagian d&kI", maka vekto§c W yang
dekat key € R" adalahy’ = Proy,(y).

Bukti Tulisy =y; +Y, dengary; € W dany, € W+. Jadiy; = Proy,(y). Untuk
sebarangv ¢ W jarak kuadratly —wi||? diberikan oleh

[(y1—wW) +Y2||2 = < (y1—W)+Ya2, (y1—W) +y2 >
= <Y1—WYy1—W>+IY¥Yo >
= [y —w[?+[ly2l?

akan minimal bilaw =y; = Proy, (y).
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LANGKAH-LANGKAH MENDAPATKAN PROYEKSI

Suatu cara singkat untuk menentukan proyeksi dari suatingabagiaWVv yang
dibangun hanya oleh satu vekwsy dengarvV =W &W- diberikan oleh

<Y,W >
Pro = : 7.14
W) = s (7.14)
Dalam hal ini adalah:
<Y,W> cW.
<W,W >
2.y—<y’w>weWi
<W,W >
w w
:&y:<% >w+<y—<% >w>
< W,W > <W,W >

Persoalan sebelumnya dapat diselesaikan menggunakbaddiasi (7.14) dida-
pat
Prox,v<2> :2.3+2.1<3> :ﬂ<3>.
2 33+11\1 5\1 O

Teorema 7.9.2MisalkanW suatu ruang bagian daki" dibangun oleh basis or-
thogonal

W1, ..., W
dan misalkary € R", maka

{y, wa) {y, wie)
WLW1) Wi+... Wi W

Proy,(y) = W. (7.15)

Bukti Misalkan

<y,W]_> <Y7wk>
W w) Wi+...+ Wi, Wi

Maka untuk 1< i < k didapat

y1=

(y,wi)
(Wi, Wi )

(Y—y1,Wi) = (Y, W) — (wi,w;) =0.
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Jadi
y—y: € WH dan y; = Proy,(y).
Bila W suatu ruang bagian daki" dengan basis orthonormal

W17 ¢ 7Wk7
maka Persamaafi.(lL5 menjadi
Proyy(y) =<Y,W1 > W1+ ...+ <Y, Wk > Wg. (7.16)

O

Contoh 7.9.2 Dapatkan elemen dari ruang bagdhyang dekat dengan vek-
tor (1,2,3)’, yang manaV dibangun oleh vektor-vektdrl,2,—1)",(—1,4,1) .
Dari gambar diatas, vektq di bidangW = ({(1,2,—1)’,(—1,4,1)'}) adalah

Gambar : Bidang W= ({(1,2,—1),(-1,4,1)'})

proyeksi vektor(1,2,3)’ pada bidangV = ({(1,2,—1),(—1,4,1)'}). Dengan
menggunakan proses Gram-Schmidt, didapat basis orthafitorm

1 1 /
7 (1,2,—1),%5) (—1,1,1)".

Sehingga proyeksi dafil, 2,3)’ padaw adalah:

ooy | 2| = Laiagt| o | tiaizigl] 1
il B - VBl S| VB V3| 1

HEREH
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Sehingga didapat vektor
1 —1 2
2|l=| 2 |+]|0]| ewawW,
3 1 2
1 1 -1
elemen dar'WWw dekatke| 2 | adalahProy | 2 | = | 2 |.
3 3 1 .

Contoh 7.9.3 Misalkan dipunyai suatu supply dari 5000 ugi4000 unitT dan
2000 unitU. Bahan digunakan dalam pabrik untuk memprodékdanQ. Bila
setiap unit darP menggunakan 2 un, O unit T dan O unitU; dan setiap unit
dariQ menggunakan 3 ung, 4 unitT dan 1 unitJ. Berapa banyak unp dari
P dang dari Q yang harus dibuat supaya keseluruhan supply digunakan?

Jawab Model matematika dari persoalan yang ada diberikan oletapssan:

2 3 5000
0 4 [p] — | 4000 .
o1]|Ld 2000

Persamaan dari model tidak mempunyai jawab eksak (anaéikab vektor

5000
4000
2000

bukan merupakan kombinasi linier dari vektor- vektor

dan
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Untuk meyelesaikan persamaan secara pendekatan, difakakaerikut: Cari
vektor didalam ruang bagiail yang merupakan bentuk kombinasi linier

dHRH

5000
4000

yang dekat dengan vektor

2000

Dengan melakukan proses Gram-Schmidt di vektor-vektota@&mun yang meru-
pakan basis daw, didapat basis orthonormal:

1 1 0
wi=|0|Ww=——+1|(4].
"o V7| 4
Sehingga diperoleh:

5000 1 0
4000] = 5000| O —I—(16000 2000 1 [4]
0
1
0
0

Proy,

+—=)
2000 V1T V1T V17| 4
| 0
18000

1

2 3
 (aso0- (32520, H +181<;00[4] |

0 1

= 5000

Terlihat bahwgp = 2500— (g

1800 18000
)(?O) =91176 dang = 7 = 105882. 0

PENGGUNAAN GENERAL INVERS dan PSEDO INVERS

Untuk setiap matrik#é\ berukurarm x n dengan elemen-elemen riil, matriks
berukuram x n dinamakan pendekatan inverpgedoinversg¢ yang memenuhi
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A~y adalah penyelesaian pendekatan dari persarvaaty. Kolom-kolom dari
matriksA~ adalah penyelesaian pendekatan dar- €, dengarg,i =1,...,m
adalah basis baku dagri™.

Contoh 7.9.4 Dapatkan matriké&\~ bila

2 3
A=|0 4
01
dan hitung
5000
A~ | 4000 | .
2000

Jawab Ruang kolom orthonormal dari matriksadalah span dari vektor-vektor:

1 1 0
wi=|0| ww=——+=|4].
0 V17 1
Sehingga didapat

1 1 0 0
Proy, | O | =| 0 |.,Proy, | 1 |=] 13
0 0 0 LS

Dan kolom-kolom matrik®\~ didapat sebagai berikut

2 3 17 .
04|(x=10 iX:[g]
01 0

o

, Proy,

R OO

|

K-> o
N
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Dengan demikian didapat matriks adalah:

\'

1 _6 _3
-—— |2 I 34
Syt

17 17

Penyelesaian pendekatan dari persamaan
2 3 5000
0 4 ( p) — | 4000
o1|\H 2000
diberikan oleh

5000 s 5 [ 5000
Pl _ A _ 3 2 _ [ 91176
A~ | 4000 2F 4000 Losags |
q 2000 17 2000

17 17

Hasil yang didapat sama dengan hasil perhitungan sebelumny 0

Contoh 7.9.5Dengan general invers cari garis lurys= ax-+ b yang paling
mendekati titik

(1,2),(2,3) dan(3,1).

[ e
g ERERTHEEEH

Contoh 7.9.6 Dengan general invers dapatkan paralyotaax? + bx+ ¢ yang
mendekati titik-titik
(37 0)7 (27 0)7 (17 2)7 (_17 12)
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Jelaskan apakah hasilnya pendekatan atau tidak!

Jawab Untuk titik
(37 0)7 (27 0)7 (17 2)7 (_17 12)
didapat empat persamaan :
9a+3b+c=0, 4a+2a+c=0, a+b+c=2, a—b+c=12

atau dalam bentuk persamaan matriks

9 3 1 a 0
4 2 1 b |- 0
1 1 1 c | 2
1 -11 12
Sehingga didapat
) -1
a 941 1 Z 2 1 941 1 8
b| =¢1321-1 1 1 1 321-1 5
C \ 111 1 1 .1 1 111 1 12
[ 1
= | —-5|.
| 6
Cek hasilnya:
9 3 1 1 0
4 2 1 5| _ 0
1 1 1 5 ] 2
1 -11 12

Terlihat, hasilnya eksak bukan pendekatan.

Catatan dan Komentar Psedo dan General Invers

® Psedo invers dan General Invers secara umum berbeda. Uraupsego
invers matrix berukuram x n, sedangkan General invers matriks persegi.
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® Misalkan matriksA berukurarm x n. Bila kolom-kolom dariA bebas linear,
maka dijamin matrik§A’A) 1 jadi matriksA dijamin mempunyaGeneral
Invers yang diberikan olelh™ = (A/A) 1A,

® Sebaliknya bila kolom-kolom matriké tidak bebas linear, make’A)—1
tidak ada. Jadi persoalax =y tidak bisa diselesaiakan dengan cara ge-
neral inversx = (A’A)~1A'y. Hal ini bisa diselesaikan dengan caqsedo
inverssebagaimana pada Contol9.4

® Sebagai kesimpulan penyelesaian terdekat dari masakaly bisa dilakukan
dengan car&sedo InveratauGeneral Invers

7.10 Dekomposisi Spektral

Sebagaiman telah diketahui pada pembahasan sebelummjasmpatsegi sime-
tri mempunyai suatu peranan yang penting kaitannya dengsis brthogonal
dan pendiagonalan matriks. Hasil yang telah dibahas bsapulkan lagi se-
bagai berikut:
Suatu matriks persedi dapat didiagonalkan secara orthogonal bila dan hanya
bila A matriks simetri. Yaitu ada matriks orthogoriakehingga® AP = D, de-
nganD adalah matriks diagonal. Kesimpulan ini dinamaKanrema Spektral
Bila matriks
P=[up uz -~ up]

maka dapat ditulis sebagai

A= X1U1U/l + X2U2Uf2 +--- 4 XnUnUf],

dengan masing-masing, i = 1,2,...,n adalah nilai-eigen dari matriks simetri
A. Selanjutnya bentuk ini dinamakalekomposisi spektral Masing-masing
matriksuiuf, i = 1,2, ..., nadalaimatriks proyeksi dari sebarang vektot yaitu
vektor (uju)x adalah proyeksi orthogonal darpada ruang yang dibangun oleh

Ui ((Ui) ).
Contoh 7.10.1Dibahas lagi matriks simetri
6 —2 —1
A=|-2 6 -—-1].

-1 -1 5
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Nilai eigen dariA didapat dari polininomial karakteristik matrikksyatitu p(A)
dengan menyelesaikan et —A) = 0, didapat

P(A) = A3—17A%>4+90A—144
= A—8)(A—6)(A—3).

Terlihat bahwa nilai-eigen daA berbeda, yaitl\1 = 8, A» = 6 daniz = 3.
\ektor-eigen darA yang bersesuaian dengan nilai-eigen adalah:

1
,A3=3 = v3= |1

1 _
= v H rem6 = v [
1

0 2

dan
(V1,V2) =0, (v1,v3) =0dan(vo,v3) =0.

Terlihat bahwa vektor-vektowi,v,,v3 saling orthogonal. Dengan melakukan
penormalan didapat

1.2 1.3 13
Vi 1 V2 g vz | %
uy=—=| -1 U= —2 — 1 Ure 3 | 1
L v V2 | =gy = §VE | U= 5V
0 —3V6 3V3
dan matriks

3V2 V6 3V3
P=[upuyus] = { —3V2 V6 %\/?’v] :
~1v6 1v3
Dapat ditunjukkan bahw@’ AP = D dengarD matriks diagonal, elemen elemen
diagonalnya adalah, & dan 3 sebagai berikut:

12 12 0] 6 —2 -1 V2 V6 33
PAP = | ¢v6 §v6 —3v6 || -2 6 -1||—3v2 V6 3V3
V3 3v3 3V3][-1-1 5 0 —3v6 3V3
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Vektor-vektoru;,u, danuz memenuhi

6 —2 —1
8uyU; + 6upU), + 3uzu; = {—2 6 —1] =A.
-1 -1 5
Selanjutnya bila diberikan vektor

.

maka dapat ditunjukkan bahwa proyekspada(u;) adalah(uiu;)x sebagai

berikut L L
e |2 2ol o] | 7

(mw))x= -5 5 0| |2|=| 3

O 0 0 |3 0

Sedangkan proyeksi datipada(u;) diberikan oleh

((X,ug) / (ug,ug))uy,

NI=

yaitu:
T B 1
B I I P
(ou) /{up,un)ur =4 |1 2 3| = 5 1=13
0 0 0

Terlihat bahwa
(ugup)x = ((X,u1) / (ug,us))uy.
Juga bisa ditunjukkan bahwa vektor
X— (ugu})x
orthogonal dengan vektor dan
X = (U} )X+ (X — (ugty)x).
Vektorx— (uu})x danu; adalah

1
V2
dan u = \%2
0

W NleoNIlw

X— (Ugu} )X = {

Terlihat bahwa vektax — (uiu7 )x orthogonal dengau;.
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Latihan:

Diberikan matriks simetri
A 7 2
|12 4
Konstruksi suatu dekomposisi spektral dari matAksehingga
A = auguj + bupu,

danD = [u; uy]’Alu; uy] denganD adalah matriks diagoanal dengan elemen
diagonala danb, danuy,u, adalah orthonormal. Selanjutnya bila vekt@dalah

-l

maka tunjukkan bahwa proyekspadau, adalah(uyu’)x.

BENTUK KUADRAT

Bentuk kuadrat memainkan suatu peranan penting dalam amagalimasi. Se-
bagai motifasi dan ide bentuk kuadrat, diberikan contokkbermisalkan fungsi
dariR? ke R diberikan oleh

A((x1,%2)') = &G —dxaxe + 5
Tentukan apakah((0,0)’) = 0 adalah maksimum global atau minimum global
atau tidak kedua-duanya. Ingat bahg¢é0,0)’) adalah minimum global bila
q((0,0)") < q((x1,%2)")
untuk semudxq,x2)’ € R2. Maksimum global didefinisikan dengan cara analogi
(menggant dengan>).
Ada beberapa cara untuk menyelesaikan masalah pada camgk§perikan.

Disini akan digunakan matriks untuk menyelesaikannya.abahal ini, dapat
ditulis

q Kl] — 8X] — 4x1Xo +5%5
2
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Secara ringkas, didapat

q(x) =X Ax
dengan
o 8 -2 X1
A= [_2 5] danx = [XJ :

Matriks A simetri, dari pembahasan sebelumnya ada basis-eigemorthal

v1,V2 untukA. Didapat

2 1

V5 V5
yang bersesuaian dengan nilai-eiggn=9 danA> = 4. Bilax = c1v1 + Covo
didapat

qx) = XAx

(C1V1 + CoV2)'(C1A 1V + CoA Vo)
= ACT+A2C
= 9c%+4c5 .

Terlihat bahway(x) > 0 untuk semu& = 0, sebab setidaknya satu dianta(é 9
dan 4:% adalah positip. Jadj((0,0)’) = 0 adalah minimum global. Hasil yang
telah didapat menunjukkan bahwa sistem koordmat, didifinisikan sebagai

suatu basis-eigen daki Bentuk

9cs + 4cs
lebih mudah dibandingkan dengan bentuk aslinya
82 — AxqXp + 5%5.
Dua sistem koordinat dari apa yang telah dibahas ini dibaridleh gambar

berikut.

Selanjutnya dariide yang telah dibahas disajikan lebilegaisebagai berikut.
Suatu fungsi darkR" ke R yaitu

A((X1,%2,- - ,%n)")
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:ITJ_

dinamakan suatu bentuk kuadrat bila ia adalah suatu kosiltinear dari bentuk
XiXj dengan mungkin sama denggn Suatu bentuk kuadrat dapat ditulis sebagai

Q(X) = <X,AX> :X,AX,

untuk suatu matrik simetA tunggal yang dinamakan matriks dgriHimpunan
Qn dari bentuk kuadrat

d((X1,%2,- - ,%n)")

adalah suatu ruang bagian dari ruang linear dari semua pamknear darR"
ke R.

Contoh 7.10.2Diberikan bentuk kuadrat
g((X1,%2,X3)) = 9x% + 7x§ + 3x§ — 2X1X2 + 4X1X3 — BX2X3.

Dapatkan matriks dad.

Jawab Sebagaimana contoh sebelumnya, misalkan
a i adalah koefisien dax?,
ai | =a;i = 3 (koefisien darkixj), bilai # j.

Didapat
9 -1 2
A=|-1 7 -3].

2 -3 3
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Pembahasan yang telah dibuat pada Coiit@éf.2dapat digeneralisasi sebagai
berikut.

Diberikan suatu bentuk kuadmaix) = X' Ax, dengan matrik# berukuram x
n. Misalkan‘B adalah suatu basis-eigen orthonormal yang bersesuaigamen
nilai-eigenA1,A2...,An. Maka

q(X) = A1C2+ A€+ - - +AnC2,

denganc; adalah koordinat-koordinat daxirelatif terhadapB. Dalam pengka-
jilan suatu bentuk kuadrat sering tertarik untuk menentukan apakgi) > 0
untuk semu& £ 0. Dalam konteks ini dikenalkan terminologi berikut.

Misalkan suatu bentuk kuadrat
q(x) =X AXx,

denganA matriks simetri berukuran x n, makaA dinamakandefinit positip
bila q(x) positip untuk semua € R" dengarx # 0 dan dinamakasemidefinit
positip bila gq(x) > 0 untuk semua € R". Definit negatip dan semedefinit
negatip didefinisikan secara analogi. Bjjanempunyai nilai positip dan juga
nilai negatip, mak# dinamakartakdefinit.

Contoh 7.10.3Diberikan matriksA berukuram x n. Tunjukkan bahwa
q(x) = |Ax|?

adalah suatu bentuk kuadrat, dapatkan matriksaldan tentukan kedefinitan-
nya.

Jawab Persamaan(x) = ||Ax||? dapat ditulis sebagai
q(x) = (AX)'Ax =X (A'A)X

Terlihat bahway adalah bentuk kuadrat dengan matriksnya adalah Bentuk
kuadrat ini semidefinit positip sebaiix) = ||Ax||? > 0 untuk semua € R",
Catatang(x) = 0 bila dan hanya bilx di kernel dariA. Maka dari itu, bentuk

kuadrat adalah definit positip bila dan hanya bila(k¢r= {0}. 0
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Teorema 7.10.1Suatu matriks simetrA adalah definit positip bila dan hanya
bila semua nilai-eigen dari matriléspositip, MatriksA adalah semidefinit posi-
tip bila dan hanya bila nilai-eigen dakipositip atau nol.

Bukti Langsung dari fakta bentuk
q(X) = A1CT +A2C5+ - - + AnCh,

dengan\; adalah nilai-eigen daA. q

Contoh 7.10.4Diberikan suatu transformasi linelaftx) = Ax dengan matriks
6 2
A= [_7 6] .

(a) Dapatkan suatu basis orthonormaglv, di R? sedemikian hinggh(vy) dan
L(v2) orthogonal.

(b) Tunjukkan bahwa image dari lingkaran satuan oleh transderindijadikan
ellips. Dapatkan sumbu-sumbu ellips dalam nilai-eigerrikaf’ A.

Jawab

(a) Menggunakan ide contoh pertama, basis-eigen orthonoranaRoh diper-
oleh sebagai berikut.

'n |6 =7] (6 =7| |85 =30
AA_[Z 6][2 6]_{—30 40]'
Polinomial karakteristik daA adalah

P(A) = A2 — 125\ 4 2500= (A — 100)(A — 25),
jadi nilai-eigen dariA adalahA\; = 100 dam\, = 25 dan vektor-eigen yang

bersesuaian adalah
] e
X1 = dan xz = :
_1_
Penormalan daw; danxs didapat
2 7 1
Vl:[\/gl dan vp = \?]
VB | V5
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(b) Lingkaran dalam bentuk parameter vektor adalah
X =coqt)vy +sin(t)vp, 0 <t < 2m,
dan image dari lingkaran ini adalah ellips
L(X) =coqt)L(v1)+sin(t)L(v2), 0<t <2m

dengan sumbu-sumbu adalah
IL(va]|? = (Ava)'(Avi) =V} (A/AVs = Vi (Av1) = A1(Vpva) = A1,
IL(v2|% = (Av2)' (AV2) = Vo (A'AIV2 = V5 (AV2) = A2(Vova) =A; .

Jadi||L(v1)|| = v/A1 = v/100= 10 dan||L(v2)|| = VA2 = vV25=5 . Gam-
bar 7.3 adalah lingkaran satuandan imagelL(x) = Ax dari pembahasan

(b).

Gambar 7.3L(x) = Ax

7.11 Faktorisasi QR
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Dalam bagian ini dibahas langkah-langkah dari pemfaktaratriks A beruku-
rann x k menjadi perkalian dari matrikQ danR.

Misalkan matriksA berukuram x k dengam > k dan kolom kolomA:
Wlaw27 T 7Wk

bebas linear, mak@& dapat difaktorkan menjadi = QRdengan langkah-langkah
sebagai berikut:

1. Gunakan Proses Gram-Schmidt pada

{W17W27 U 7W|(}

menjadi
{V]_,VZ, e ,Vk}

2. Normalisasi
{vi,vo,- - W}
menjadi
{ug,uz,--- U}

3. Buat matrikQ = [u; uy --- uy

4. Buat matrikR= QA

Maka didapaA = QR. Contoh berikut menjelaskan langkah-langkah faktorisasi
QR

Contoh 7.11.1Diberikan matriks

O Frr OPR
O O
R Ok O

Selanjutnya gunakan Proses Gram-Schmidt didapat
1

0
Vi=W] = 1
0
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_1
12
V2 =Wo— ((W2,V1) /(V1,V1) V1= | |
2
0
Untuk menghindari pecaham kalikan dengan 2, didapat
—1
Vo — 2
27 |1
0

Selanjutnya dihitung

V3 = Wz— ((W3,V1) / (V1,V1))V1— ((W3,V2) / (V2,V2) V2

1
3
1
_ |3
_1
3
1
Juga, untuk menghindari pecaharkalikan dengan 3, didapat
1
v 1
SO - |
3
Normalisaswvy,V, danvs didapat
-1 (1] [ 17
V2 y/6 2y3
U= ? U= | V6 | danug= | 2V}
V2 NG 243
o] % 3
Dengan demikian matrik® = [u; Uy uz] adalah:
\Lf 1 17
2 6 23
Q= uuz = 101 i
V2 V6 2V/3
0 o0 P
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Sedangkan matrikR = Q'A adalah

1

V2

A A 3
R=QA=|0 ¥2
0O O

0
Ne:
v
V3

Selanjutnya ditunjukkan bahw@R = A, sebagai berikut

QR

FaktorisasiQR suatu alat komputasi untuk menyelesaiakan sistem persamaa

L

V2
0
1

linear Ax = b secara numerik.

Berikut ini diberikan suatu sifat untuk menyelesaik@ = b menggunakan

faktorisasiQR

Teorema 7.11.1Misalkan matriksA berukuram x k dengam > k dan kolom-

1 1
w2
V6 23
.

0

1

0 =A.

1

1
fzﬁo
0 V3 V2
V2 /3
0O 0 2
V3

kolom dariA adalah bebas linear, maka penyelesaian

diberikan oleh

yang mana matrik®Q danR memenuhA = QR

Bukti

Ax=Db

x=R1Qb

Ax=b = (AAx=Ab.
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MisalkanA = QR, yang mana matrikQ danR diperoleh dengan cara faktorisasi
QR Didapat

(QR'(QRx = (QR'b = (RQQRx=RQb.
Tetapi karen® matriks orthogonal, mak@'Q = I. Jadi
RRx=RQb
atauRx = Q'b, tetapiR matriks yang selalu mempunyai invers. Jadi

x =R 1Qb.

Dalam prakteknya, sering memudahkan untuk menghindasi&iean pemoton-
gan desimalAx = b diselesaikan lewat substitusi mundur d&xi= Q'b. Contoh
berikut ini menjelaskan masalah ini.

Contoh 7.11.2Selesaikan sistem persamaan linear berikut.

100 y 3
011 R
110 32' = 75|
001 5
Disini matriksA danb adalah
100 3
011 9
A= 110 danb = 75|
001 5

Sebagaimana telah dibahas sebelumnya, maArdegat didekomposisi menjadi
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A = QRdengam diberikan oleh

r1 1 1 7
Q= |, ¥ 27
V2 VB 2V3
0 0 P
[0.70710678118655-0.40824829046386 .2886751345948
B 0.0 0.81649658092773 .2886751345948
~ |0.70710678118655 .80824829046386 —0.2886751345948(1
| 0.0 0.0 0.8660254037844
Sedangkan matrikkR adalah
i 1
Ca
_ 3 V2
R=10 74
0 0 =2
i V3
[1.414213562373095 .00710678118655 .0
= 0.0 1.224744871391589 .81649658092773 .
| 0.0 0.0 1.154700538379252
Matriks Q’b adalah

9.1855865354369
5.629165124598845

Dari persamaaRx = Qb didapaix = (x,y,z)’ sebagai berikut
z=15.629165124598844.154700538379252 4.874999999999994
y = 4.250000000000006 dan= 3.125000000000008.

7.42462120245877b
Qb=

Selanjutnya, dapat dilihat seberapa dekat #iladlengarb sebagai berikut

3.125000000000008 3
9.125 9

AX= 1 375000000000014 92" = | 7 5| -
4.87499999999999 5
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Latihan

Dengan menggunakan dekompo<HR selesaikan sistem persamaan linear
berikut

3x+ 10y = —8, 4x— 4y = 30 dan 1%+ 27y = 10.

7.12 DEKOMPOSISI NILAI SINGULAR

Diberikan matriksA berukurarmx n, dekomposisi nilai singular matriksadalah
berkaitan dengan matrik3 danP sehinggaA = QDP denganQ, P adalah ma-
triks orthogonal dai matriks berukuram x n dengan elemen-elemen didiag-
onal utamanya nonnegatif dan yang lainnya nol.

1. Nilai Singular dan Vektor Singular Kanan

Bila A matriks berukuram x n, makaA’A adalah matriks simetri. Sebagai mana
telah dibahas matriks A'A dapat didiagonalkan secara gahal, yaitu ada ma-
triks orthogonaP sehinggaP’ (A’A)P adalah matriks diagonal. Selanjutnya bila
0 adalah nilai-eigen dari matrik& A yang bersesuaian dengan vektor-eigen sa-
tuanv (salah satu kolom daR), maka

|AV]|% = ((AV), (AV)) =V (AAV=Vdv = /v =2d.
Terlihat bahwa > 0. Jadi nilai-eigen da®'A adalah nononegatip.
Contoh 7.12.1Misalkan matriks
A= [ 1 _11] makaA'A = E é]
-1 -1
Polinomial karakteristik dari matrik&'A adalah

p(d) =5’ —65+8=(5—4) (5—2),
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didapatd, = 4 dand, = 2. Vektor-eigen yang bersesuaian adalah

oo

Penormalan vektor-vektor eigen didapat matriks orthogona

sl

- 5[5 I 0 -6

dan

O

Telah dibahas bahwa semua nilai-eigen dari ma#iRsadalah nonnegatif. Did-
ifinisikan hal berikut. Misalkar\ adalah matriks berukuran x n dan

01>0> 2% >0y1==0n=0
adalah nilai eigen dad'A ditulis dengan urutan menurun. Bite = 1/j,maka
01>2022>:+2>0k>0kp1=-=0,=0
dinamakamilai-nilai singular dari matriksA. Selanjutnya bila
V1,Vo,...,Vn

adalah vektor-vektor eigen orthonorma dari mat#k& dengarv; bersesuaian
dengan nilai-eige®;, maka
v17v27 cee 7Vn

dinamakarvektor-vektor singular kanan dari matriksA.

Teorema 7.12.1MisalkanA matrix berukuramx ndand;,i =1,2,...,nadalah
nilai-eigen dari matrike\' A sedangkawi,i = 1,2, ...,nadalah nilai singular dari
Ayang bersesuaian dengan vektor singular kathdari matriksA, maka

1. Untuk semua di R", (AX, Av;) = &; (X, V;).
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2. Untuki tidak sama dengaj Av; orthogonal dengaAv;.
3. (Av,Av;) = 7.
4. Bilax = ajvy + agVo + - - - + anVpn, maka(Ax, Avi) = a;0;

Bukti
1. (A%, AV)) =X (AAV;, = &X'V, = & (X,V;)
2. (Avi,AV}) =V (A'Avj = dj (V;,vj) =3;(0) =0
3. (AV;,Av)) =V (A AV, = Vi = 02(1) = 07
4. (AXAV;) = & (X,V;) =61(a1@+---+a4 VIVi +---+an Vi ) = aid;

0 1 0

2 Nilai Singular dan Vektor Singular Kiri

Sebagaimana telah dibahas vektor-vektor singular kanan
V1,V2,V3, ...,V
membentuk suatu basis orthonormaRdlj maka himpunan
{Av1, AV, ... AV, }
membentang image dari dari pemetaan linear linier
L:R"— RM

yang diberikan oleli.(v) = Av, Y € R". Selanjutnya bila
01>02> - >0 >0y1="=0n=0,

maka dari pembahasan Teorema2.1didapat :

AVii1 = - - = AV = Ognm



224

Jadi pembentang orthogonal dari imdgadalah
Avy, Avo. ... Ay,

dan merupakan suatu basis dari imag&uatu peranan penting dari basis image
L sebagai mana diberikan dalam difinisi dan teorema berikut.

Definisi 7.12.2MisalkanA suatu matriks ukuram x n dan
01 >0 > 20 >Qq1="=0=0,

adalah nilai singular daA. Juga misalkan bahwg,i = 1,2, ...,nadalah vektor-
vektor singulir kanan daw yang bersesuaian dengan nilai eiggnBila

1 .
u=— Av, 1<i<k
Oj

dan
Ucr1,...,Unm
dipilih sedemikian hingga
UJ_,UZ,. .. 7uk7uk+17' .. 7um
suatu basis orthonormal dé&&", maka
UJ_,UZ,. .. 7uk7uk+17' .. 7um

dinamakarvektor-vektor singular kiri dariA.

Teorema 7.12.2MisalkanA matriks berukuram x n dan
012022 2% >q1="=0=0,

adalah nilai singular daA. Juga misalkan bahwg i =1,2,...,nadalah vektor
singular kiri dariA. Bila L : R" — R™ diberikan olehL(x) = Ax, ¥x € R" dan
Lt : R™ — R" diberikan oleh_(y) = Ay, Yy € R™ maka

1. ranKA) = k.

2. Vektoru; untuki = 1,2, ...,k adalah suatu basis orthonormal dari
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3. Vektoruj untuk j = k+1,k+2,...,madalah suatu basis orthonormal dari
kernellLr.

4. Vektory; untuki =1,2,... kadalah suatu basis orthonormal dari image
dan vektorv; untuk j = k+ 1,k+2,...,n adalah suatu basis orthonormal
dari kernelL

5. BilaU =[ujuy ... Uy, V =[V1 V» ... Vy dan matriks> berukuramm x n
dengan elemen diagondlj = gj, i < k sedangkan elemen yang lainnya
sama dengan nol, make=UZX>V’

Bukti Sebagai latihan.

Contoh 7.12.3 (Dekomposisi Nilai Singular)Diberikan matriks

1 -1
A=|1 1
-1 -1

Dekomposisikan kebentuk nilai singular sehingga UzV’

Jawab Dihitung duluA’A, sehingga didapat nilai-nilai singular dérdan vektor-
vektor singular kanan daA.

131
NA— [1 3]
Polinomial karakteristik dari matrik&' A adalah

p(d) =3 —65+8=(5—4) (d—2)

didapat nilai eiger®; = 4 dand;, = 2. Vektor-eigen yang bersesuaian adalah

of] o

Penormalan vektor-vektor eigen didapat matriks orthob@na

-5l
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Vektor singular kanan daA adalah
1 _ 1
V= [\?] dan v; = [ i@]
V2 V2

Nilai singular dariA adalaho; = /&1 = v/4 = 2 dano, = /& = v/2. Didapat
matriks

op O 2 0

0 O 0 O
Vektor-vektor singular kiri didapat sebagai berikut.

1 1 L= v Cl)
— — 2| — | —

7 1
-1 —1] Lv2 7

1 1 1 1| 1 -1
h=—An=— |1 1 [ ﬁ]: 0.
02 V2 1 |l 0
Perluas vektor-vektau;,u, menjadiuy, Up,u3 sehingga vektor vektor ini adalah
suatu basis dafk3. Dalam kasus ini vektaus bisa dipilih sebagai

-

Lakukan proses Gram-Schmidt pada vektor-veliou,, uz didapat matri¢)

N

dan

0 -1 0
1 1
~1 oo 2

N

V2 V2
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Selanjutnya selidiki bahwd >V’ = A sebagai berikut

O -1 Ofr2 o
Usy — Loioﬁi{lll
L V2 2

LATIHAN
Lakukan langkah-langkah pembahasan Contoh Dekomposasidiingular meng-
gunakan SAGE. Perintah dalam sel SAGE sebagai berikut:

A=matrix(RDF,[[1,-1],[1,1],[-1,-1]])

U, S, V=A. SVD()

htm ("Matriks $A=%3$"% at ex(A))

print

ht m (" $U=%$<p>$S=0$<p>$V=06%"% | atex(U),l atex(S), | atex(V)))
print

htnl ("$W Sigma V' =%3$" % at ex( U* S*transpose(V)))

print

htm ("$A-USigna V =%3$" % at ex( A- U*S*transpose(V)))

Hasil yang diberikan adalah:

10 -—-10
Matriks A= | 1.0 10
—-10 —-1.0
—1.54742755068& 1016 -1.0 —6.4107462112% 1017
U= 0.707106781187 —4.2825985813% 101/ 0.707106781187
—0.707106781187 2825985813% 101/ 0.707106781187

2.0 0.0
S= 0.0 14142135623
0.0 0.0
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V— 0.707106781187—-0.70710678118
~ |0.707106781187 (@0710678118

1.0 —-1.0
uxv/=| 10 10
—10 —-1.0

1.11022302463% 1016 0.0
A—USV/ = | —2.22044604925 10716 —4.4408920985 1016
222044604925 1016 4.4408920985¢ 10 16

Pada pembahasan terdahulu mengenai matriks simetri dikélzdn dekom-
posisi spektral yaitu:

Bila A matriks simetri darA dapat didiagonalkan sebagai benfdk= P’AP
yang manaD matriks diagonal dengan elemen diagonal utama adalahk=
1,2...,n adalah nilai eigen dari matrik& danu; adalah vektor eigen yang ber-
sesuaian.

Bila P = [u; W --- Up], makaA dapat didekomposisi sebagai
A= 51U1Ué|_ + 52U2U/2 +- 1t 5nUnU:1.

Timbul pertanyaan bagaimana bila matrikdidak simetri atau secara umum
matriksA berukurarmx napakalA bisa didekomposisi seperti cara dekomposisi
spektral. Hal ini bisa dilakukan dengan menggunakan hesil dekomposisi
nilai singular sebagai berikut.

Sebagaimana telah dibahas BNanempunyai rank sama denglan makaA
dapat didekomposisi sebagiai=U X V’, dengarlJ adalah vektor singular Kiri
danV vektor singular kanan dawn,i = 1,2,...,n adalah suatu basis orthormal
dariR", maka untuk XK i < k didapat

k
(Z O'iUin)Vi = 0+---+aoui+---+0
i

]
1
= Gj (— AVi> = Av,.

Oj
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k
Jadi ¥ ojuVvi = A. Pada Contoh sebelumnya matriks
i=1

i=
1 -1

A=11 1

-1 -1

dan rankA) =k = 2. Jugao, = 2 danoy = v/2, didapat vektor singular Kiri

. ¥
1
u=| ,Uz[ol

[_1 ] _ 1
V= \{é ,Vo = [ f]
2

Sehingga didapat

0 1
ar
oo, - 2| [ 20| [ 4

0O O] 1 -1 1 —1
= |1 1|+(0 O|=|1 1|=A
-1 -1 |0 © -1 -1
LATIHAN

Lakukan langkah-langkah yang dibahas dalam Contoh ini@lengenggunakan
SAGE.

O

3. Nilai Singular Dekomposisi untuk meghitung Psedo-Inves

Sebagaimana telah dibahas sebelumya Psedo-Invers dullagagatriks persegi
A'A tidak mempunyai invers, Psedo-Invers dalam hal ini dapga&rdieh den-
gan cara proyeksi. Pada pembahasan ini digunakan Nilau&inBekomposisi
untuk memperoleh matriks Psedo-Invérsebagai berikut.
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Misalkan A berukuranm x n dan mempunyai rank sama dendadan ma-
triks A didekomposisi sebagAi=U XV’ dengan kolom-kolortd adalah vektor
singular kiri, sedangkan kolom-kolow adalah vektor singular kanan dan ma-
triks £ mempunyai elemen diagonal sama dengan nilai sigular dait g;
sedangkan elemen yang lainnya sama dengan nol.

: . : 1
Bila matriks>P berukuram x m dengan elemen-elemen dlago%alsedan-
gkan elemen yang lainnya sama dengan nol, maka matriks e m
AP =V sPU’

dinamakan Psedo-Inversd&i Sebagaimana telah duketahui pada pembahasan
sebelumnya, Psedo-Invers dapat digunakan untuk menikgasastem persamaan
AX = b yaitux = APb.

Sebagai contoh, misalkan diberikan matriks

2 3 5000
A= |0 4| danb= [4000| .
01 2000

Selesaika®x = b menggunakaéP.

2 3
200 4 6
AA= [ ] 0 4| = [ ]
341 [0 1] 6 26
Polinomial karakteristik dari matrik&’A adalah:

p(d) = 5°— 305+ 68

Jawab Matriks

didapat
01 = 15+ V157=27.52996408614167

dan
O =15—+v157=2.470035913858332

Vektor eigen orthonormal yang bersesuaian adalah

Vi — 0.24708746132252
1™ 10.96899318184247
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dan
v ( 0.96899318184241
2 pr—

—0.2470874613225
Nilai singular dariA adalah

01 = /81 = 5.246900426551058

dan
02 =1/0p = 1.571634790229057
MatriksV danZP adalah

V— 0.24708746132252 .0689931818424
~10.96899318184247—0.24708746132252

dan
sp_ & 0 0| [0.19058871308853 0 0
10 0—12 o| — 0 0.63628013722848 (0
Sedangkan vektan danus adalah
0.6482216531042
u; = — Avy = |0.7387166540756
01 0.1846791635189
dan
0.7614516980391
u=— Avx = |—0.6288673751909p.
02 —0.1572168437977

Perluas basis orthogonal, u» menjadius, Uz, uz dengan memilih

0
uz=| 0.2425356 | .
—0.970142
Sehingga didapat matriks

0.64822165310429 .06145169803919 0
U =[u; up uz] = |0.73871665407567—0.62886737519092 .2425356
0.18467916351892—-0.15721684379773—-0.970142
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dan

AP — Vv 3sPU’
B 0.5 —0.35294117647059—0.088235294117646
~ |5.981326545168031718° 0.23529411764707 .05882352941176

. Sehingga didapat

Xx = APb

i 5000

B 0.5 —0.35294117647059—0.088235294117646 2000
~ |5.9813265451680324 18° 0.23529411764707 .05882352941176 2000
~ [91176470588234
~ |105882352941184

. Hasil yang didapat sama dengan hasil yang telah dibahasGmattoh sebelum-
nya.
0

Latihan
Lakukan langkah-langkah yang telah dibahas dalam Contolggumakan SAGE.

O

Contoh berikud’ A tidak mempunyai invers. Bila matriks

11 2
A:[1 1] dan b:<3>,

maka selesaiaka#x = b dengan menggunakan matrik8

A 1111 |2 2
wa=y il =2 3
Perhatikan bahwa matrik& A tidak mempunyai invers, dengan demikian seti-

daknya ada satu nilai eigen d&A sama dengan nol. Polinomial karakteristik
dari matriksA’A adalah

Jawab Matriks

p(d) =8’ —45=(0—4)d
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didapat
51:4dan62:0:>01:\/61=2,i 21-.
01 2

Vektor-eigen yang bersesuaian adalah

1 1
Vl:[ ] danvzzl\/zl].
3

SER

Didapat matriks

11 10
V= |2 \/?L] danxP = [(2) O]'
V2 o V2
Sedangkan vektor -,
u = i Av; = \{é] ,
01 _ﬁ
dengan demikian vektar, dapat dipilih sebagai
_ 17
U, = [ ]\_/é
V2 |

Didapat matriks

Jadi matriks

>
=
[
<
M
i)
C
[
1
] e L
ENTENNTS
1

Dengan demikian didapat

1 1719 5
o | - )
4 1 4
Bandingkan nilai
1 17719 5
m={1 4103 14
4 3 4

dengan
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Tetapi pada contoh

2 3 5000
A= |0 4| danb= |4000|

01 2000
matriks 46
AA= {6 26]
mempunyai invers yaitu
13 3
(AA) 1= [_33 13_4].
34 17

General invers davh diberikan oleh

|eo

1 _6 _
A — [? o 134].
O 7 1
Jadi
- 1 6 372000 ris50c
x=Ab = |2 1 34] 4000 :{wlgogi
MY 17 171 {2000 17
_ [911764705882352
~ |105882352941176
Bandingkan nilai
2 3 911764705882357 500000000000000
Ax= (0 4 1058823529411765 42352941176470
01 105882352941176
dengan
5000
b= {4000 .
2000
Cek matriksA—A sama dengan identitas:
2 3
1 _ 6 3
5 — —ag 10
A_lA:{Z g 134] 0 4 :{ ]
0 - 0 1 01
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Atau dengan menggunakan nilai numerik

APA 0.5 —0.35294117647059 —0.08823529411764] g i
~ |5.981326545168033210° 0.23529411764707  .05882352941176 o 1
_ 1.0 —5.9119376061289586 18°
~ |1.1962653090336066 10* 1.000000000000065

7.13 Bentuk Kanonik Jordan

disini dibahas pengertian dari bentuk kanonik Jordan.
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